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Parte I: Curvas Impĺıcitas e Superf́ıcies Paramétricas

Entender matematicamente como podemos definir curvas e
superf́ıcies.



Curvas Impĺıcitas

Seja f : R2 → R. Uma curva impĺıcita é o conjunto de pontos

C = {(x, y) ∈ R2/f(x, y) = a}

Implicit curves and surfaces Hermite-Birkhoff interpolation with RBFs Hermite-RBFs implicits Final remarks

Implicit curves and surfaces

Let Ω ⊆ Rn be an open set
and f : Ω → R be a C 1 function

If ∀x ∈ M := f −1(0) we have
∇f (x) �= 0, then M is a C 1

orientable (n − 1)-manifold
such that ∇f (x) ⊥ TxM

Therefore, we can model a rich
class of curves and surfaces by
designing suitable functions f

But how?

Ives Macêdo Instituto Nacional de Matemática Pura e Aplicada

Hermite-Birkhoff interpolation of implicit surfaces



Curvas Impĺıcitas: Exemplo
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Curvas Impĺıcitas: Exemplo
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Curvas Impĺıcitas

Suponhamos que ∇f = (fx, fy) é não-nulo, s.p.g., fy 6= 0,

⇓

A curva localmente é dada como um gráfico {(x, g(x));x ∈ J}.

⇓

t = (1 + g2x)
−1/2(1, gx),

n = (1 + g2x)
−1/2(−gx, 1),

κ =
gxx

(1 + g2x)
3/2

,
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Curvas Impĺıcitas

Devemos buscar informações das derivadas da g com as da f.

⇓

gx = −fx
fy
,

gxx =
−fxx
fy

+
2fxyfx
f2y

− fyyf
2
x

f3y
.

Portanto,

t = (f2x + f2y )
−1/2(fy,−fx),

n = (f2x + f2y )
−1/2(fx, fy),

κ = −fxxf
2
x − 2fxyfxfy + fyyf

2
x

(f2x + f2y )
3/2

.
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Exemplo
Considere o ćırculo de raio r dado pela seguinte função

f(x, y) = x2 + y2 − r2.

Temos
t = r−1(y,−x), n = r−1(x, y), κ = r−1.
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Superf́ıcies regulares



Superf́ıcies Regulares

Definição: Um subconjunto S ⊂ R3 é uma superf́ıcie regular se,
para cada p ∈ S, existe uma vizinhança V de p em R3 e uma
aplicação σ : U → V ∩ S de um aberto U de R2 sobre V ∩ S tal
que:

- σ é diferenciável.

- σ é um homeomorfismo.

- Para todo p ∈ U a diferencial dσp : R2 → R3 é injetiva.
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Figura: Definição de Superf́ıcie.



1.7 Submanifolds 39

z-axis, or, equivalently, Each point in the z-axis is a singular point. Since
f(0, 0, z) = 0 it follows that any c other than 0 is a regular value of f . Also, 0
is a regular value of f |(R3 − {(0, 0, z)}). Figure 1.12(a) illustrates f−1(0), the
Whitney umbrella with-handle (already seen in Figure 1.4(a)).

Example 1.68. Let f : R3 → R be given by f(x, y, z) = y2 − z2x2 + x3. As
for the previous example, the Jacobian (−2z2x + 3x2 2y − 2zx2) vanishes
precisely on the z-axis. The z-axis is the line of “double points” where the
surface intersects itself at c = 0. This surface is depicted in Figure 1.12(b).

Example 1.69. Let f : R3 → R2 be the mapping given by f(x, y, z) = (xy, xz).
The Jacobian of f is �

y x 0
z 0 x

�

which has rank 2 unless all 2×2 minors are zero, i.e. unless xz = xy = x2 = 0,
which is equivalent to x = 0. Since f(0, y, z) = (0, 0), any point of R2 other
than (0, 0) is a regular value. This variety (the union of the x-axis and the
plane x = 0) has dimension 2 and is the intersection of two 2-dimensional
varieties defined by the levels sets of the components functions of f . The first
level set is the union of the planes x = 0 and y = 0, while the second level set
is the union of the the planes x = 0 and z = 0 in R3.

In short, the implicit function theorem and its generalisations allow us to
determine the singular set of an implicit variety. In the particular case of an
implicit surface f(x, y, z) = 0, the singular set is a 0- or 1-dimensional set at
which all the partial derivatives simultaneously vanish. Therefore, in essence,
a k-dimensional smooth (or differentiable) submanifold can be approximated
by a k-dimensional subspace of Rn at each of its points. In particular, this the
same as saying that a smooth curve in R2 can be approximated by a tangent
line at each one of its points, a smooth surface by its tangent plane, etc. It is

(a) (b)

Fig. 1.12. (a) Whitney umbrella with-handle as a level set x2 − zy2 = 0; (b) the
surface y2 − z2x2 + x3 = 0.



Exemplos

I Seja U ⊂ R2 um conjunto aberto e seja f : U → R aplicação
diferenciável. O gráfico de f é o seguinte conjunto

S = {(x, y, z) ∈ R3|(x, y) ∈ U, z = f(x, y)}.



Mudança de Parâmetros
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Aplicação diferenciável entre duas superf́ıcies
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Exemplo: aplicação diferenciável entre duas superf́ıcies

Exemplo: Seja φ : R3 → R3 dada por φ(x, y, z) = (xa, yb, zc),
onde a, b e c ∈ R− {0}. Temos que φ é diferenciável e que a

restrição φ
∣∣∣
S2

é uma aplicação da esfera

S2 = {(x, y, z) ∈ R3/x2 + y2 + z2 = 1}

sobre o elipsoide

E2 =

{
(x, y, z) ∈ R3

/x2
a2

+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

}
.



Plano Tangente

Figura: Parabolóide z = x2 + y2 e o plano tangente z = 2x+ 2y − 2
calculado em p = (1, 1, 2).



Curvas parametrizadas

Definição: Fixado (u0, v0) ∈ U ⊂ R2, as curvas

α(t) = σ(u(t) , v0) ,

β(t) = σ(u0, v(t)) ,

são chamadas as curvas coordenadas de σ em (u0, v0) ∈ U.



Plano Tangente

Proposição

Seja σ : U ⊂ R2 → S uma parametrização de uma superf́ıcie
regular S e seja q ∈ U . O subespaço vetorial de dimensão 2 ,
dσq(R2) ⊂ R3 coincide com o conjunto de vetores tangentes a
curvas desenhadas sobre S passando em p.
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O plano tangente de S em p pode também ser visto como

Tp(S) = {v, v é tangente a S em p}.



Primeira Forma Fundamental

Definição: A forma quadrática Ip : TpS → R dada por
Ip(w) = ||w||2 é chamada de primeira forma fundamental da
superf́ıcie S ⊂ R3 em p ∈ S.

Em coordenadas Ip é dada por

Ip(α
′(0)) = 〈α′(0), α′(0)〉p

= 〈σuu′ + σvv
′, σuu′ + σvv

′〉p
= 〈σu, σu〉pu′2 + 2〈σu, σv〉pu′v′ + 〈σv, σv〉pv′2

= Eu′2 + 2Fu′v′ +Gv′2,
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Exemplos

I Plano Seja P ⊂ R3 um plano passando por p0 = (x0, y0, z0) e
contendo os vetores ortonormais w1 e w2. Então uma
parametrização para P é

x(u, v) = p0 + uw1 + vw2.

Os coeficientes da primeira forma fundamental são, para esse
plano: E = 1, F = 0 e G = 1.



Exemplos
I Esfera Considere a parametrização da esfera

σ(θ, φ) =(rsenθcosφ, rsenθsenφ, rcosθ) ,

0 < θ < π, 0 < φ < 2π.

Logo,

E = 〈σθ, σθ〉 = r2,

F = 〈σθ, σφ〉 = 0,

G = 〈σφ, σφ〉 = r2sen2θ.
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Comprimento de curva sobre uma superf́ıcie

Seja α : J ⊂ R→ S curva parametrizada

s(t) =

∫ t

0
||α′(ξ)||dξ =

∫ t

0

√
I(α′(ξ))dξ.

Se α(t) = σ(u(t), v(t)) está contida em uma vizinhança
coordenada correspondente à parametrização σ(u, v),

s(t) =

∫ b

a

√
E(u′)2 + 2Fu′v′ +Gv′2dξ
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Área de uma região em uma superf́ıcie

Definição: Seja R ⊂ S uma região limitada de uma superf́ıcie
regular contida na imagem da parametrização σ : U ⊂ R2 → S.
Então a área de R é dada por

A(R) =

∫∫

σ−1(R)
‖σu × σv‖dudv

=

∫∫

σ−1(R)

√
EG− F 2dudv



Aplicação de Gauss
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Figura: Vetor Normal.

A aplicação N : σ(U)→ S2 é chamada aplicação normal de Gauss.



Aplicação de Gauss
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Figura: Vetor Normal.

A aplicação N : σ(U)→ S2 é chamada aplicação normal de Gauss.



Derivada da Aplicação de Gauss

A derivada dNp : TpS → TN(p)S2 é uma aplicação linear.

Exemplo: Seja P = {(x, y, z) ∈ R3/ax+ by + cz + d = 0} um
plano. O vetor normal em p ∈ P é dado por

N = (a, b, c)/
√
a2 + b2 + c2

e é constante, logo dNp = 0.
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Aplicação de Gauss

Definição: Seja p ∈ S e seja dNp : TpS → TpS a diferencial da
aplicação de Gauss. O determinante de dNp é chamado curvatura
Gaussiana K de S em p. O negativo da metade do traço de dNp é
chamado de curvatura média H de S em p.

Definição: A forma quadrática IIp : TpS → R, definida em TpS
por IIp(v) = −〈dNp(v), v〉 é chamada segunda forma fundamental
de S em p.
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Coeficientes Segunda Forma Fundamental

IIp(α′(0)) = −〈dNp(α
′(0)), α′(0)〉

= −〈Nuu
′ +Nvv

′, σuu′ + σvv
′〉

= eu′2 + 2fu′v′ + gv′2,

onde e = −〈Nu, σu〉, f = −〈Nu, σv〉 e g = −〈Nv, σv〉 são
chamados coeficientes da segunda forma fundamental.
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Interpretação da Segunda Forma Fundamental
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Figura: Curvatura normal.

IIp(α′(0)) = κn(p).



Curvaturas Principais
Como dNp é uma aplicação auto-adjunta sabemos pelo teorema
espectral que existe uma base {e1, e2} ortonormal de TpS tal que

dNp(e1) = −k1e1 e dNp(e2) = −k2e2.

Figura: Interpretação das curvaturas principais ( c© wikipedia).



Curvaturas Principais
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Cálculo das Curvaturas

Vimos que dpN : TpS → TpS ⇒ ∃ (ai,j)1≤i,j≤2 tais que

Nu = a11σu + a12σv,

Nv = a21σu + a22σv.

(1)

Tomando o produto interno de cada uma das igualdades da
expressão (1) por σu e σv, obtemos

〈σu,Nu〉 = a11〈σu, σu〉+ a12〈σu, σv〉,
〈σv,Nv〉 = a21〈σv, σu〉+ a22〈σv, σv〉,
〈σu,Nv〉 = a21〈σu, σu〉+ a22〈σv, σu〉, (2)

〈σv,Nu〉 = a11〈σv, σu〉+ a12〈σv, σv〉.
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Cálculo das Curvaturas

Como 〈σu,N〉 = 0 = 〈σv,N〉, temos

〈σu,Nu〉 = −〈σuu,N〉,
〈σv,Nu〉 = −〈σuv,N〉,
〈σv,Nv〉 = −〈σvv,N〉.

Assim,

e = −〈Nu, σu〉 = 〈N, σuu〉,
f = −〈Nu, σv〉 = 〈N, σuv〉 = 〈N, σvu〉,
g = −〈Nv, σv〉 = 〈N, σvv〉.



Cálculo das Curvaturas

Como 〈σu,N〉 = 0 = 〈σv,N〉, temos

〈σu,Nu〉 = −〈σuu,N〉,
〈σv,Nu〉 = −〈σuv,N〉,
〈σv,Nv〉 = −〈σvv,N〉.

Assim,

e = −〈Nu, σu〉 = 〈N, σuu〉,
f = −〈Nu, σv〉 = 〈N, σuv〉 = 〈N, σvu〉,
g = −〈Nv, σv〉 = 〈N, σvv〉.



Cálculo das Curvaturas
Usando as equações (2), segue que

−f = 〈Nu, σv〉 = a11〈σu, σv〉+ a12〈σv, σv〉 = a11F + a12G,

−f = 〈Nv, σu〉 = a21〈σu, σu〉+ a22〈σu, σv〉 = a21E + a22F,

−e = 〈Nu, σu〉 = a11〈σu, σu〉+ a12〈σv, σu〉 = a11E + a12F,

−g = 〈Nv, σv〉 = a21〈σu, σv〉+ a22〈σv, σv〉 = a21F + a22G,

onde E = 〈σu, σu〉, F = 〈σv, σu〉 e G = 〈σv, σv〉 são os
coeficientes da primeira forma fundamental.

Em termos de
matrizes

−
(
e f
f g

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)(
E F
F G

)
.

Em particular temos

(
a11 a12
a21 a22

)
= −

(
e f
f g

)(
E F
F G

)−1
.
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Cálculo das Curvaturas

K(p) = det(ai,j) =
eg − f2
EG− F 2

=
det(IIp)
det(Ip)

.

As curvaturas principais k1 e k2 satisfazem à equação

dN(v) = −k(v) = −kI(v), para algum v ∈ TpS − {0},

onde I : TpS → TpS é a aplicação identidade. Por definição de
autovalores temos que a aplicação linear dN+ kI não é invert́ıvel.
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autovalores temos que a aplicação linear dN+ kI não é invert́ıvel.
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Cálculo das Curvaturas

Logo,

det

(
a11 + k a12
a21 a22 + k

)
= 0.

Isto é equivalente a:

k2 + k (a11 + a22)︸ ︷︷ ︸
tr(A)

+(a11a22 − a12a21)︸ ︷︷ ︸
det(A)

= 0,

aqui A = (ai,j)1≤i,j≤2, obtemos

H =
k1 + k2

2
= −1

2
tr(A) = −1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
.
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Exemplos

I Plano Vimos anteriormente que dN = 0. Logo, K = H = 0.

I Esfera Considere a parametrização da esfera

σ(θ, φ) =(rsenθcosφ, rsenθsenφ, rcosθ) ,

0 < θ < π, 0 < φ < 2π.
Os coeficientes da segunda forma fundamental são:
e = −r, f = 0 e g = −rsen2(θ). Logo, as curvaturas
Gaussiana e média, respectivamente, são K = r−2 e H = r−1.
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Fim da parte I



Parte II: Superf́ıcies Impĺıcitas

Definição: Seja U ⊂ R3 um conjunto aberto e seja f : U → R
aplicação diferenciável e seja a ∈ R. Dizemos que a é um valor
regular de f se, para cada p ∈ U com f(p) = a, temos ∇f(p) 6= 0.

Proposição

Seja a ∈ R um valor regular de uma função diferenciável, onde U é
um conjunto aberto de R3. Se S = f−1(a) é um conjunto
não-vazio, então S é uma superf́ıcie.
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Exemplo
O elipsoide x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1 é uma superf́ıcie regular.

De fato, é o conjunto f−1(0), onde

f(x, y, z) =
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1

0 é um valor regular da função f , pois,

(fx, fy, fz) = 0⇔ (x, y, z) = 0,

mas 0 6∈ f−1(0).
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Plano tangente

S = f−1(a), a valor regular de f

⇓
TpS = ker((df)p : R3 → R),∀p ∈ S.



Vetor Normal

!
"

∇f(p) é ortogonal a TpS.



Superf́ıcie Impĺıcita

S = {(x, y, z) ∈ R3/f(x, y, z) = 0}, p ∈ S tal que ∇f(p) 6= 0

⇓

fz(p) 6= 0, s.p.g.

⇓
Localmente a superf́ıcie pode ser vista como um gráfico

G = {(x, y, g(x, y))/(x, y) ∈ U}.



Primeira Forma Fundamental; Normal Euclidiano

Considere a parametrização X(x, y) = (x, y, g(x, y)),

⇓

Os coeficientes da primeira forma fundamental são

E =
fz

2 + fx
2

fz
2 , F =

fxfy

fz
2 , G =

fz
2 + fy

2

fz
2 .

(3)

O vetor normal é

N =
(−gx,−gy, 1)√
g2x + g2y + 1

= (fz
2 + fx

2 + fy
2)
−1/2

(fx, fy, fz) . (4)
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Segunda Forma Fundamental

Os coeficientes da segunda forma fundamental e, f e g são

e = 〈N, (0, 0, gxx)〉 = −
fxxfz

2 − 2 fxzfxfz + fzzfx
2

fz
2
√
fz

2 + fx
2 + fy

2
,

f = 〈N, (0, 0, gxy)〉 = −
fxyfz

2 − fzfyzfx − fzfyfxz + fyfzzfx

fz
2
√
fz

2 + fx
2 + fy

2
,

g = 〈N, (0, 0, gyy)〉 = −
fyyfz

2 − 2 fyzfyfz + fzzfy
2

fz
2
√
fz

2 + fx
2 + fy

2
.



Curvatura Gaussiana

K =
eg − f2
EG− F 2

=

(
fzzfyy − f2yz

)
f2x + (−2fxyfzz + 2fxzfyz) fyfx(
f2z + f2x + f2y

)2

+
2 (−fxzfyy + fxyfyz) fxfz +

(
fxxfzz − fxz2

)
fy

2

(
f2z + f2x + f2y

)2

+
−2 (−fxzfxy + fxxfyz) fyfz +

(
fxxfyy − fxy2

)
fz

2

(
f2z + f2x + f2y

)2 .



Exemplo: esfera

Considere a espera f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − r2. Neste caso,

E =
fz

2 + fx
2

fz
2 = 1 +

x2

z2
, F =

fxfy

fz
2 =

xy

z2
, G =

fz
2 + fy

2

fz
2 = 1 +

y2

z2
.

Os coeficientes da segunda forma fundamental são

e = −x
2 + z2

z2r2
, f = − xy

z2r2
, g = −x

2 + z2

z2r2
,

⇓

K =
eg − f2
EG− F 2

=
1

r2
.
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Curvatura Média

Utilizando os cálculos anteriores, obtemos

H =
(f2y+f

2
z )fxx + (f2x+f

2
z )fyy + (f2x+f

2
y )fzz

2|∇f |3

−(fxfyfxy+fxfzfxz+fyfzfyz)

|∇f |3 .

Em particular a curvatura média da esfera é r−1
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Exemplo: Superf́ıcie não orientável

Figura: Faixa de Möbius.
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Orientação de Superf́ıcies

Exemplo: As superf́ıcies impĺıcitas são orientáveis, pois o campo
N(p) = ∇f(p)

||∇f(p)|| é uma orientação de f−1(a).

!
"



Figura: Construcao da garrafa de Klein.



Superf́ıcies Topologicamente Equivalentes

Definição: Dizemos que duas superf́ıcies M e N são
topologicamente equivalentes se existe h :M → N
homeomorfismo.

Figura: Superf́ıcies topologicamente equivalentes.
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Figura: Esfera com uma alça.
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Figura: Construção plano projetivo.



Teorema da Classificação de Superf́ıcies

Teorema
Qualquer superf́ıcie limitada, sem bordo e conexa é homeomorfa a:

- Esfera.

- Esfera com um número finito g de alças.

- Esfera com um número finito g de discos removidos e
substitúıdos por g faixas de Möbius.
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Caracteŕıstica de Euler

Definição: A caracteŕıstica de Euler χ para superf́ıcies limitadas,
sem bordo e conexas é definida por

- χ = 2, se a superf́ıcie é uma esfera.

- χ = 2− 2g, se a superf́ıcie é uma esfera com um número
finito g de alças.

- χ = 2− g, se a superf́ıcie é uma esfera com um número finito
g de discos removidos e substitúıdos por g faixas de Möbius.

Figura: Superf́ıcies topologicamente equivalentes.



OBRIGADA PELA ATENÇÃO.


