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Parte Il: Superficies Implicitas e Nocdo de Topologia




Definicdo: Seja U C R? um conjunto aberto e seja f: U — R
aplicacdo diferencidvel e seja a € R. Dizemos que a é um valor
regular de f se, para cada p € U com f(p) = a, temos V f(p) # 0.



Definicdo: Seja U C R? um conjunto aberto e seja f: U — R
aplicacdo diferencidvel e seja a € R. Dizemos que a é um valor
regular de f se, para cada p € U com f(p) = a, temos V f(p) # 0.

Seja a € R um valor regular de uma funcdo diferencidvel, onde U é
um conjunto aberto de R3. Se S = f~!(a) é um conjunto
ndo-vazio, entdo S é uma superficie.



Exemplo
. . 2 2 2 , , .
O elipsoide Z; + ¥; 4 % = 1 é uma superficie regular.
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Exemplo
. . 2 , ;.
O elipsoide %; + % + %; 1 é uma superficie regular.

Z

X
De fato, é o conjunto f~1(0), onde
2 2 2
=yt oz
f($7y7z):§+b_2+c_2_1

0 é um valor regular da funcdo f, pois,
(fx7fy7f2) =0& (a:,y,z) = 07

mas 0 ¢ f~1(0).



Plano tangente

S = f~Ya),a valor regular de f

\
T,S = ker((df), : R®* = R),¥p € S.



Vetor Normal

V f(p) é ortogonal a T,S.



Superficie Implicita

S={(z,y,2) e R¥/f(x,y,2) =0}, pe S tal que Vf(p) #0
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Superficie Implicita

S={(z,y,2) ER*/f(2,y,2) =0}, p € S tal que Vf(p) # 0
4

f=(p) #0,s.p.g.
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Localmente a superficie pode ser vista como um grafico

g = {(aC,y,g(a:,y))/(x,y) € U}



Primeira Forma Fundamental; Normal Euclidiano

Considere a parametrizagdo X (z,y) = (z,y, g(x,y)),

4

Os coeficientes da primeira forma fundamental sdo
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Primeira Forma Fundamental; Normal Euclidiano

Considere a parametrizagdo X (z,y) = (z,y, g(x,y)),

I
Os coeficientes da primeira forma fundamental sdo
PR _ faly A
E=~5, F ==, G="—5—.
I [ f

O vetor normal é

No 99D oy pe g2 e ey

9z +9;+1



Segunda Forma Fundamental

Os coeficientes da segunda forma fundamental e, f e g sdo

2 2
e = <N7 (07 0, gmc)> = _f:r:rfz ~2feefofz 4 fzla

fz2\/fz2 IR
f = <N7 (Oa Oaga:y» == _f;r:yfz fzfyzfgc — fzfyfxz + fyfzzfx
\/fz + f2 + £

Fuf:? = 2 yefyfe + Foki?
IENAR R

g = <N7(07079yy)>:*



Curvatura Gaussiana

 eg— f?
EG — F?
(Forfyy — F2) F2 4+ (=2fayfoe + 2fuafy) Fofo
(f2+ 2+ 12)°
2 (_fzzfyy + f:cyfyz') fmfz + (fza:fzz - fa:z2) fy2
(f2+ 12+ 12)°

-2 (_fmzfxy + f:)c:vfyz) fyfz + (fxzfyy - f:vy2) fz2
(2+2+5) '



Exemplo: esfera

Considere a espera f(z,y, z) = 22 + y?> + 22 — r2. Neste caso,

fz2+fx2 7’ fxfy . xy fz2+fy2
F="——>"=1+ 2 F =

1

T 1

Yoa=l=Tl 147



Exemplo: esfera

Considere a espera f(z,y, z) = 22 + y?> + 22 — r2. Neste caso,

fz2+fx2 7’ fxfy xry
E=72:1+27,F: =—, G=

[

Os coeficientes da segunda forma fundamental s3o

x2—{—22
222

f xy z2 + 22
e = = —— g‘ = -——
’ 22p27 2292

T 1



Exemplo: esfera

Considere a espera f(z,y, z) = 22 + y?> + 22 — r2. Neste caso,

fz2]j—2fx2:1+rij:fZ‘fy_w7G:
z
z

fz2 - 2

Os coeficientes da segunda forma fundamental s3o

E =

z2 + 22 xry z2 + 22
c=——fsa =8 9= a3
z°r z°r z°r
4
_ f2 1
K=o f _ 1
EG—-F?2 2



Curvatura Média

Utilizando os calculos anteriores, obtemos

b o~ Ui D e (B + (1)

2[Vf]?
(fa:fyf;ry+fmfzfxz+fyfzfyz)
IVfP '




Curvatura Média

Utilizando os calculos anteriores, obtemos

b o~ Ui D e (B + (1)

2[Vf]?
(fa:fyfxy+fmfzfxz+fyfzfyz)
IVfP '

Em particular a curvatura média da esfera é 1



Exemplo: Superficie ndao orientével

Figura: Faixa de Mobius.



Exemplo: Superficie ndao orientével

Figura: Faixa de Mobius.




Orientacao de Superficies

Exemplo: As superficies implicitas sdo orientaveis, pois 0 campo
N(p) = |\§§E§§u é uma orientacio de f~1(a).




- - {I'_}
’ ‘ S ’ ‘ /,K;-f,l; ‘
&

Figura: Construcdo da garrafa de Klein.



Superficies Topologicamente Equivalentes

Definicao: Dizemos que duas superficies M e N sao
topologicamente equivalentes se existe h: M — N
homeomorfismo.



Superficies Topologicamente Equivalentes

Definicao: Dizemos que duas superficies M e N sao
topologicamente equivalentes se existe h: M — N
homeomorfismo.

S/

Figura: Superficies topologicamente equivalentes.



iscos \ + alga \
=2

Figura: Esfera com uma alca.



Superficies Topologicamente Equivalentes

\ + faixa de

~1disco MODIUS e Plano
‘ ' Projetivo

Figura: Construgdo plano projetivo.



Teorema da Classificacao de Superficies

Teorema
Qualquer superficie limitada, sem bordo e conexa é homeomorfa a:

- Esfera.
- Esfera com um nimero finito g de algas.

- Esfera com um nimero finito g de discos removidos e
substituidos por g faixas de Mébius.

SRERE)



Definicao: A caracteristica de Euler x para superficies limitadas,
sem bordo e conexas é definida por

X = 2, se a superficie é uma esfera.

X = 2 — 2g, se a superficie é uma esfera com um nimero
finito g de algas.

X = 2 — g, se a superficie é uma esfera com um ndmero finito
g de discos removidos e substituidos por g faixas de Mobius.

*
<%

Superficies topologicamente equivalentes.



OBRIGADA PELA ATENCAO.



