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Implicit curves and surfaces

Let Ω ⊆ Rn be an open set
and f : Ω → R be a C 1 function

If ∀x ∈ M := f −1(0) we have
∇f (x) �= 0, then M is a C 1

orientable (n − 1)-manifold
such that ∇f (x) ⊥ TxM

Therefore, we can model a rich
class of curves and surfaces by
designing suitable functions f

But how?

Ives Macêdo Instituto Nacional de Matemática Pura e Aplicada

Hermite-Birkhoff interpolation of implicit surfaces

Figura: C = {(x, y) ∈ R2/f(x, y) = a}

Curvatura
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Ives Macêdo Instituto Nacional de Matemática Pura e Aplicada
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Parte II: Superf́ıcies Impĺıcitas e Noção de Topologia



Definição: Seja U ⊂ R3 um conjunto aberto e seja f : U → R
aplicação diferenciável e seja a ∈ R. Dizemos que a é um valor
regular de f se, para cada p ∈ U com f(p) = a, temos ∇f(p) 6= 0.

Proposição

Seja a ∈ R um valor regular de uma função diferenciável, onde U é
um conjunto aberto de R3. Se S = f−1(a) é um conjunto
não-vazio, então S é uma superf́ıcie.
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Exemplo
O elipsoide x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1 é uma superf́ıcie regular.

De fato, é o conjunto f−1(0), onde

f(x, y, z) =
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1

0 é um valor regular da função f , pois,

(fx, fy, fz) = 0⇔ (x, y, z) = 0,

mas 0 6∈ f−1(0).
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Plano tangente

S = f−1(a), a valor regular de f

⇓
TpS = ker((df)p : R3 → R),∀p ∈ S.



Vetor Normal

!
"

∇f(p) é ortogonal a TpS.



Superf́ıcie Impĺıcita

S = {(x, y, z) ∈ R3/f(x, y, z) = 0}, p ∈ S tal que ∇f(p) 6= 0

⇓

fz(p) 6= 0, s.p.g.

⇓
Localmente a superf́ıcie pode ser vista como um gráfico

G = {(x, y, g(x, y))/(x, y) ∈ U}.
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Primeira Forma Fundamental; Normal Euclidiano

Considere a parametrização X(x, y) = (x, y, g(x, y)),

⇓

Os coeficientes da primeira forma fundamental são

E =
fz

2 + fx
2

fz
2 , F =

fxfy

fz
2 , G =

fz
2 + fy

2

fz
2 .

(1)

O vetor normal é

N =
(−gx,−gy, 1)√
g2x + g2y + 1

= (fz
2 + fx

2 + fy
2)
−1/2

(fx, fy, fz) . (2)
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Segunda Forma Fundamental

Os coeficientes da segunda forma fundamental e, f e g são

e = 〈N, (0, 0, gxx)〉 = −
fxxfz

2 − 2 fxzfxfz + fzzfx
2

fz
2
√
fz

2 + fx
2 + fy

2
,

f = 〈N, (0, 0, gxy)〉 = −
fxyfz

2 − fzfyzfx − fzfyfxz + fyfzzfx

fz
2
√
fz

2 + fx
2 + fy

2
,

g = 〈N, (0, 0, gyy)〉 = −
fyyfz

2 − 2 fyzfyfz + fzzfy
2

fz
2
√
fz

2 + fx
2 + fy

2
.



Curvatura Gaussiana

K =
eg − f2
EG− F 2

=

(
fzzfyy − f2yz

)
f2x + (−2fxyfzz + 2fxzfyz) fyfx(
f2z + f2x + f2y

)2
+

2 (−fxzfyy + fxyfyz) fxfz +
(
fxxfzz − fxz2

)
fy

2(
f2z + f2x + f2y

)2
+
−2 (−fxzfxy + fxxfyz) fyfz +

(
fxxfyy − fxy2

)
fz

2(
f2z + f2x + f2y

)2 .



Exemplo: esfera

Considere a espera f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − r2. Neste caso,

E =
fz

2 + fx
2

fz
2 = 1 +

x2

z2
, F =

fxfy

fz
2 =

xy

z2
, G =

fz
2 + fy

2

fz
2 = 1 +

y2

z2
.

Os coeficientes da segunda forma fundamental são

e = −x
2 + z2

z2r2
, f = − xy

z2r2
, g = −x

2 + z2

z2r2
,

⇓

K =
eg − f2
EG− F 2

=
1

r2
.
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Curvatura Média

Utilizando os cálculos anteriores, obtemos

H =
(f2y+f

2
z )fxx + (f2x+f

2
z )fyy + (f2x+f

2
y )fzz

2|∇f |3

−(fxfyfxy+fxfzfxz+fyfzfyz)

|∇f |3 .

Em particular a curvatura média da esfera é r−1
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Exemplo: Superf́ıcie não orientável

Figura: Faixa de Möbius.
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Figura: Faixa de Möbius.



Orientação de Superf́ıcies

Exemplo: As superf́ıcies impĺıcitas são orientáveis, pois o campo
N(p) = ∇f(p)

||∇f(p)|| é uma orientação de f−1(a).

!
"



Figura: Construção da garrafa de Klein.



Superf́ıcies Topologicamente Equivalentes

Definição: Dizemos que duas superf́ıcies M e N são
topologicamente equivalentes se existe h :M → N
homeomorfismo.

Figura: Superf́ıcies topologicamente equivalentes.
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Figura: Esfera com uma alça.
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Figura: Construção plano projetivo.



Teorema da Classificação de Superf́ıcies

Teorema
Qualquer superf́ıcie limitada, sem bordo e conexa é homeomorfa a:

- Esfera.

- Esfera com um número finito g de alças.

- Esfera com um número finito g de discos removidos e
substitúıdos por g faixas de Möbius.
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Caracteŕıstica de Euler

Definição: A caracteŕıstica de Euler χ para superf́ıcies limitadas,
sem bordo e conexas é definida por

- χ = 2, se a superf́ıcie é uma esfera.

- χ = 2− 2g, se a superf́ıcie é uma esfera com um número
finito g de alças.

- χ = 2− g, se a superf́ıcie é uma esfera com um número finito
g de discos removidos e substitúıdos por g faixas de Möbius.

Figura: Superf́ıcies topologicamente equivalentes.



OBRIGADA PELA ATENÇÃO.


