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Parte I: Curvas Implicitas e Superficies Paramétricas

Entender matematicamente como podemos definir curvas e
superficies.
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Curvas Implicitas

Seja f : R? — R. Uma curva implicita é o conjunto de pontos

C={(z,y) eR*/f(z,y) = a}




Curvas Implicitas: Exemplo




Curvas Implicitas: Exemplo

d(O,(x,y)) = x*+y*=1

xy)




Curvas Implicitas: Exemplo

d(0,(xy)) = x*+y*=r*

flxy) = x*+y* -
(x.y)




Curvas Implicitas

Suponhamos que Vf = (fy, fy) € ndo-nulo, s.p.g., f, # 0,



Curvas Implicitas

Suponhamos que Vf = (fy, fy) € ndo-nulo, s.p.g., f, # 0,

4

A curva localmente é dada como um gréfico {(z, g(z));z € J}.



Curvas Implicitas

Suponhamos que Vf = (fy, fy) € ndo-nulo, s.p.g., f, # 0,

I
A curva localmente é dada como um gréfico {(z, g(z));z € J}.
4
t o= (1+g) (L),
n o= (1+92)72(~g 1),
Yzx

T+ g2



Curvas Implicitas

Devemos buscar informagdes das derivadas da g com as da f.

!
R
T fyv
Gow = _fxx+2fxyfx_fyyf12'

fy 12 £



Curvas Implicitas

Devemos buscar informacdes das derivadas da g com as da f.

\
R
x fy?
_ _f:m: 2fxyf:c o fyyfgg2

Portanto,

t = (24 )72y~ fo),

n = (f2+72(fa, fy),

- fuvf;? - 2f1yflfy + fyyfa%
(f2+ f2)3/? '




Exemplo

Considere o circulo de raio r dado pela seguinte fungcdo

flay) = +y* —r%

Temos

t= ril(y, —z), n= ril(az,y), k=11

d(0,(xy)) = x*+y*=r

fxy) = x+y? -
xy)




Superficies regulares
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Superficies Regulares

Definicdo: Um subconjunto S C R3 é uma superficie regular se,
para cada p € S, existe uma vizinhanca V de p em R? e uma
aplicacio o : U — V' N S de um aberto U de R? sobre V' N S tal
que:

- o é diferencidvel.

- o é um homeomorfismo.

- Para todo p € U a diferencial do,, : R? — R3 é injetiva.

(x(uv)y(uv)z(uv)

Figura: Definicdo de Superficie.






Exemplos

» Seja U C R? um conjunto aberto e seja f : U — R aplicacio
diferenciavel. O grafico de f é o seguinte conjunto

S ={(z,y,2) e R®|(z,y) € U,z = f(x,y)}.




Mudanc¢a de Parametros




Aplicacao diferencidvel entre duas superficies



Exemplo: aplicacao diferencidvel entre duas superficies

Exemplo: Seja ¢ : R? — R3 dada por ¢(z,y, z) = (za, yb, zc),
onde a, b e ce R —{0}. Temos que ¢ é diferencidvel e que a

restricdo ¢ o é uma aplicacdo da esfera
8% = {(z,y,2) e R¥/a® + 4> + 22 =1}

sobre o elipsoide

2 2 2
2 _ 3/r Y E
E —{(x,y,z)GR/a2+b2+c2 1}.




Plano Tangente

Figura: Paraboléide z = 22 + 42 e o plano tangente z = 2z + 2y — 2
calculado em p = (1,1,2).



Curvas parametrizadas

Definicdo: Fixado (ug,vg) € U C R?, as curvas

a(t) = o(u(t),vo),
plt) = aluo,v(t),

sdo chamadas as curvas coordenadas de o em (ug, vg) € U.



Seja o : U C R? — S uma parametrizacio de uma superficie
regular S e seja ¢ € U. O subespaco vetorial de dimensdo 2,
doy(R?) C R? coincide com o conjunto de vetores tangentes a
curvas desenhadas sobre S passando em p.

O plano tangente de S em p pode também ser visto como

T,(S) = {v, v é tangente a S em p}.



Primeira Forma Fundamental

Definicao: A forma quadratica I, : 7,5 — R dada por
I,(w) = ||w||*> é chamada de primeira forma fundamental da
superficie S C R? em p € S.



Primeira Forma Fundamental

Definicao: A forma quadratica I, : 7,5 — R dada por
I,(w) = ||w||*> é chamada de primeira forma fundamental da
superficie S C R? em p € S.

Em coordenadas I, é dada por

I,('(0)) = (d(0),0/(0)),
= (owt + oy, out + oy’
= (ou, Uu>pul2 + 2(o, UV>pu/UI + (ov, UV>p”/2

= Bu? +2Fuv + Gv?,



Plano Seja P C R? um plano passando por pg = (20, 40, 20) €
contendo os vetores ortonormais wi e wy. Entao uma
parametrizagdo para P é

x(u,v) = po + uwy + vws.

Os coeficientes da primeira forma fundamental s3o, para esse
plano: E=1, F=0eG=1.



Exemplos
» Esfera Considere a parametrizacido da esfera
o(0,¢) =(rsenbcosp, rsenfsene, rcosd) ,

0<b<m0<op<2m.

-15-1-05 ¢ 05 1 15



Exemplos
» Esfera Considere a parametrizacido da esfera
o(0,¢) =(rsenbcosp, rsenfsene, rcosd) ,

0<b<m0<op<2m.

-15-1-05 ¢ 05 1 15

Logo,

EF = <0'9,09>:T'2,

o
I

(06,04) =0,

G = (04,04) =1’sen®0.



Comprimento de curva sobre uma superficie

Seja o : J C R — S curva parametrizada



Comprimento de curva sobre uma superficie

Seja o : J C R — S curva parametrizada

s(t) = / o (€)1de = / VI @)de.

Se a(t) = o(u(t),v(t)) estd contida em uma vizinhanga
coordenada correspondente a parametriza¢do o(u,v),

b
s(t) = / VEW)? + 2Fu'v' + Gu'2d¢



Area de uma regiao em uma superficie

Definicao: Seja R C S uma regido limitada de uma superficie
regular contida na imagem da parametrizacio o : U C R2 — S.
Ent3o a area de R é dada por

A(R) = // |low X oy||dudv
o~1(R)
= // vV EG — F2dudv
o=1(R)



Aplicacao de Gauss

Figura: Vetor Normal.



Aplicacao de Gauss

Figura: Vetor Normal.

A aplicagio N : o(U) — S? é chamada aplicagio normal de Gauss.

z

N(p)




Derivada da Aplicacao de Gauss

A derivada dN, : T),S — TN(p)82 é uma aplicacdo linear.



Derivada da Aplicacao de Gauss

A derivada dN, : T),S — TN(p)S2 é uma aplicacdo linear.

Exemplo: Seja P = {(z,y,2) € R3/az + by + cz + d = 0} um
plano. O vetor normal em p € P é dado por

N = (a,b,¢c)/Va? + b? + ¢?

e é constante, logo dN,, = 0.



Aplicacao de Gauss

Definicdo: Seja p € S e seja dN,, : T,S — T,,S a diferencial da
aplicagdo de Gauss. O determinante de dIN, é chamado curvatura
Gaussiana K de S em p. O negativo da metade do traco de dN,, é
chamado de curvatura média H de S em p.



Aplicacao de Gauss

Definicdo: Seja p € S e seja dN,, : T,S — T,,S a diferencial da
aplicagdo de Gauss. O determinante de dIN, é chamado curvatura
Gaussiana K de S em p. O negativo da metade do traco de dN,, é
chamado de curvatura média H de S em p.

Definicao: A forma quadratica 7Z,, : T,S — R, definida em T,,S
por IL,(v) = —(dNp(v),v) é chamada segunda forma fundamental
de S em p.



Coeficientes Segunda Forma Fundamental

Tp(a'(0)) = —(dNp(e/(0)),a/(0))



Coeficientes Segunda Forma Fundamental

Iy(a'(0)) = —(dNy(a'(0)),0/(0))
= —(Nuu + N ot + o)



Coeficientes Segunda Forma Fundamental

Iy (a'(0)) = —(dNp(a’(0)),a’(0))
= —(Nu' + N, oqu + o)
eu'® + 2 fulv) + gv/27

onde e = —(Ny,04), f=—(Ny,oy) e g=—(Ny,0y) sdo
chamados coeficientes da segunda forma fundamental.



Interpretacao da Segunda Forma Fundamental

Figura: Curvatura normal.

ZZP(O‘/(O)) = Kn<p)'



Curvaturas Principais

Como dN,, é uma aplicagdo auto-adjunta sabemos pelo teorema
espectral que existe uma base {e1, e2} ortonormal de 7,5 tal que

de(el) = —klel (& de(EQ) = —k‘2€2.



Curvaturas Principais

Como dN,, é uma aplicagdo auto-adjunta sabemos pelo teorema
espectral que existe uma base {e1, ez} ortonormal de 7,5 tal que

de(el) = —k161 & de(ez) = —k‘2€2.

- Vetor
' Normal

Planos das
curvaturas~.__
principais

Plano

yle

Figura: Interpretacdo das curvaturas principais ((© wikipedia).



Calculo das Curvaturas

Vimos que de : TpS — TpS = (am)lgi’ng tais que

N, = ai10u+aoy,

N, = a2104+axoy.



Calculo das Curvaturas

Vimos que d,N : T),S — T),S = 3 (a;)1<i j<2 tais que

N, = ai10u+aoy,

N, = a2104+axoy. (1)

Tomando o produto interno de cada uma das igualdades da
expressdo (1) por oy € oy, obtemos

(0w, Ny) = ai1{ou,on) + a12{ou,ov),
(ov,Ny) = ag1(oy,0un) + ax(oy,ov),
(0w, Ny) = ag1{ou,ou) + ag2{oy,ou), (2)
(ov,Ny) = a11{ov,0u) + a12{oy, oy).



Calculo das Curvaturas

Como (oy,N) =0 = (oy,N), temos

(Uu;Nu> = _<0uu7N>a
<Uv;Nu> _<qu7N>a
(ov,Ny) = —(oyy, N).



Calculo das Curvaturas

Como (o4, N) =0 = (o, N), temos

(Uu;Nu> = _<Uuu7N>a
(ov,Ny) = —(ou,N),
(ov,Ny) = —(oyy, N).
Assim,
€ = _<NUaUu>:<Nyguu>7
f = _<NU7UV>:<Na0uv>:<Naavu>a

g = —(Ny,0,) = (N,ou).



Calculo das Curvaturas
Usando as equagdes (2), segue que

—f = (Nu,0u) = a11(0u, o) + a12(00, 0y) = an1 F' + a12G,
—f = (Ny,0u) = a21(0u, 0u) + a22(0u, 0y) = a21 E + axF,
—e = (Ny,0u) = a11(0u, 0u) + a12(0v, 0u) = an1E + a12F),
-9 = (Ny,00) = a21{oy, 0v) + a22(0y, 0y) = a1 F' + a2G,

onde E = (oy,04), F = {(0y,04) ¢ G = (0y,0,) sd0 0s
coeficientes da primeira forma fundamental.



Calculo das Curvaturas
Usando as equagdes (2), segue que

—f = (Nu,0u) = a11(0u, o) + a12(00, 0y) = an1 F' + a12G,
—f = (Ny,0u) = a21(0u, 0u) + a22(0u, 0y) = a21 E + axF,
—e = (Ny,0u) = a11(0u, 0u) + a12(0v, 0u) = an1E + a12F),
-9 = (Ny,00) = a21{oy, 0v) + a22(0y, 0y) = a1 F' + a2G,

onde E = (oy,04), F = {(0y,04) ¢ G = (0y,0,) sd0 0s
coeficientes da primeira forma fundamental. Em termos de
matrizes

(-2 )
fg) \laxa ax F G )



Calculo das Curvaturas
Usando as equagdes (2), segue que

—f = (Nu,0u) = a11(0u, o) + a12(00, 0y) = an1 F' + a12G,
—f = (Ny,0u) = a21(0u, 0u) + a22(0u, 0y) = a21 E + axF,
—e = (Ny,0u) = a11(0u, 0u) + a12(0v, 0u) = an1E + a12F),
-9 = (Ny,00) = a21{oy, 0v) + a22(0y, 0y) = a1 F' + a2G,

onde E = (oy,04), F = {(0y,04) ¢ G = (0y,0,) sd0 0s
coeficientes da primeira forma fundamental. Em termos de

matrizes
(5 - ()2 )
f g a1 a2 F G )

Em particular temos

<CL11 a12>__(6 f)(E F>1
as a2 ) f g r G '



Calculo das Curvaturas

2 det(1L,
K(p) = det(a; ;) = ;g; _{F’Q - deet((lpp))'




Calculo das Curvaturas

—f?  det(Z
Ky =t = =2 = G

As curvaturas principais k1 e ko satisfazem 3 equacio
dN(v) = —k(v) = —kI(v), para algum v € T,S — {0},

onde I : T,S — T,,S é a aplicagdo identidade.



Calculo das Curvaturas

—f?  det(Z
Ky =t = =2 = G

As curvaturas principais k1 e ko satisfazem 3 equacio
dN(v) = —k(v) = —kI(v), para algum v € T,S — {0},

onde I : T,S — T,,S é a aplicagdo identidade. Por definicao de
autovalores temos que a aplicacdo linear dN + kI n3o é invertivel.



Calculo das Curvaturas

Logo,

a1 +k a2
det =0.
¢ < a1 ax+k )



Calculo das Curvaturas

Logo,

a1 +k a12
det =0.
¢ < az;  ax+tk )

Isto é equivalente a:

k* + k (a11 + ag2) + (a11a22 — ar2a21) = 0,

tr(A) det(A)

aqui A = (a@j)lgz‘?jgg, obtemos

_k?1—|—k72 1 _leG—QfF—&—gE

" s = =5




Exemplos

» Plano Vimos anteriormente que dN = 0. Logo, K = H = 0.



Exemplos

» Plano Vimos anteriormente que dN = 0. Logo, K = H = 0.

» Esfera Considere a parametrizacido da esfera
o(0,¢) =(rsenbcosp, rsenfsene, rcosd) ,

0<f<m0<o¢<2m.

Os coeficientes da segunda forma fundamental s3o:

e=—r, f=0eg=—rsen?(f). Logo, as curvaturas
Gaussiana e média, respectivamente, sdo K = r2eH=r"1.



Fim da parte |



Parte Il: Superficies Implicitas

Definicdo: Seja U C R? um conjunto aberto e seja f: U — R
aplicacdo diferencidvel e seja a € R. Dizemos que a é um valor
regular de f se, para cada p € U com f(p) = a, temos V f(p) # 0.



Parte Il: Superficies Implicitas

Definicdo: Seja U C R? um conjunto aberto e seja f: U — R
aplicacdo diferencidvel e seja a € R. Dizemos que a é um valor
regular de f se, para cada p € U com f(p) = a, temos V f(p) # 0.

Proposicao
Seja a € R um valor regular de uma funcdo diferencidvel, onde U é

um conjunto aberto de R3. Se S = f~'(a) é um conjunto
ndo-vazio, entdo S é uma superficie.



Exemplo
. . 2 2 2 , , .
O elipsoide Z; + ¥; 4 % = 1 é uma superficie regular.

Z




Exemplo
. . 2 , ;.
O elipsoide %; + % + %; 1 é uma superficie regular.

Z

X
De fato, é o conjunto f~1(0), onde
2 2 2
=yt oz
f($7y7z):§+b_2+c_2_1

0 é um valor regular da funcdo f, pois,
(fx7fy7f2) =0& (a:,y,z) = 07

mas 0 ¢ f~1(0).



Plano tangente

S = f~Ya),a valor regular de f

\
T,S = ker((df), : R®* = R),¥p € S.



Vetor Normal

V f(p) é ortogonal a T,S.



Superficie Implicita

S ={(z,y,2) €ER3/f(x,y,2) =0}, p € S tal que Vf(p) #0
\I%

f=(p) # 0,s.p.g.
U

Localmente a superficie pode ser vista como um gréfico

g= {(.T,y,g(ﬂj,y))/(ﬂ?,y) € U}



Primeira Forma Fundamental; Normal Euclidiano

Considere a parametrizagdo X (z,y) = (z,y, g(x,y)),

4

Os coeficientes da primeira forma fundamental sdo

2t , e
AR poldy G 12 h

E ) Y )
2 f:2 I




Primeira Forma Fundamental; Normal Euclidiano

Considere a parametrizagdo X (z,y) = (z,y, g(x,y)),

I
Os coeficientes da primeira forma fundamental sdo
PR _ faly A
E=~5, F ==, G="—5—.
I [ f

O vetor normal é

No 99D oy pe g2 e ey

9z +9;+1



Segunda Forma Fundamental

Os coeficientes da segunda forma fundamental e, f e g sdo

2 2
e = <N7 (07 0, gmc)> = _f:r:rfz ~2feefofz 4 fzla

fz2\/fz2 IR
f = <N7 (Oa Oaga:y» == _f;r:yfz fzfyzfgc — fzfyfxz + fyfzzfx
\/fz + f2 + £

Fuf:? = 2 yefyfe + Foki?
IENAR R

g = <N7(07079yy)>:*



Curvatura Gaussiana

 eg— f?
EG — F?
(Forfyy — F2) F2 4+ (=2fayfoe + 2fuafy) Fofo
(f2+ 2+ 12)°
2 (_fzzfyy + f:cyfyz') fmfz + (fza:fzz - fa:z2) fy2
(f2+ 12+ 12)°

-2 (_fmzfxy + f:)c:vfyz) fyfz + (fxzfyy - f:vy2) fz2
(2+2+5) '



Exemplo: esfera

Considere a espera f(z,y, z) = 22 + y?> + 22 — r2. Neste caso,

fz2+fx2 7’ fxfy . xy fz2+fy2
F="——>"=1+ 2 F =

1

T 1

Yoa=l=Tl 147



Exemplo: esfera

Considere a espera f(z,y, z) = 22 + y?> + 22 — r2. Neste caso,

fz2+fx2 7’ fxfy xry
E=72:1+27,F: =—, G=

[

Os coeficientes da segunda forma fundamental s3o

x2—{—22
222

f xy z2 + 22
e = = —— g‘ = -——
’ 22p27 2292

T 1



Exemplo: esfera

Considere a espera f(z,y, z) = 22 + y?> + 22 — r2. Neste caso,

fz2]j—2fx2:1+rij:fZ‘fy_w7G:
z
z

fz2 - 2

Os coeficientes da segunda forma fundamental s3o

E =

z2 + 22 xry z2 + 22
c=——fsa =8 9= a3
z°r z°r z°r
4
_ f2 1
K=o f _ 1
EG—-F?2 2



Curvatura Média

Utilizando os calculos anteriores, obtemos

b o~ Ui D e (B + (1)

2[Vf]?
(fa:fyf;ry+fmfzfxz+fyfzfyz)
IVfP '




Curvatura Média

Utilizando os calculos anteriores, obtemos

b o~ Ui D e (B + (1)

2[Vf]?
(fa:fyfxy+fmfzfxz+fyfzfyz)
IVfP '

Em particular a curvatura média da esfera é 1



Exemplo: Superficie ndao orientével

Figura: Faixa de Mobius.



Exemplo: Superficie ndao orientével

Figura: Faixa de Mobius.




Orientacao de Superficies

Exemplo: As superficies implicitas sdo orientaveis, pois 0 campo
N(p) = |\§§E§§u é uma orientacio de f~1(a).




- - {I'_}
’ ‘ S ’ ‘ /,K;-f,l; ‘
&

Figura: Construcao da garrafa de Klein.



Superficies Topologicamente Equivalentes

Definicao: Dizemos que duas superficies M e N sao
topologicamente equivalentes se existe h: M — N
homeomorfismo.



Superficies Topologicamente Equivalentes

Definicao: Dizemos que duas superficies M e N sao
topologicamente equivalentes se existe h: M — N
homeomorfismo.

S/

Figura: Superficies topologicamente equivalentes.



iscos \ + alga \
=2

Figura: Esfera com uma alca.



Superficies Topologicamente Equivalentes

\ + faixa de

~1disco MODIUS e Plano
‘ ' Projetivo

Figura: Construgdo plano projetivo.



Teorema da Classificacao de Superficies

Teorema
Qualquer superficie limitada, sem bordo e conexa é homeomorfa a:

- Esfera.
- Esfera com um nimero finito g de algas.

- Esfera com um nimero finito g de discos removidos e
substituidos por g faixas de Mébius.

uuuuu — Plano
Projetivo



Definicao: A caracteristica de Euler x para superficies limitadas,
sem bordo e conexas é definida por

X = 2, se a superficie é uma esfera.

X = 2 — 2g, se a superficie é uma esfera com um nimero
finito g de algas.

X = 2 — g, se a superficie é uma esfera com um ndmero finito
g de discos removidos e substituidos por g faixas de Mobius.

*
<%

Superficies topologicamente equivalentes.



OBRIGADA PELA ATENCAO.



