
Curvas e Superfícies Implícitas: 
Noções de Geometria Diferencial e Discreta 



Geometrias...

• Ge.o.me.tri.a
sf (geo+metro2+ia1)
Parte das matemáticas que 
trata das propriedades e 
medidas da extensão nos 
seus três aspectos, como 
linha, superfície ou volume 
(sólido).

• Michaelis



Medidas invariantes

• Geometria euclideana:
  Invariante por translação e rotação
  Medidas de comprimento e 
curvatura



Breve histórico



Thales de Mileto

• ângulo / proporção



Euclides

• demonstrações



Newton / Leibniz

• cálculo diferencial
hipótese do infinitesimal



Riemann / Einstein    .

• métrica (peso) depende da 
posição



Máquinas

Leibniz (~1650)Pascal (1642)

von Neumann (1949)



Medir com o computador

• domínio e imagem discretos!



Prática da geometria

• medir um objeto: descritiva / integral

• definir operações: diferencial

• calcular invariantes: discreta



Problemática do curso

• cálculo infinitesimal no computador



Formato do curso

• parte formal:
    geometria diferencial

• parte em construção:
    geometria discreta



Noção de variedade

• localmente equivalente à reta:

• não tem auto-interseção
fronteira...

• ➙ permite usar cálculo / análise!



Topologia descritiva

• Para variedades: formas diferentes de 
colar deformações de segmento



1-variedades: curvas

• número de componentes conexas
componente aberta ou fechada



Geometria descritiva

• suavidade / singularidades



Geometria quantitativa

• medidas invariantes

comprim
ento comprimento

raio raio



Curvatura

• Circulo osculador

• Curvatura = inversa do raio



Geometria descritiva
de curvas



Cálculo de medidas

• descrever a curva com equações



Exemplo simplíssimo: reta

• descritivo:      ponto / tangente

• gráfico:           y = a⋅x + b

• implícito:        c⋅x + d⋅y + e = 0

• parametrização:   { x = t,  y = a⋅t + b }

y = a⋅x + b

b

P x

y
t



Exemplo básico: círculo

• descritivo:      centro / curvatura

• implícito:        (x-c)2+(y-d)2=r2

• parametrização:  { x = r⋅cos(t) + c,
                           y = r⋅sen(t) + d }
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Parametrização

α : I → R2

C = {(x (t) , y (t)) , t ∈ I}

α(t) = (x (t) , y (t)) ∈ R2



Parametrização regular

• curva regular =
admite uma parametrização regular

α(t) =
�
t3, t2

�

α�(0) = (0, 0)

α : I → R2

α�(t) = (x� (t) , y� (t))

∀t, α�(t) �= (0, 0)



Quantidades a calcular



Vetor tangente / normal

t = α� = (x�, y�)

n = α�⊥ = (−y�, x�)



Comprimento de arco

s(t) =

� t

t=a
||α�(u)||du



Re-parametrização

α : I → R2

h : J → I

β = α ◦ h : J → R2

β(u) = α(h(u))

ex: t = h(u) = 2u



Re-parametrização por 
comprimento de arco

s(t) =

� t

t=a
||α�(u)||du



Re-parametrização por 
comprimento de arco

α : I → R2

h : J → I

β = α ◦ h : J → R2

h = s−1

β(u) = α(h(u))

β�(u) = h�(u) · α�(h(u))

h�(u) =
1

s�(h(u))
=

1

||α�(h(u))||

�β�(u)� = |h�(u)| · �α�(h(u))�

=
�α�(h(u))�
�α�(h(u))� = 1



Invariância do 
comprimento

• transformações geométricas

• parametrização

• Jacobiano compensa: s(t) =

� t

t=a
||α�(u)||du



Curvatura:
variação da tangente

• C parametrizada pelo comprimento de arco

�α�(s)� = 1

�t(s)� = 1

⇒ �t(s), t(s)� = 1 ∀s
⇒ 2�t�(s), t(s)� = 0 ∀s
⇒ t�(s) ⊥ t(s) ⇒ t�(s) � n(s)

⇒ ∀s, ∃κ(s), t�(s) = κ(s) · n(s)



Curvatura:
limite de círculos

• Tangente

• limite das cordas (2 pontos)

•
Curvatura

• limite dos círculos (3 pontos)



Curvatura:
variação de ângulo

κ(s) = �t�(s),n(s)�

= � lim
ds→0

t(s+ ds)− t(s)

ds
,n(s)�

≈ � lim
ds→0

dφ · n
ds

,n�

= lim
ds→0

dφ

ds
= φ�(s)
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Sinal da curvatura

• convenção de orientação



Curvatura sem 
comprimento de arco

κ(t) =
α�(t)× α��(t)

�α��3

=
x�(t) · y��(t)− x��(t) · y�(t)

(x�(t)2 + y�(t)2)
3
2

β�(u) = h�(u) · α�(h(u))

h�(u) =
1

s�(h(u))
=

1

||α�(h(u))||



Curvatura de curva 
implícita?



Resumo

comprimento de arco

tangente

curvatura

s

α(s)

α(s)α(s+ds)

α’(s) × ds

α'(s+ds)
α’(s)

α’(s)

α'(s+ds)
α”(s)× ds



Medir com o computador

• infinitesimal??



Necessário no 
computador!

A. Paiva, H. Lopes, T. Lewiner and L.-H. de Figueiredo 4

Figure 3: The effect of the geometric criterion on the smile surface (y − x2 − y2 + 1)4 + (x2 + y2 + z2)4 − 1 = 0. The mesh is uniform

without this criterion (left), while it tracks regions of higher curvature when kmax increases, here from kmax = 0.5 (middle) to kmax = 0.95
(right).

recover tunnels. However, combined with the topology crite-

rion, it can safely discard the empty parts of these tunnels. If

a box B contains a tunnel, then the gradient of f varies inside

B from one vector (nx, ny, nz) at point (x, y, z) to its oppo-

site (−nx,−ny,−nz) on the facing point [4]. Therefore, the

coordinates Ix, Iy, Iz of the interval estimation of ∇f con-

tain opposite values. Since Ix, Iy, Iz are intervals, 0 ∈ Ix,y,z .

The topology criterion is thus:

if (0, 0, 0) ∈ ∇F (Bn) then subdivide(n)

Geometry criterion. To approximate correctly the geom-

etry of the implicit surface with a reduced number of tri-

angles, we need to allow small triangles only in regions of

high curvature. The curvature can actually be estimated from

∇F (Bn): the curvature reflects the variation of the gradi-

ent. Therefore, high curvatures implies that the coordinates

(Ix, Iy, Iz) of ∇F (Bn) are wide intervals. Given a user

defined threshold kmax and choosing Diam(Ix, Iy, Iz) =
max {|Ix|, |Iy|, |Iz|} for measuring the gradient variation,

the geometry criterion is:

if Diam
�

∇F (Bn)
�∇F (Bn)�

�
> kmax then subdivide(n)

Note that the topology criterion guarantees that 0 /∈
�∇F (Bn)�, which validates the above expression. The pa-

rameter kmax actually weights the geometric adaptation, as

illustrated on Figure 3.

Algorithm end. The above criteria may induce a large

number of subdivisions, even infinite if the implicit surface

has infinite genus (which is a highly non generic case). More-

over, since the interval evaluation F (B) only contains the

exact image f(B) with conservative rounding error, subdivi-

sions may be required on empty areas when numerical pre-

cision decreases. In practice, the algorithm subdivides the

octree until a given maximal level, which may correspond to

the size of the pixel for rendering applications, minimal size

of the triangles for geometry processing, or numerical pre-

cision for simulation. However, the above criteria still point

out which parts of the implicit surface are not guaranteed,

while guaranteeing the approximation of the others. This ro-

bust behaviour allows stopping the subdivision of the octree

before the given maximal level if the approximation is al-

ready validated (see Figure 4).

(b) From octree to dual grid

To generate the mesh we use an enhanced version of the

Schaefer–Warren method [21]. Like them, we first create the

dual grid of the octree, which is the topological dual of the

octree: the vertices of the dual grid are the centre points of

the octree cells, and the edges correspond to the adjacency

between these cells. This way the each volumetric cell of

the dual grid is associated with an interior vertex of the

octree. Figure 5 illustrate this duality in the simpler case of

quadtrees.

Figure 5: A primal quadtree (thin black) and its dual grid (thick

green).

In our method dual grid creation does not require any

explicit neighbour representation in the octree data structure.

The corresponding work was published in the proceedings of the Sibgrapi 2006, pp. 205–212. IEEE Press, 2006.
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amanhã: geometria diferencial de curvas e superfícies implícitas


