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Resumo

Lewiner, Thomas; Lopes, Hélio Cortes Vieira; Santos, Geovan
Tavares dos. Complexos de Morse discretos e geométricos.
Rio de Janeiro, 2005. I37p. Tese de Doutorado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

A geometria diferencial descreve de maneira intuitiva os objetos suaves no
espago. Porém, com a evolucao da modelagem geométrica por computador,
essa ferramenta se tornou ao mesmo tempo necessaria e dificil de se descrever
no mundo discreto. A teoria de Morse ficou importante pela ligacao que ela
cria entre a topologia e a geometria diferenciais. Partindo de um ponto
de vista mais combinatoério, a teoria de Morse discreta de Forman liga de
forma rigorosa os objetos discretos a topologia deles, abrindo essa teoria
para estruturas discretas.

Este trabalho propoe uma definicao construtiva de funcoes de Morse
geométricas no mundo discreto e do complexo de Morse-Smale correspon-
dente, onde a geometria é definida como a amostragem de uma fungao suave
nos vértices da estrutura discreta. Essa construgao precisa de calculos de ho-
mologia que se tornaram por si s6 uma melhoria significativa dos métodos
existentes. A decomposigao de Morse-Smale resultante pode ser eficiente-
mente computada e usada para aplicacoes de calculo da persisténcia, geragao

de grafos de Reeb, remocao de ruido e mais. ..

Palavras—chave
Teoria de Morse. Teoria de Forman. Homologia. Decomposicao de
Morse-Smale. Campo de Vetores Gradiente. Topologia Computacional.

Geometria Computacional. Modelagem Geométrica. Matematica Discreta.



Abstract

Lewiner, Thomas; Lopes, Hélio Cortes Vieira; Santos, Geovan
Tavares dos. Geometric Discrete Morse Complexes. Rio de
Janeiro, 2005. [3Tp. PhD Thesis — Department of Matematica,
Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

Differential geometry provides an intuitive way of understanding smooth
objects in the space. However, with the evolution of geometric modeling
by computer, this tool became both necessary and difficult to transpose to
the discrete setting. The power of Morse theory relies on the link it created
between differential topology and geometry. Starting from a combinatorial
point of view, Forman’s discrete Morse theory relates rigorously discrete
objects to their topology, opening Morse theory to discrete structures.

This work proposes a constructive definition of geometric discrete Morse
functions and their corresponding discrete Morse-Smale complexes, where
the geometry is defined as a smooth function sampled on the vertices of the
discrete structure. This construction required some homology computations
that turned out to be a significant improvement over existing methods
by itself. The resulting Morse-Smale decomposition can then be efficiently
computed, and used for applications to persistence computation, Reeb graph

generation, noise removal. . .

Keywords
Morse Theory. Forman Theory. Homology. Morse-Smale decompo-
sition.  Gradient vector fields. Computational Topology. Computational

Geometry. Geometric Modeling. Discrete Mathematics.
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Lidée dintensité est donc située au point
de jonction de deux courants, dont ['un nous
apporte du dehors lidée de grandeur exten-
sive, et dont l'autre est allé chercher dans les
profondeurs de la conscience, pour [’amener
a la surface, 't'mage d’une multiplicité in-
terne. Reste a savoir en quoi cetle derniere
image consiste, si elle se confond avec celle
du nombre, ou si elle en différe radicalement.
(...) Et de méme que nous nous sommes de-
mandé ce que serait l'intensité d’une sensa-
tion représentative si nous n’y introduisions
[idée de sa cause, ainsi nous devrons recher-
cher maintenant ce que devient la multiplicité
de nos états internes, quelle forme affecte la
durée, quand on fait abstraction de [’espace
ou elle se développe. Cette seconde question
est autrement importante que la premiére. Car
si la confusion de la qualité avec la quan-
tité se limitait a chacun des faits de consci-
ence pris isolément, elle créerait des obscu-
rités, comme nous venons de le voir, plutot
que des problemes. Mais en envahissant la
série de mos états psychologiques, en intro-
duisant [’espace dans motre conception de la
durée, elle corrompt, a leur source méme, nos
représentations du changement extérieur et du
changement interne, du mouvement et de la
liberté.

Henri Bergson,

Fsi =X : 0 1 ]_







Prefacio

Usualmente na matemdtica, expomos o nosso trabalho de tras para
frente: descobrimos e entendemos os conceitos geralmente através de exemplos,
aplicagoes ou generalizacoes de alguma intuicao, mas apresentamos esses
mesmos exemplos e aplicacoes como corolarios ou exercicios deduzidos do nosso
trabalho. Esta tese é globalmente conforme a essa pratica, embora eu tenha
preferido explicagoes a provas dedutivas, principalmente nas preliminares. Mas
antes, eu gostaria de resumir como os conceitos desta tese surgiram.

Este trabalho é a concretizacao de um processo lento que durou esses
ultimos trés anos. As principais perguntas ja tinham sido formuladas no final
do meu mestrado na PUC-Rio, e imaginara entao que as respostas iriam
chegar logo depois. Nessa época, nao tinha experiéncia de problemas longos
de se resolver, pois o meu trabalho de mestrado orientou—se rapidamente na
diregao certa, gracgas a intuicao dos meus orientadores. Acabei meu mestrado
descobrindo que alguns dos nossos resultados poderiam ter sido deduzidos mais
diretamente do trabalho original do Forman, embora a nossa formulagao tenha
se tornado mais eficiente na hora de criar os algoritmos. Ao mesmo tempo,
reparei a relagao entre os componentes conexos dos hipergrafos representando
uma funcao de Morse discreta, e a decomposicao de Morse-Smale, que tem um
papel fundamental nesta tese.

Esta relacao me ajudou no comego do meu doutorado no INRIA numa
aplicagao especifica de encaixamentos de moléculas, da qual resultou um
artigo que foi rapidamente aceito numa conferéncia considerada importante.
No entanto, a conferéncia nao motivou muitas discussoes, e trés anos depois,
a parte do problema referente a biologia ainda nao estd bem entendida.
Embora tenhamos passado quase um ano estudando este tema, nossa resolucao
geométrica do encaixamento de moléculas nao contribuiu tanto para a area. E
foi apenas depois de um ano que dei-me conta que a decomposicao de Morse—
Smale discreta, que motivou o tal artigo, era por si s6 um tépico importante
que tinha deixado de estudar.

Entao comecei oficialmente este doutorado separado a PUC-Rio, pas-
sando o segundo ano desse trabalho no Brasil. Enquanto eu trabalhava princi-

palmente sobre outros assuntos, desde os projetos da Petrobrés até compressao
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de malhas e aproximacao de quantidades diferenciais em curvas, as bases deste
trabalho se consolidaram pouco a pouco. Primeiro, a relagao entre hipergrafos
e a decomposicao de Morse-Smale tornou—se mais intuitiva tendo estudado
mais cuidadosamente o fluxo discreto. Depois do primeiro cédlculo do fluxo
numa célula dual ganhei mais confianga na possibilidade de definir um com-
plexo de Morse—-Smale discreto, embora eu tenha percebido que este calculo era
mais uma vez uma versao do calculo de Forman para nossa representagao por
hipergrafo. Ao mesmo tempo, completei uma implementacao de um algoritmo
bem complicado para decomposicao de Morse-Smale. Ai entao ficou claro que
a definicao de Banchoff para os pontos criticos que usava nao era suficiente
para decomposi¢ao de Morse-Smale em dimensao maior do que trés.

Por isso, passei a me concentrar sobre a definicao de pontos criticos
usando homologia local. Para ser coerente, tentei desenhar um algoritmo para
calcular niimeros de Betti usando teoria de Morse discreta. Este algoritmo,
além de ter ficado tao eficiente como o classico algoritmo incremental para
sub—variedades simpliciais da esfera de dimensao 3, também funcionava para
qualquer complexo celular regular. A implementacao do algoritmo foi facil, e
depois o estendi aos poucos para calcular primeiro o grupo de homologia inteiro
com torgao, e depois para deduzir uma base de ciclos geradores da homologia.
A extensao seguinte seria para calcular a decomposicao de qualquer ciclo sobre
a base, mas este problema suscitou muitas perguntas, e nem todas foram
resolvidas ainda. Este foi a principal razao para eu ter completado o algoritmo
so recentemente, gracas a ajuda que recebi dos professores do departamento de
Matematica, incluindo o meu orientador Hélio Lopes, Geovan Tavares, Nicolau
Saldanha e Carlos Tomei, assim como a grande ajuda de David Cohen—Steiner,
e Alban Quadrat do INRIA. Esta comunidade me dé esperancas de responder
as outras perguntas de um ponto de vista mais tedrico.

Em paralelo, procurei aplicagoes e simplificagoes da decomposi¢ao de
Morse-Smale discreta. A maioria dos artigos sobre topologia computacional
se referia a “persisténcia” como uma ferramenta possivelmente 1util para
aplicagoes. Esse é um conceito bem elegante montado por cima da homologia,
usado primeiro pelo Smale na sua prova da conjectura de Poincaré em
dimensao alta, mas que foi rebatizada por razoes escuras. Persisténcia usava a
definicao de Banchoff para os pontos criticos, e eu sabia que esta definicao era
incompleta. Além disso, ja que sabia que essa nocao vinha de fato do trabalho
do Smale, pensei que trabalhando mais a fundo na teoria de Morse-Smale
poderia dar uma definigao melhor e mais robusta para calcular a persisténcia.
Entao, voltei a trabalhar no meu algoritmo para funcoes de Morse discretas

geométricas de modo a deixd—lo mais claro e simples. A versao mais simples
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funcionou tao bem, que parecia simples demais para evitar problemas basicos
como respeitar a definicao de pontos criticos de Banchoff. Esses problemas
sao expostos e resolvidos nesta tese com pequenos algoritmos em volta do
algoritmo principal, embora eu tenha observado que o algoritmo principal
sozinho geralmente apresenta melhores resultados, evitando pontos criticos que

parecem mais ruidos, e dando resultados mais intuitivos.






1
Introducao

Os principais objetos estudados por ambas topologia e geometria dife-
renciais sao variedades suaves. Porém, estas duas disciplinas tém estudado
esses objetos quase separadamente até os primeiros trabalhos de Marton
Morse (Morse, 1925)). Desde entao, a teoria de Morse se tornou uma ferra-
menta poderosa para estudar a topologia das variedades suaves com a ar-
tilharia da geometria diferencial. Essa teoria vem sendo aplicada em vérios
problemas complexos, dentre eles o teorema de Gaufi—Bonnet, o teorema do
indice de Poincaré-Hopf, a determinagao das estruturas de geodésicas de uma
variedade, a teoria das singularidades de hipersuperficies de Lefschetz, as es-
feras exdticas de Milnor, a teoria de Yang—Mills de fibrados, a geometria de
sistemas dinamicos Hamiltonianos, a homologia de Floer. ..

Por um lado, a teoria de Morse descreve parte da topologia de uma vari-
edade suave por uma funcao escalar definida nela, e em particular dos pontos
criticos dessa funcao. Por outro lado, ela nos da uma descricao simples da
tal funcao pelas decomposicoes topoldgicas que esta funcao gera. Essa ferra-
menta, devido principalmente ao trabalho de Stephen Smale (Smale, 1960),
nos permite usar técnicas de toda a topologia para estudar a dinamica de
funcgoes escalares suaves, em particular da topologia algébrica e combinatoria.

Essa extensao da teoria de Morse se aplicara mais tarde a outros tipos de

objetos.
1.1(a): Funcdo altura f(x) = x. 1.1(b): Fungao altura nas faces de um
num toro suave. toro discreto.

Figura 1.1: Funcao de Morse classica num toro: ao que corresponderia no caso
discreto?
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A evolugao dessa teoria continuou com as contribuices de Robin
Forman (Forman, 1995)), que construiu uma teoria de Morse inteiramente
discreta. Seu trabalho estuda a topologia dos objetos discretos, entre os quais as
variedades combinatdrias, a partir do estudo de fungdes especiais (figura [L.1]).
Contrariamente a outras tentativas de formular versoes discretas da teoria de
Morse, essas fungoes nao sao facilmente descritas com ferramentas da geometria
diferencial. Porém, essa teoria € a tinica, no limite do nosso conhecimento, que
providencia resultados topoldgicos, que é o ponto essencial da teoria de Morse.

O conjunto de ferramentas da geometria diferencial corresponde a ma-
neira intuitiva de entender objetos no espaco. Porém, com a evolucao da mo-
delagem geométrica por computador, essas ferramentas sao ao mesmo tempo
necessarias e dificeis de se transpor para o mundo discreto das maquinas. Em-
bora o problema de amostrar sinais, ou seja, de definir a continuidade deles,
tenha sido resolvido, a definicao de derivadas no caso discreto ainda nao chegou
a um consenso. Além disso, essas nogoes nao estao rigorosamente definidas para
objetos geométricos discretos. Nessa perspectiva, a teoria de Morse discreta é
uma pista para reproduzir a ligacao entre a topologia e a geometria diferenciais
comecando pela topologia combinatoria. Esse trabalho tenta contribuir para
esse projeto definindo fungoes de Morse discretas a partir de fungoes escalares

que representam propriedades geométricas.

1.1
Principais resultados

A apresentacao deste trabalho é voltada para a construcao de decom-
posicoes de Morse discretas e geométricas. Para chegar a esta construcao, cada
capitulo apresenta partes dos conceitos e resultados necessarios. Esses resul-
tados sao quase todos novos e poderiam ser considerados independentemente
da construcao final como contribuicao propria. Em particular, a extensao da
representagao do gradiente discreto por hipergrafos (Lewiner, 2002) com as
relacoes deles com o fluxo, e o cédlculo da homologia baseado na teoria de

Morse discreta sao resultados promissores.

Fluxo e componentes dos hipergrafos

Forman define em (Forman, 1998) um campo de vetor combinatério num
complexo celular como um casamento de células. Traduzimos essa definicao em
termos de hipergrafos orientados em (Lewiner, 2002)), mostrando a estrutura
de camadas que isso induz no complexo celular. Quando este campo de vetor

¢ um gradiente, segundo a defini¢do de (Forman, 1995)), a aciclicidade deste
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gradiente pode ser traduzida nesses hipergrafos, e neste caso cada hipergrafo
de camada é de fato uma hiperfloresta. A estrutura de uma hiperfloresta e
relativamente simples: cada componente conexo é composto de regioes conexas
contendo somente linhas regulares, chamadas de componentes requlares, que
sao interligados por hiperlinhas nao regulares. Cada componente regular é
uma arvore e tem no maximo uma hiperlinha nao regular saindo desta.

No capitulo B Estrutura de uma funcao de Morse discreta, usa-
remos essas definigdes para clarificar a construcao de funcoes de Morse dis-
cretas e detalhamos o algoritmo correspondente (algoritmo [B.H). Esse algo-
ritmo central pode ser usado ou para construir funcoes de Morse étimas como
em (Lewiner et al., 2003b)), ou para construir fungdes de Morse geométricas

como no capitulo Bl Complexos de Morse discretos geométricos.

!
l
{

1.2(a): As linhas de fluxo perto do ponto 1.2(b): As linhas de fluxo na estrutura
sela critico, indo para os minimos (bolas de camadas, desde o né vermelho até as
vermelhas). folhas da hiperfloresta.

Figura 1.2: O fluxo de uma funcao de Morse discreta geométrica correspon-
dendo a f (x) = —x, numa superficie em forma de sela.

Mas o maior beneficio desta estrutura em camadas é o de calcular eficien-
temente o fluxo discreto, definido por Forman em (Forman, 1995)) (figura [L.2]).
Ademais, este fluxo permite um mapeamento direto do complexo original para
o complexo de Morse. Este ultimo pode servir para o calculo da homologia de
Witten, como no capitulo 4 Calculo da homologia, e ainda para a decom-
posi¢ao de Morse-Smale como no capitulo bl Complexos de Morse discretos

geométricos.
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Mostraremos no final do capitulo 3] que o fluxo progride em cada hiper-
floresta de camada das raizes para as folhas. Por alto, as cadeias invariantes
do fluxo seriam os componentes conexos dessas hiperflorestas. Porém, isso nao
¢é sempre verdade, pois no mundo discreto, os caminhos do gradiente podem
se juntar e essa uniao pode ser destrutiva. Os teoremas 3.4 e da segao
Bacias discretas estdveis e instdveis afirmam que o componente regular de
uma célula critica faz parte da cadeia invariante pelo fluxo, que é contida no

componente conexo.

Computacao completa da homologia

O fluxo se comporta diferentemente para uma célula primal, dual ou
critica, seguindo uma classificacdo préxima a (Forman, 1995). Em termos
de hipergrafos, isso fornece uma maneira muito eficiente de calcular o fluxo
iterado, mapeando o complexo original no complexo de Morse-Witten. Esse
complexo tem a mesma homologia que o complexo original (Forman, 2002),
mas tem muito menos elementos. Por isso, a homologia neste complexo pode ser
facilmente calculada até mesmo por métodos simples tal como a transformacao
normal de Smith.

Essa idéia é muito usada no capitulo 4] Calculo da homologia para
fazer cdlculos de homologia (figura [[3)). Embora a idéia de simplificar o
complexo antes de calcular a homologia seja bastante natural, este trabalho
¢ o primeiro, no limite do nosso conhecimento, que aplica esse projeto com
eficiencia. Em particular, detalhamos os nossos algoritmos para calcular uma
funcdo de Morse com poucas células criticas (algoritmo B.§]) e para calcular o
operador de bordo no complexo de Witten-Morse resultante (algoritmo A1)
usando as propriedades do fluxo estabelecidas na secao B3] Bacias do fluzo
e componentes de hipergrafos. Esses algoritmos servirao depois para calcular os
grupos de homologia com torgao sobre qualquer anel (algoritmo £.2) em tempo
linear em média.

Além das propriedades acima, o fluxo mapeia o complexo original e
o complexo de Morse nos dois sentidos, onde podemos usd—lo num sentido
para calcular uma base de ciclos para os grupos de homologia no complexo
original (algoritmo [4.3)), e no sentido contrario para calcular a decomposigao
de qualquer ciclo nessa base (algoritmo [£4]). Este tltimo passo requer uma
pré—computacao linear com relacao ao tamanho do complexo, e depois retorna

a decomposicao do ciclo em tempo linear no tamanho deste ciclo.
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1.3(a): Um toro en- 1.3(b): Uma

trelagado com 27600 garrafa

retangulos. de Klein
com 8240
triangulos.

1.3(c): O complexo de 1.3(d): Idem para a
Morse do gradiente garrafa de Klein, onde

discreto 6timo no toro
entrelacado s6 tem 4
células.

a orientacao de cada
célula reflete a nao-—
orientabilidade.

Figura 1.3: A homologia pode ser eficientemente calculada no complexo de
Morse-Witten: por exemplo num toro entrelacado (Hy = Z, Hy = Z*, Hy = 7.)
e numa garrafa de Klein (Hy = Z, Hy = 7Z x Zy, Hy = Zs).

Funcoes de Morse discretas geométricas e decomposicoes de Morse—
Smale

Essa eficiencia em mapear o complexo original para o complexo de Morse
nos dois sentidos resolve parte da decomposi¢ao de Morse—Smale. Falta ainda
construir a fungao de Morse discreta. No caso do calculo da homologia, a funcao
de Morse discreta tinha que ter o menor ntimero possivel de células criticas para
acelerar as partes mais caras em tempo de execucao dos algoritmos, que sao na
maioria as contas de algebra linear. O caso das decomposicoes de Morse gerais
¢ mais delicado. Ao contrario da teoria de Morse diferencial, a definicao de
uma funcao de Morse discreta nao é tao intuitiva, e ha pouquissimos exemplos
onde uma fungao de Morse discreta provém de outro dominio que da propria

teoria de Morse discreta.
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O capitulo Bl Complexos de Morse discretos geométricos se propoe
a definir uma funcao de Morse discreta f correspondendo a uma funcao
escalar f definida nos vértices do complexo celular. Essa funcao f serd
chamada de “geometria” neste trabalho, embora sirva qualquer funcao escalar.
Como a decomposicao de Morse-Smale é uma estrutura discreta deduzida
de propriedades suaves das variedades, ela liga as estruturas diferenciais e
discretas. Para preservar esta ligacao, exigimos que a nossa funcao de Morse

discreta f tenha a mesma decomposi¢ao de Morse-Smale que f.

Figura 1.4: Uma funcao de Morse discreta geométrica obtida somente com o
algoritmo guloso, e a decomposicao de Morse-Smale correspondente.

O algoritmo da uma definigdo construtiva da tal fungao de Morse
discreta geométrica f (figura [[.4]). Em particular, provaremos na se¢ao [5.3] Pro-
priedades e prova do algoritmo que esta definicao cumpre com a decomposicao
de Morse—Smale para a segunda subdivisao baricéntrica de superficies. Porém,
se o complexo celular nao é adaptado a funcao, esta definicao sozinha poderia
passar por cima de alguns elementos criticos. Neste caso, a construcao pode
ser precedida por uma selecao explicita das células criticas (algoritmo [B.2]) e
completada pelos cancelamentos das células criticas nao selecionadas (algo-
ritmo [5.4]). Este cancelamento corresponde aquele que o Smale usou para pro-
var a conjectura de Poincaré em dimensao alta. Como a persisténcia é s6 um
outro nome para essa técnica, esta construcao produz uma maneira explicita
e rigorosa de definir e calcular a persisténcia. E concluimos este trabalho por
esta aplicagao, e por mostrar a relacao entre as decomposigoes de Morse-Smale
e os grafos de Reeb, com uma construgao algoritmica e explicita destes grafos

de Reeb para qualquer complexo celular.
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1.2
Organizacao do trabalho

Esta tese esta organizada da seguinte forma. No capitulo 2l Teorias
de Morse, recordamos os conceitos basicos que usaremos ao longo deste
trabalho. Embora todas as nocoes sejam descritas nesse capitulo, os elementos
da teoria de Morse diferencial sao apenas mencionados, enquanto as defini¢oes
equivalentes na teoria de Morse discreta estao mais detalhadas.

Depois, o capitulo Bl Estrutura de uma funcao de Morse discreta
introduz a representacao de funcoes de Morse discretas por camadas, simpli-
ficando (Lewiner, 2002). Os principais algoritmos para construir fungoes de
Morse discretas estao apresentados 14, num formato que serd usado por todos
os algoritmos desta tese. Este capitulo termina com o calculo do fluxo nas
camadas, que sera uma pega chave para o resto deste trabalho.

Em seguida, o capitulod Calculo da homologia detalha o nosso método
para calcular os grupos de homologia, uma base de geradores e a decomposicao
de ciclos. Esse é um resultado interessante por si s6, mas o usaremos para
definir os pontos criticos no capitulo B Complexos de Morse discretos
geométricos.

Este ultimo capitulo propoe também um algoritmo para calcular um
gradiente discreto geométrico derivado diretamente do capituloBl A prova que
este algoritmo simples detecta todos os pontos criticos nos casos regulares
¢ dada no final do capitulo Bl Porém, no caso geral, o algoritmo pode ser
antecipado por uma selegao explicita de células criticas, e completado por uma
série de cancelamentos para gerar somente as células criticas especificadas. O
capitulo [l fecha com aplicacoes diretas destas construgoes aos grafos de Reeb

e ao calculo da persisténcia.






2
Teorias de Morse

Este capitulo coleta as nogoes fundamentais que usaremos ao longo desta
tese. J& que o tema deste trabalho é sobre a versao discreta de Forman da
teoria de Morse, cada conceito serd introduzido na sua versao suave (subsegdes
2.x.1) e na sua versao discreta (subsegoes 2.x.2). Assumimos que o leitor
esteja mais familiarizado com a teoria de Morse suave que com a teoria de
Forman. Descreveremos entao as nocoes de topologia diferencial com mais
concisao, enquanto que as nocoes discretas sao definidas com mais detalhes
e relacionadas com as versoes suaves. O objetivo deste capitulo é chegar na
nocao de complexos de Morse. Referimos a (Fomenko, 1987, [Hatcher, 2002)
para apresentagoes mais completas de topologia algébrica. A descricao cléssica
da teoria de Morse se encontra em (Milnor, 1963)), e a apresentagao completa
da teoria de Morse de Forman estd em (Forman, 1995)).

A teoria de Morse classica estuda as funcoes diferencidveis em variedades
suaves, e relaciona os elementos criticos destas fungoes com a topologia da
variedade. A teoria de Morse discreta pretende fornecer uma ferramenta
similar, embora as funcoes estudadas sejam bem menos intuitivas. Dois fatos
iluminam um pouco essas nogoes. Primeiro, a informacao principal de uma
funcao de Morse discreta esta contida no seu gradiente, e no caso ideal,
este gradiente esta alinhado com o gradiente suave da funcao de Morse
diferencial. Segundo, as funcoes de Morse suaves e discretas coincidem tanto
na decomposicao em algas quanto no complexo de Morse-Smale: esses sao
estruturas discretas, na verdade complexos celulares, que podem ser descritos
a partir apenas do gradiente de uma funcao de Morse. A segunda construcao
nao ¢ direta do caso diferencial ao caso discreto, e isso é o principal objetivo
deste trabalho.

2.1
Espacos topologicos

Um espacgo topoldgico é um conjunto de pontos X com uma definicao
para os sub—conjuntos abertos de X, usualmente chamados de vizinhanca.

Dois espacos topoldgicos X e Y sao considerados equivalentes quando existir
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um homeomorfismo entre eles, ou seja, uma funcao continua f : X — Y
cuja inversa é continua. Essa definicao geral contém a maioria dos espagos
classicos: subconjuntos de R", espacos discretos, subconjuntos de funcoes. ..
A teoria de Morse é definida em espacos topologicos particulares: variedades
suaves para a teoria classica e complexos celulares para a versao discreta.
Defini¢oes formais de cada um deles encontram-se em (do Carmo, 1976)

e (Hatcher, 2002) respectivamente.

Figura 2.1: Dois toros: suave e discreto.

2.1.1
Variedades suaves

Uma wariedade topologica M de dimensao n é um espacgo topoldgico
onde a vizinhanca de cada ponto é homeomorfa a R", a dimensao n sendo
a mesma para cada ponto de M. Este homeomorfismo define de fato uma
parametrizacao local de M. Uma variedade sera qualificada de suave se estas
parametrizacoes sao suaves (muitas vezes diferencidveis) e quando elas sao
compativeis entre a vizinhanca de um ponto e a vizinhanca de um ponto
ao lado. Para a teoria de Morse suave, consideraremos apenas variedades

compactas sem bordo, como o toro da figura [2.1]

2.1.2
Complexos celulares

Uma célula o de dimensao p é um espacgo topolégico homeomorfo a esfera
aberta B? = {x € R? : |x| < 1}. O exemplo mais simples de p—célula é o interior
de um p-simplexo, que é o fecho convexo de (p + 1) pontos de R? em posigao
geral. Um complezo celular K é uma colecao de células (figura 2.2]) que pode
ser definido de duas maneiras equivalentes: por construcao (Hatcher, 2002)) ou

por decomposicao (Cooke & Finney, 1967)).



Capitulo 2. Teorias de Morse 29

2.2(a): Um 1l-complexo: colegdo de 2.2(b): Espago topoldgico K invélido
vértices |K0| e arestas |K 1|\|K0|. desde que as interseccoes das arestas
nao sejam células de K

Figura 2.2: Exemplos de um 1-complexo e de um espago discreto invélido.

2.3(a): Grudando 1- 2.3(b): Grudando 2.3(c): O 2—complexo K
células  (arestas) a 2-células (faces) a |K|. final.
|57

Figura 2.3: Construc¢ao de um cubo duplo como sendo um 2-complexo.

Construcao. Um complexo celular é construido incluindo células em ordem
crescente de dimensao (figura 2.3). Comegando de um conjunto discreto K°
contendo as 0-células, colamos p—células a KP~! para obter K?. Cada célula
oP é colada identificando o seu bordo geométrico (homeomorfo & esfera SP~!)
com um subconjunto de K?. Esse nao é o caso do exemplo da figura . A

realizagcdo geométrica |K| de K é a unido geométrica de todas as suas células

(figura [2.7]).

Decomposicao. Um complexo celular pode também ser definido pela de-
composicao |K| = [ J|KP|, onde o espago |KP| é fechado em |K]|, e incluso em
| K| (figura 25)). Esta decomposicao deve satisfazer as seguintes condigoes.
Primeiro, os componentes conexos, anotados o;, de |K?|\|K?~!| devem ser
conjuntos abertos de |K?|: ai estao as células. Segundo, deve existir, para cada
célula o;, um homeomorfismo h; : SP~1 — |do;| da esfera SP~! para o bo