Construcao de funcoes de Morse discretas

THOMAS LEWINER,

HELIO LOPES

AND GEOVAN TAVARES

Department of Mathematics — Pontificia Universidade Catdlica — Rio de Janeiro — Brazil
{tomlew, lopes, tavares}@mat.puc--rio.br.

Abstract. A teoria de Morse € considerada uma ferramenta matematica importante e esta tem sido aplicada em
vdrias areas, tais como : topologia computacional, computacdo grafica e modelagem geométrica. Foi inicialmente
formulada para variedades diferencidveis. Recentemente, Robin Forman desenvolveu uma versao dessa teoria para
estruturas discretas, tais como complexos celulares, aumentando o nimero de suas aplicagdes. Uma vez que uma
funcdo de Morse € definida em uma variedade, deduz—se através de seus elementos criticos informacdes sobre a
topologia dessa variedade. O objetivo desse trabalho € apresentar as bases dos métodos desenvolvidos para definir
uma fungdo de Morse discreta sobre um complexo celular. Em particular, a representacio por hiperflorestas permite

usar algoritmos simples e eficazes.
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Figure 1: Funcdes de Morse 6timas com diferentes restricoes geométricas: as cores representam o valor da funcio de Morse numa

escala verde-vermelho.

1 Introducao

A teoria de Morse [I8] é uma ferramenta funda-
mental para investigar a topologia das variedades difer-
encidveis. Particularmente para computacao grafica, muitas
aplica¢des foram feitas [4} [7, [14) [19]] utilizando sua versdo
diferencidvel. Morse provou que a topologia de uma var-
iedade é relacionada aos pontos criticos de uma funcio
real diferenciavel definida nela. Por exemplo, o nimero e
a estabilidade dos equilibrios de qualquer sistema dindmico
definido num espago topoldgico depende da topologia deste
espacgo.

Teoria discreta de Morse de Forman. Os trabalhos de
Forman [5] na teoria de Morse estenderam diversos as-
pectos desta ferramenta as estruturas discretas. Essa teo-
ria contém, em particular, uma versdo discreta dos teo-
remas fundamentais da teoria de Morse, sem requerer
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aproximacdo ou hipdteses adicionais. Seu aspecto pura-
mente combinatério permite a sua computagdo indepen-
dente de uma realiza¢do geométrica (cf figural[T).

Trabalhos relacionados. Ainda sdo poucas as contri-
buicdes ao problema de construir algoritmicamente fun¢des
de Morse discretas. Existe uma construgdo a partir de or-
dens lexicograficas [[1] que requer ter primeiro um algo-
ritmo para obter uma ordem lexicografica, o que transforma
esse problema em outro. Uma primeira versdo dos con-
ceitos deste trabalho para superficies ja apareceu em [9]].

Aplicacoes. Além das aplicacdes desenvolvidas pelo
préprio Forman [[6]], essa teoria ajudou a desenvolver provas
de algoritmos de compressdo de malhas [12} [13], e fornece
uma ferramenta poderosa para extrair a topologia de mod-
elos 3D [9] e n—dimensionais [10} [I1]. Também esse tra-
balho foi usado para definir um complexo de Morse—Smale
discreto para superficies, com aplicacdes a problemas de
bio—informatica [3]].

Sumario. Este artigo estd organizado da seguinte
maneira. Os conceitos bdsicos de teoria dos grafos e a
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estrutura geral dos objetos considerados neste trabalho
estdo apresentados na secdo [2l Os elementos bésicos da
teoria de Morse discreta formam a se¢do 3l Os resultados
mais uteis para desenvolver os algoritmos estdo citados na
secdoMdl Em particular, uma fung¢do de Morse discreta pode
ser vista como uma colecao de hiperflorestas. A constru¢do
de fungdes de Morse Gtimas € discutida na se¢do 3l onde
um pseudocddigo descreve os detalhes do algoritmo final.
Finalmente, algumas aplica¢des sdo resumidas na se¢fo[6l

2 Conceitos basicos

A teoria de Morse cléssica se aplica a funcdes difer-
encidveis em variedades diferenciaveis, o que dificulta as
aplicacdes computacionais dessa teoria. Felizmente, a teo-
ria de Forman se aplica aos complexos celulares, que é
um dos objetos mais usados em computacdo grafica. Além
disso, os complexos celulares sdo estruturas mais gerais
que as variedades. Podemos vé-los também como uma
generalizagdo de grafos. Nesta se¢do, vamos definir essas
nocdes de teoria dos grafos [2] e de topologia combinatéria
[17].

(a) Grafos

Definicao 1 (Grafo) Um grafo é um par (N, L), onde N é
um conjunto de objetos chamados de n6s, e L é um familia
de pares de nos. Os elementos de L s@o chamados de linhas.

Dizemos que uma linha liga seus dois nds incidentes, e
que estes nds sdo adjacentes. Um grafo pode ser orientado
distinguindo para cada uma das suas linhas um dos seus
dois nés como sendo o seu nd fonte.

Um caminho dentro de um grafo é uma seqiiéncia de
linhas duas a duas distintas e sucessivamente adjacentes.
Tal caminho é um circuito se o primeiro e o Ultimo né
da seqiiéncia forem idénticos. Um grafo sem circuito é
chamado de floresta. Uma floresta conexa € chamada de
drvore.

Um grafo (N', L) é dito extraido de um outro grafo
(N,L)yse N C NelL CL.

(b) Emparelhamentos e grafos bipartidos

Os grafos bipartidos se aplicam tradicionalmente aos
problemas de emparelhamento [2} [16]]:

Definicao 2 (Grafo bipartido) Um grafo bipartido é um
grafo cujo conjunto de nés pode ser partido em dois con-
Juntos distintos, chamados aqui de classes N e L, tais que
nenhum par de nds dentro do mesmo conjunto sdo adja-
centes.

Por exemplo, o problema de agrupar meninos com meni-
nas na escola, poderia ser representado por um empar-
elhamento em um grafo bipartido. Os meninos sdo uma
classe dos nds, as meninas sdo outra, € a afinidade entre
um menino e uma menina é representada por uma linha. A

Q0000000000 QO0000000 000000000000 QO0000000

O 0000 O OO 0000 O 000 O OO O Q000

Figure 2: Uma grafo bipartido com um emparelhamento par-
cial.

figura 2] mostra um exemplo de um emparelhamento (par-
cial) num grafo bipartido.

Definicao 3 (Emparelhamento) Um emparelhamento em
um grafo é um subconjunto de suas linhas de tal forma que
nenhum par de linhas possui um vértice em comum.

(c) Hipergrafos

Um hipergrafo é uma generaliza¢do da nocdo de grafo
permitindo definir o dual de um grafo, invertendo o papel
dos nos e das linhas (cf figura[3).

Definicao 4 (Hipergrafo) Um hipergrafo é um par (N, L),
onde N é um conjunto de objetos chamados de nos, e L
é uma familia de familias de N. Os elementos de L sdo
chamados hiperlinhas.

b

Figure 3: Um grafo com o dual: o dual é um hipergrafo.

Classificaremos as hiperlinhas ndo vazias como : reg-
ulares (ou simplesmente linhas), quando elas forem inci-
dentes a dois nds distintos; como lacos quando forem inci-
dentes a somente um nd; ou, como ndo—regulares quando
forem incidentes a trés nds ou mais, ou varias vezes a um
né. Podemos extrair um grafo simples de um hipergrafo
considerando suas componentes regulares:

Definicao 5 (Componentes regulares) As componentes
regulares de um hipergrafo (N, L) sdo as componentes
conexas do grafo simples (N, R), onde R é o conjunto das
hiperlinhas regulares de (N, L).

Daremos a um hipergrafo uma orientagdo distinguindo
um né de cada hiperlinha como sendo o seu nd fonte.
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(d) Complexos celulares

Um complexo celular ¢, essencialmente, uma
generalizacdo das estruturas usadas para representar obje-
tos da modelagem geométrica: é uma colec¢do consistente
de células (vértices, arestas, faces...). Em particular,
triangulagdes de espacos topoldgicos ou malhas 3D sdo
complexos celulares (cf figura M). A figura Bl d4 uma
construcdo minima de um toro por um complexo celular.
Uma introdu¢do completa aos complexos celulares pode
ser encontrada em [17].

Figure 5: Uma construcdo de
um toro com 4 células.

Figure 4: Um toro trian-
gulado.

Definiciio 6 (Célula) Uma célula a®) de dimensdo p é um
conjunto homeomorfo a bola aberta {x € R? : ||z| < 1}.

Quando a dimensao p da célula é 6bvia, denotaremos sim-
plesmente a em vez de o).

Definicao 7 (CW-complexo) Um CW-complexo K ¢é
construido a partir de uma colecdo de O—células (vértices)
denotada K°: grudando 1-células (arestas) ao longo dos
seus bordos a K°, obtendo K'; e depois grudando 2—
células (faces) ao longo dos seus bordos a K*, escrevendo
K? para o novo espaco; e assim por diante, dando espacos
K™ para cada n.

Um CW-complexo sera qualificado de finito se for con-
struido a partir de um niimero finito de células. Neste tra-
balho, consideraremos apenas CW-complexos finitos (e,
portanto, regulares), o que permite a computagao deles.

Uma p—célula o?) é uma face de uma g—célula 5(9)
(p < @) se a C fecho(B). Se ¢ = p + 1 usaremos a
notacio a?) < 39 e diremos que o e 3 sdo incidentes.

(e) Diagrama de Hasse de um complexo celular

Os complexos celulares e os grafos sdo estruturas disc-
retas. Num certo sentido, um complexo celular é uma
generalizacdo de um grafo, porque um grafo pode ser
visto como um complexo celular de dimensdo 1. Nao ob-
stante, podemos também representar a conectividade de um
complexo celular por um grafo, chamado de diagrama de
Hasse.

Definicao 8 (Diagrama de Hasse) O diagrama de Hasse
de um complexo celular K é o grafo orientado H:

Construgio de fungées de Morse discretas

— Cada no de H representa uma célula de K.

— As linhas de H ligam os nds que representam células
incidentes de K. O né fonte de cada linha é aquele que
possui a maior dimensdo.

Q Q Q 0 Q O O O O O

Figure 6: O diagrama de Hasse de um complexo celular.

O diagrama de Hasse € geralmente desenhado com os
nés ordenados por dimensdo. Na figura [6 as faces (2—
células) sdo alinhadas na fileira superior, as arestas (1—
células) na fileira do meio e os vértices (O—células) na fileira
inferior. Uma linha entre dois nés simboliza a relacdo de
incidéncia entre as células correspondentes.

3 Teoria de Morse discreta de Forman

A teoria de Forman se baseia ou em funcdes admissiveis
em um complexo celular, chamadas func¢des de Morse disc-
retas, ou equivalentemente nos seus campos gradientes. Es-
colhemos aqui apresentar essa teoria comecando pelo se-
gundo ponto de vista.

(a) Campo de vetor combinatorio

Definicao 9 (Campo de vetor combinatorio) Um campo
de vetor combinatdrio V definido num complexo celular K
é uma cole¢do de pares disjuntos de células incidentes :

V= {(agp),ﬂi(pﬂ)) , com o < By, 04 # oy, By # 6k}.

Podemos definir o campo de vetor combinatério como
uma fungo V : K — K U {0}:

(e, 87 ) eV = V(a)=BeV (9 =0.

Se uma célula o(P) ndo pertencer a nenhuma par, entio
1% (U(p)) =0.

Representaremos graficamente um campo de vetor com-
binatério por uma seta que tem a sua fonte na célula de
dimensao menor e aponta a célula de maior dimensao do
mesmo par em V, i.e. de a para V («) (cf figura[7).

Definicao 10 (V-caminho) Um V-caminho ¢é uma

(()P)’ BéPJFl), )

seqiiéncia alternada de células « aﬁf’ ),

/6;7(}7-1-1)’ 045121 respeitando:

V(Otl(»p)) _ ﬂi(p"rl) e 61'(p+1) o az(‘i)—)l 4 OLZ(.P)'
Um V—caminho é ndo trivial e fechado se » > 1 e

a1 = ap. Por exemplo, a figura[Zlmostra em vermelho o
V —caminho fechado de um campo de vetor combinatdrio.

Preprint MAT. 17/03, communicated on January 155, 2003 to the Department of Mathematics, Pontificia Universidade Cat6lica — Rio de Janeiro, Brazil.



T. Lewiner, H. Lopes and G. Tavares

Figure 7: Um exemplo de campo de vetor combinatério com
um V-caminho fechado.

(b) Campo gradiente discreto e suas células criticas

Definicao 11 (Campo gradiente discreto) Um campo
gradiente discreto é um campo de vetor combinatorio sem
V —caminho fechado.

Morse provou que a topologia de uma variedade estd
relacionada aos elementos criticos de uma fungdo difer-
encidvel definida nela. Forman obteve um resultado pare-
cido, com a seguinte defini¢do de células criticas:

Definicao 12 (Células criticas) Uma célula « é critica se
ndo pertence a nenhuma par, i.e.:

V(ae)=0 e ag¢Im(V)

8(a): valido 8(b): 6timo

Figure 8: Exemplos de campos gradiente discretos.

Notaremos m, (V) o nimero de células criticas de V.
O exemplo da figura[7] ndo é um campo de vetor discreto,
porque ele possui um V—caminho fechado. Na figura[g] as
células criticas do campo gradiente discreto sdo coloridas
de vermelho.

(c) Diagrama de Hasse de campos de vetores

Um campo de vetor combinatdrio € um emparelhamento
parcial no diagrama de Hasse: cada par de V corresponde a
noés casados no diagrama de Hasse.

Representaremos um tal emparelhamento invertendo a
orientagdo das linhas entre cada par de V: o né fonte da
seta serd oP) para cada (a(P), 3(P+1)) € V. Por exemplo, a

4
Q o
Q @ o] () O (@] Q (o] @® O O O
@ O (e} (e} @ (e} (e} (e} (e} @

9(a): valido 9(b): 6timo

Figure 9: Diagrama de Hasse dos exemplos da figura[8l

figura@lmostra o diagrama de Hasse dos campos gradientes
discretos da figura[8]

O O e} O O O

Figure 10: O diagrama de Hasse do campo de vetor combi-
natério da figura [7] e o circuito do seu V—caminho fechado
(em vermelho).

Com esta orientacio modificada, um V-caminho
fechado é precisamente um circuito orientado no diagrama
de Hasse (cf figura [[0). Um campo gradiente discreto nao
tem V' —caminho fechado, e assim serd um emparelhamento
aciclico.

(d) Funcoes de Morse discretas e suas células criticas

Uma funcdo de Morse discreta definida num complexo
celular dado € uma funcdo real “quase—crescente” com
respeito a dimensdo. Pode haver no mdximo uma exce¢ao
por célula, e essa excegdo relaciona—se com os pares do
campo gradiente discreto.

Definicao 13 (Func¢ao de Morse discreta) Uma  fungdo
f : K — R que associa a cada célula de um complexo
celular K a um valor real é uma fun¢do de Morse discreta
quando satisfaz, para cada célula oP) € K:

” {T(p+1) =P f(r) < f(o‘)} <1
. #{U(p-n <o® . f(v) > f(a)} <1

Ou seja, para cada célula o, f atribui a uma face de o
no maximo um valor maior do que f (¢), e a uma célula na
qual o pertence ao bordo, no maximo um valor menor do
que f (o). Para cada célula, hd no maximo uma face que a
“compensa” e no maximo uma célula, na qual o pertence ao
bordo, que também a “compensa”. é facil mostrar que em
uma célula ndo pode ocorrer ambos os casos. Uma célula
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que ndo tem nenhuma outra célula que a “compensa” serd
chamada de critica:

Definicio 14 (Célula critica) Uma célula o®) ¢ uma
célula critica de f se:

#{rH - 00 f (1) < £ ()}
e #{or V<0 f(0) 2 f(0)}

0

0

11(a): trivial (e
valida)

11(b): invalida 11(c): valida (e 6tima)

Figure 11: Exemplos de funcoes de Morse discretas

A figura [I1] d4 alguns exemplos de fungdes de Morse
discretas. Naturalmente, nem toda fungao € valida: na figura
[[TI(B)|por exemplo, a face (com valor 4) e a aresta com valor
0 sdo atribuidas valores invalidos para a defini¢do [[3l As
células criticas da figura[I1(c)]tém valores 0 e 5.

4 Funcoes de Morse discretas como hiperflo-
restas

Nessa sec@o, vamos descrever a parte fundamental deste
trabalho: a equivaléncia entre as fun¢des de Morse discretas
e as hiperflorestas. Em particular, vamos mostrar que cada
funcdo de Morse discreta pode ser construida ou definida
como uma cole¢do de hiperflorestas. Alem disso, a cada
colecdo de hiperflorestas extraidas de um complexo celular
corresponde uma fun¢do de Morse discreta. Em particular,
esta equivaléncia nos permite construir funcdes de Morse
discretas com um algoritmo simples e eficaz. Também, essa
equivaléncia d4 um quarto ponto de vista sobre a teoria de
Morse discreta. As provas dos teoremas a seguir podem ser
encontradas em [8]].

(a) Hiperflorestas

Definimos uma floresta como um grafo sem circuito na
se¢do Aqui vemos uma extensdo natural de florestas
para hipergrafos [2]:

Definicao 15 (Hipercircuito orientado) Um hipercircuito
orientado num hipergrafo é uma seqiiéncia de nos distintos
Ng, N1, ..., Npr1 LAl que Np.y1 = Mg e para qualquer
0 < ¢ < r, n; é afonte da hiperlinha ligando n; a njy1.

Definicao 16 (Hiperfloresta) Diremos que um hipergrafo
simplesmente orientado é uma hiperfloresta se cada né é
a fonte de no mdximo uma hiperlinha, e se ndo possuir
hipercircuito.

Construgio de fungées de Morse discretas

Podemos deduzir dessa definicdo as seguintes pro-
priedades tteis para extrair hiperflorestas de hipergrafos:

Proposicao 17 Seja HF' uma hiperfloresta, e R uma das
suas componentes regulares.

(i) Os componentes regulares de HF' sdo drvores.

(ii) Hd no mdximo um no em R que é a fonte de um laco
ou de uma hiperlinha ndo—regular.

Figure 12: A hiperfloresta 2/1 resultante do processamento de
um modelo de S? x S*.

Na figura[I2] por exemplo, podemos ver como as hiper-
linhas ndo-regulares (em verde) formam um tipo de flo-
resta.

(b) Campo gradiente discreto e hiperflorestas

Sejam K um complexo celular, p e ¢ duas dimensdes
com |p — g| = 1. Podemos representar as células de di-
mensdes p e ¢ de K por um hipergrafo H, chamado de p/q—
hipergrafo de K: cada n6 n de H representa uma p—célula
de K, e cada linha | de H representa uma g—célula 3(9) de
K, ligando os nés incidentes a 3(?) de dimensio p.

Agora, dado um campo de vetor combinatdrio V, pode-
mos extrair de H um hipergrafo HF' representando so-
mente as células de dimensdes p e ¢ formando pares em
V. Esse hipergrafo é uma hiperfloresta se e somente se V
ndo tem hipercircuito nas dimensdes p e ¢q [8].

Invertendo os indices p e ¢, obtemos o dual de H ou de
HF. Isso ndo leva a uma contradi¢do porque o dual de uma
hiperfloresta ¢ uma hiperfloresta [§]. Entdo, os teoremas
seguintes ainda valem quando trocamos p/q—hipergrafos
por g/p-hipergrafos. Mas na hora da computacdo, é mel-
hor escolher o hipergrafo que possui o menor nimero de
hiperlinhas ndo-regulares [11].

Teorema 18 Seja V um campo de vetor combinatorio num
complexo celular K de dimensdo n. )V é um campo gradi-
ente discreto se e somente se os 0/1, 1/2, ...(n-1)/n hiper-
grafos de V sdo hiperflorestas.
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(c) Componentes criticas

N6s definiremos agora o andlogo de células criticas para
hiperflorestas. Um elemento critico de um campo gradiente
discreto serd representado por uma componente regular de
uma hiperfloresta.

Definicao 19 (Componente critica) Uma componente
regular de uma hiperfloresta serd critica se ndo possuir um
no fonte de um lagco ou de uma hiperlinha ndo—regular.

Proposicao 20 Seja V um campo gradiente discreto e
HF a p/q—hiperfloresta de V. O niimero de componentes
criticas de HF' é exatamente o niimero my, (V) de p—células
criticas de V.

S Construcao de funcoes de Morse discretas
otimas
As células criticas de uma fun¢do de Morse discreta
definida em um complexo celular descrevem o seu tipo
de homotopia simples [5]. Obter um nimero pequeno de
células criticas nos permite acelerar o célculo de pro-
priedades topoldgicas complexas.

Definicao 21 (Funcoes de Morse discretas 6timas)

Diremos que uma funcdo de Morse discreta é Stima se
ela tiver o menor niimero possivel de células criticas.

Infelizmente, o problema geral de encontrar uma funcéo
de Morse discreta 6tima é MAX-SNP dificil [9], i.e. um
problema NP—dificil para o qual qualquer algoritmo de
aproximacao polinomial pode conduzir a um resultado ar-
bitrariamente longe do 6timo. Alem disso, se o complexo
celular ndo for colapsivel, o nimero minimo de células
criticas pode ser maior do que esperado para o espaco
topoldgico subjacente ao complexo celular.

$ ) Q/(i \O
Figure 13: O hipercircuito depende da orientacdo da hiper-

linha, mas quando uma componente ¢ incidente a apenas uma
hiperlinha, da para acrescentar aquela hiperlinha.

O algoritmo desenvolvido aqui permite gerar fungdes de
Morse discretas vélidas em todos os casos, € quase sem-
pre 6timas [[11]]. Este algoritmo procede por pares de di-
mensoes consecutivas, até ter classificado todas as células.
O procedimento usado estd melhorado para tratar casos
Gbvios para hiperlinhas (cf figuras [[3) e assim diminuir o

tamanho da fila de prioridade. Também pode incorporar
critérios geométricos na prioridade das célula 3@ no al-
goritmo Componentes regulares e na fila de prioridade do
algoritmo Hiperlinhas.

Componentes regulares (p, ¢): extrai arvores das compo-
nentes regulares nas dimensdes p € ¢q

1: for all células 52 de K do

2. if 3(9 é regular then

3: acrescente 3(?) 2 hiperfloresta H F’

4 marque as células incidentes da mesma compo-
nente

5. elseif ﬂ(q) € um lago, incidente a a'®) then

6: guarde 5(9 numa tabela com a componente de
a®

7. else if 3(9) é uma hiperlinha then

8: guarde 3(? numa fila de prioridade

9:  end if

10: end for

11: for all componentes c de H F' do
12:  if ¢ tem um laco 5(9) incidente then

13: acrescente 3(?) a hiperfloresta H F’

14: marque a tinica célula incidente a 3() como sendo
a raiz da sua componente regular.

15:  endif

16: end for

Hiperlinhas (p, ¢q): seleciona o maior nimero de hiper-
linhas sem formar hipercircuitos nas dimensdes p e
q
1: for all hiperlinhas 3(9) da fila de prioridade do
2. if (9 ¢ incidente apenas uma vez a uma compo-
nente critica c then
3: acrescente 3(?) a hiperfloresta
marque a tnica célula de ¢ incidente a 59 como
sendo a raiz da sua componente regular.
5: junte todas as componentes incidentes a 3(?)
atualize as prioridades das componentes inci-
dentes a 39

7:  end if
8 tire 3(9) da fila de prioridade
9: end for

Gradiente: constr6i o campo gradiente discreto e a
funcdo de Morse discreta a partir da hiperfloresta
plq
1: ford = dim(K)...1do
2. Componentes regulares(d,d — 1)
3. Hiperlinhas(d,d — 1)
4: end for
5. for all componentes ¢ critica ou cuja raiz r® seja
incidente a um lago do
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7
6:  if c for critica then
7: 7(P) designa um né qualquer de ¢
8:  endif
9:  coloque no mesmo par do campo gradiente cada

célula oP) conectada 2 7(P) com a primeira linha
(9 na dire¢io de r(®).

10:  de a cada célula oP) conectada a () o valor da
funcdo de Morse sendo a distincia até (), mais
3% #K @),

11: end for

6 Aplicacoes

A implementacdo dessa construcao de fungdes de Morse
discretas nos permitiu desenvolver vdrias aplicagdes. Entre
essas, resumimos nessa secdo duas aplicacdes na area de
visualiza¢@o e na drea de compressao de malhas.

(a) Visualizacao

A teoria de Morse cldssica permite descrever simples-
mente uma variedade diferencidvel [[19]. Assim, pode-
mos extrair alguns elementos significativos de um objeto
gréafico.

Esses elementos podem corresponder aos pontos criticos
de uma fungio geométrica (cf figuras [I e [[3), tais como
uma fungdo coordenada no caso de terrenos, a curvatura
ou a fungdo de Connolly [3]. Nesse caso, alguns desses
elementos criticos podem ser a conseqiiéncia de um ruido
na func¢do ou no modelo geométrico. Esse ruido pode ser
facilmente eliminado usando a prépria teoria de Morse
discreta [, sec. 11].

Figure 15: Uma funcao de
Morse calculada a partir da
funcio de Connolly, depois
de ter removido os ruidos:
as linhas pretas separam as
saliéncias (pontos criticos),
e as linhas amarelas sep-
aram as depressoes (faces
criticas).

Figure 14: Uma funcao de
Morse nas arestas de uma
garrafa de Klein: as arestas
de valor grande (em ver-
melho) desenham uma faixa
de Mobius.

Os elementos criticos podem também ser calculados
com restricdes geométricas, usando o algoritmo da secdo
Nesse caso, somente 0s elementos criticos essenciais sao

Construgio de fungées de Morse discretas

guardados, pois a func@o tende a ser 6tima. Isso pode gerar
uma visualizac@o concreta de propriedades abstratas, como
por exemplo as faixas de Mobius dentro de uma garrafa de
Klein na figura 14

Além dos elementos criticos, a funcdo de Morse disc-
reta descreve como esses elementos criticos podem ser rela-
cionados. A ligacdo dos elementos criticos separa o modelo
em partes geometricamente homogenias, como por exem-
plo as depressdes e as sali€éncias numa molécula (cf figura

[3).
(b) Compressao de malhas

A grande maioria dos algoritmos de compressao de mal-
has percorrem as faces da malha sem atravessar duas vezes
a mesma face. Esse percurso corresponde a uma arvore no
dual da malha. Por exemplo, algoritmos otimizados para su-
perficies tais como o Edgebreaker [15] ou o Valence Cod-
ing [21] constroem explicitamente uma arvore 2/1 na su-
perficie. O Edgebreaker codifica com simbolos a drvore 0/1
de arestas nao percorridas. O Valence Coding a codifica ex-
plicitamente pela valéncia dos vértices. A compressio pro-
gressiva também codifica essas arvores, mas em varios pas-
SOS.

Essa semelhanca com a nossa constru¢do de funcgdo
de Morse expressa claramente a interacdo desses algorit-
mos de compressdo com a topologia da malha. As arestas
criticas sdo codificadas no Edgebreaker por simbolos es-
peciais [15] e por operagdes “join” no Valence Coding. A
nossa andlise de fungdes de Morse discretas nos permitiu
estender o Edgebreaker para superficies gerais quase sem
modificagdes no algoritmo [13].

AT

2\ )|

\

0L A

Figure 16: O percurso do Grow&Fold num toro sélido e o
triangulo contendo a aresta critica.

O principio do Edgebreaker foi estendido para malhas
tetraedrais no Grow&Fold [20]. Nesse algoritmo, a com-
pressdo das arestas criticas custa mais memoria. Infeliz-
mente, minimizar esse nimero de arestas criticas é equiv-
alente a achar uma funcdo de Morse 6tima, o que é um
problema MAX-SNP dificil para malhas 3D. Mas, o algo-
ritmo guloso apresentado na se¢do 5l tem resultados quase
6timos [11]. Provamos assim [12]] que o algoritmo gu-
loso do Grow&Fold pode ter resultados bons em tempo
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aceitdvel, porém nem sempre préximo do 6timo porque isso
¢ um problema exponencial.

7 Conclusao

Apresentamos nesse trabalho, que é um resumo de [8]],
as ferramentas uteis para criar fungdes de Morse discre-
tas sobre os objetos cldssicos da computacdo grifica. A
formulagdo como hiperfloresta permite usar um algoritmo
guloso com resultados quase—6timos. Mas o problema geral
de criar fungdes de Morse discretas 6timas é MAX-SNP
dificil, e enfrenta no¢des de colapsibilidade que depende
do complexo celular mais do que do objeto representado.

Pretendemos estender esse trabalho para desenvolver
uma decomposicdo de Morse—Smale inteiramente discreta.
Isso daria uma ferramenta poderosa e um quadro tedrico
bem definido para a segmentacao de superficies ou de obje-
tos nD, para a andlise de sistemas dindmicos simples e para
a compreensao de dados volumétricos.
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