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Resumo

Lewiner, Thomas; Lopes, Hélio Cortes Vieira; Santos, Geovan Ta-
vares dos. Construcao de funcoes de Morse discretas. Rio de
Janeiro, 2002. 91p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

A teoria de Morse é considerada uma ferramenta matematica importante
em aplicagoes nas areas de topologia computacional, computacao grafica
e modelagem geométrica. Ela foi inicialmente formulada para variedades
diferenciaveis. Recentemente, Robin Forman desenvolveu uma versao dessa
teoria para estruturas discretas, tais como complexos celulares. E isso
permitiu que ela pudesse ser aplicada a outros tipos interessantes de objetos,
em particular para malhas.

Uma vez que uma funcao de Morse é definida em uma variedade, informagoes
sobre sua topologia podem ser deduzidas através de seus elementos criticos.
O objetivo desse trabalho é apresentar um algoritmo para definir uma
funcao de Morse discreta 6tima para um complexo celular, onde obter o
6timo significa construir uma fungao que possui o menor nimero possivel
de elementos criticos. Aqui foi provado que esse problema é MAX-SNP
dificil. Entretanto, também sera proposto um algoritmo linear que, para o
caso de variedades de dimensao 2, é sempre 6timo.

Também foram provados varios resultados sobre a proépria estrutura das
funcoes de Morse discretas. Em particular, uma representagao equivalente
por hiperflorestas é apresentada. E através dessa representacgao, foi desen-
volvido um algoritmo para construcao de fungoes de Morse discretas em
complexos celulares com dimensao arbitraria. Esse algoritmo é quadratico
no tempo e, apesar de nao se poder garantir o resultado 6timo, d4 respostas

6timas na maioria dos casos praticos.

Palavras—chave
Teoria de Morse; Teoria de Forman; Topologia Computacional; Geome-

tria Computacional; Modelagem Geométrica; Matematica Discreta.



Abstract

Lewiner, Thomas; Lopes, Hélio Cortes Vieira; Santos, Geovan Ta-
vares dos. Constructing discrete Morse functions. Rio de
Janeiro, 2002. 9Ip. MSc. Dissertation — Departamento de Ma-
tematica, Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

Morse theory has been considered a powerful tool in its applications to
computational topology, computer graphics and geometric modeling. It
was originally formulated for smooth manifolds. Recently, Robin Forman
formulated a version of this theory for discrete structures such as cell
complexes. It opens up several categories of interesting objects (particularly
meshes) to applications of Morse theory.

Once a Morse function has been defined on a manifold, then information
about its topology can be deduced from its critical elements. The purpose
of this work is to design an algorithm to define optimal discrete Morse
functions on general cell complex, where optimality entails having the least
number of critical elements. This problem is proven here to be MAX-
SNP hard. However, we provide a linear algorithm that, for the case of
2-manifolds, always reaches optimality.

Moreover, we proved various results on the structure of a discrete Morse
function. In particular, we provide an equivalent representation by hyperfo-
rests. From this point of view, we designed a construction of discrete Morse
functions for general cell complexes of arbitrary finite dimension. The re-
sulting algorithm is quadratic in time and, although not guaranteed to be

optimal, gives optimal answers in most of the practical cases.

Keywords
Morse Theory; Forman Theory; Computational Topology; Computatio-
nal Geometry; Solid Modeling; Discrete Mathematics.
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Un abime effrayant, une profusion de questi-
ons de toutes sortes ou ma responsabilité était en
jeu se présentaient a moi. Et la plus importante:
qu’est—ce qui doit remplacer 'objet manquant? Le
danger d’un art ornemental m’apparaissait claire-
ment, la morte existence illusoire des formes sty-
lisées me pouvait que me rebuter.

C’est seulement apres de nombreuses années
d’un travail patient, d'une réflexion intense,
d’essais nombreuzr et prudents ou je développais
toujours plus la capacité de vivre purement, abs-
traitement les formes picturales et de m’absorber
toujours plus profondément dans ces profondeurs
msondables, que j’arrivais a ces formes pictura-
les avec lesquelles je travaille aujourd’hui et qui,
comme je l’espere et le veuz, se développeront bien
plus encore.

Il a fallu beaucoup de temps avant que cette
question: ‘qu’est ce qui doit remplacer [’objet ?’
trouve en moi une véritable réponse. Souvent je
me retourne vers mon passé et je suis desespére
de voir combien de temps il m’a fallu pour arriver
a cette solution.

Wassily Kandinsky, Regards sur le passé.



Prefacio

A motivacao inicial deste trabalho foi a compressao de malhas 3D.
Quando comecou, meu professor Hélio Lopes tinha provado uma extensao do
esquema da compressao EdgeBreaker para superficies orientaveis com alcas.
Ele fez o que eu sempre admirei: juntar dois campos de pesquisa (computagao
grafica e topologia algébrica) a fim de melhorar ambos. A mistura da algebra
com a topologia sempre me atraiu pela mesma razao, embora eu ainda nao
tenha tido nenhuma oportunidade de aprendé—las seriamente. Misturar topo-
logia com computacao grafica tem agora suas lettres de noblesse: a nova area
da topologia computacional. A necessidade dessa disciplina parece 6bvia para
mim. Em primeiro lugar, porque a topologia e a geometria sempre tiveram uma
forte relacao na matematica, e muitas de suas provas usam freqientemente al-
guma analise topoldgica. Em segundo lugar, porque a topologia computacional
caracteriza—se por ser uma boa maneira de obter uma programacao elegante.
Além disso, ela ajuda a melhorar os algoritmos, estendendo—os as mais diver-
sas aplicacoes. Conseqiientemente, eu estava ansioso para conhecer mais essa
disciplina. Dai meu professor me propos um problema “simples”.

O meu outro professor, Geovan Tavares iniciou uma tradicao no labo-
ratorio MatMidia de se estudar aplicacoes da teoria de Morse. Esta ferramenta
foi usada para provar teoremas matematicos importantes (como a conjectura
do Poincaré em dimensao maior do que 4) e em computacao gréfica (para a
geragao e a compressao de malhas 3D). Entretanto, esta teoria foi formulada
para variedades diferenciaveis, o que requer mais cuidado antes de implementa—
la rigorosamente. A aproximacao de propriedades continuas por estruturas
discretas pode ser feita eficientemente na maioria dos casos para aplicacoes
especificas. Porém, as maiores aplicacoes discretas emergiram geralmente das
teorias discretas. E sob esse ponto de vista, duas geometrias diferenciais combi-
natérias complementares surgiram. Uma que emergiu da computacao grafica,
liderada por Mathieu Desbrun [25]. A outra, fundada na topologia e na combi-
natdria, estabelecida por Robin Forman [12]. O problema “simples” que o meu
professor me passou era o de construir uma funcao de Morse discreta seguindo
a definicao do Forman.

O problema nio era realmente ébvio, e um trabalho de Omer Egecioglu
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[10] pareceu ter provado que era mais dificil do que NP—dificil. Esta impressao
se tornou verdadeira alguns meses depois.

Primeiramente, minha pesquisa foi orientada em aplica¢oes a compressao
de malhas 3D, e eu busquei nos algoritmos existentes algumas idéias. Esquemas
de compressao baseados em cirurgia topoldgica [32] nés ofereceram uma pista
atrativa, e me permitiram rapidamente formular um pequeno algoritmo. Este
algoritmo gerou muitas dificuldades de implementacao, mas funcionava bem
em modelos pequenos. Entretanto, falhou nos objetos que nao eram variedades,
e teve resultados nao muito bons para superficies nao homeomorfas a uma
esfera. Tentando entender a dificuldade, eu voltei para as minhas notas da Ecole
Polytechnique. Havia 14 uma demonstragao muito simples da caracteristica
de Euler para esferas, baseado em arvores geradores do grafo dual e do seu
complemento. A idéia principal ja era ébvia: definir funcoes de Morse discretas
em florestas, excluindo os circuitos criticos.

Ao longo deste trabalho, eu descobri que esta idéia era na verdade a
estrutura intrinseca de uma funcao discreta de Morse. Uma observacao que nao
aparecia nos trabalhos de Forman. A razao disso nao foi 6bvia. A representacao
geral do dual de um complexo celular é, no general, muito mais complicado do
que um grafo. Observando na literatura, esta estrutura foi definida como um
hipergrafo. Nao obstante, nao havia uma extensao da nocao de floresta para
hipergrafos. Precisei de bastante tempo antes de obter uma formulagao elegante
para esta estrutura, que eu chamei de hiperfloresta. Uma vez que a matemaética
estava clara, o algoritmo surgiu diretamente. Eu sabia que o problema era pior
do que NP—dificil, mas eu provei que o primeiro algoritmo era étimo para 2—
variedades, e os resultados que eu obtive no caso geral parecem muito perto
do 6timo.

Meus professores realcaram a computacao grafica com seus conhecimen-
tos de topologia. Este trabalho tem talvez uma aproximagao complemen-
tar. Dos problemas computacionais levantaram—se algumas perguntas ma-
tematicas. Eu estou ainda surpreendido pela rapidez com a qual foram en-
contrados problemas em aberto da matematica, tais como a conjectura de
Poincaré. E, devida a existéncia desses problemas computacionais, algumas

respostas a problemas tedricos foram dadas.



1
Introducao

1.1
Motivacoes e aplicacoes

A geometria computacional [4] deu uma importante contribuigao para
as areas da computacao grafica, da roboética, e CADs. Ela estuda principal-
mente os problemas discretos que envolvem conjunto de pontos, poligonos e
poliedros, e usa técnicas combinatorias para resolvé-las, preocupando—se com
a exatidao, a eficiéncia, e a robustez. Dentre as suas aplicacoes pode citar
a visualizacao de informagoes, computacao cientifica avancada, algoritmos e
métodos computacionais.

Necessidade de consideragoes topoldgicas. A pesquisa em geometria
computacional ja criou a conexoes intricadas com a geometria combinatoria,
que gerou um grande beneficio a ambos os campos. Hoje em dia, alguns dos
mais dificeis e menos compreendidos problemas em geometria computacional
envolvem a topologia: quando a énfase se concentra na conectividade, na conti-
nuidade, em espagos e em fungoes. Isto nao significa que as no¢oes puramente
geométricas estao ausentes nesses problemas, mas sim que ao focalizar nas
propriedades topoldgicas (i.e. separando propriedades globais das formas dos
atributos geométricos locais) é possivel obter resultados melhores e mais ele-
gantes. Muitos algoritmos simples falham em singularidades topologicas. Ten-
tar prever esses tipos de problemas por métodos geométricos requer calculos
caros de primitivas geométricas, perdendo assim a robustez. Por exemplo, fa-
mosos esquemas de compressao de malhas 3D como o EdgeBreaker foram bem
melhorados, com um baixo custo computacional, por consideragoes topologicas
[21].

Topologia computacional e suas aplicagoes. A nova disciplina da
topologia computacional [33] trata de tipos de problemas ainda mais diversi-
ficados. Dey e outros [7] introduziram seis areas de aplicagoes: processamento
de imagem, cartografia, computacao grafica, modelagem geométrica, geracao
de malhas e modelagem molecular. O primeiro congresso de topologia compu-

tacional [3] identificou outras quatro areas de aplicagoes: aquisi¢do de forma,
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representacao de formas, simulagao fisico e espacos de configuragoes. Delimita-
ram esta nova area para englobar perguntas algoritmicas sobre topologia (por
exemplo, reconhecimento de nds) e de problemas topolégicos nos algoritmos
(por exemplo, se uma construcao discreta preserva a topologia do dominio
continuo subjacente).

Escopo deste trabalho. Este trabalho visa a ser uma ferramenta
util em aplicagoes da topologia computacional, incluindo geragao de malhas,
morphing, extracao de caracteristicas, compressao de dados e codificacao de
superficie. As areas de aplicagoes podem ser computacao grafica, modelagem
geométrica, bio—informatica e medicina computacional. Com esse objetivo, sera
incluida uma teoria recente da topologia combinatoria, chamada teoria discreta
de Morse [12], no painel das ferramentas da topologia computacional.

A teoria de Morse [26] ¢ uma ferramenta fundamental para investigar
a topologia das variedades diferenciaveis. Particularmente para computacao
grafica, muitas aplicagoes foram deduzidas [9, 16, 20, 29] para sua versao
diferenciavel. Morse provou que a topologia de uma variedade é relacionada aos
pontos criticos de uma fungao real diferenciavel definida nela. O exemplo o mais
simples deste relacionamento é o fato que se a variedade for compacta, entao
qualquer funcao continua definida nela deve ter um maximo e um minimo. A
teoria de Morse fornece um refinamento significativo desta observacao.

Teoria discreta de Morse de Forman. Os trabalhos de Forman
[11, 12] na teoria de Morse estenderam diversos aspectos desta ferramenta
fundamental as estruturas discretas. Seu aspecto combinatoério permite a com-
putagao inteiramente independente de uma realizagao geométrica: os algorit-
mos que nos projetamos nao requerem nenhum calculo de coordenadas ou em
ponto flutuante, e os confinantes geométricos podem ser aplicados independen-
temente. Forman provou diversos resultados e muitas aplicagoes da sua teoria
[13, [14].
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1.2
Resultados

Uma vez que uma funcao de Morse é definida em uma variedade,
informagoes sobre sua topologia podem ser em parte deduzidas através de
seus pontos criticos (i.e. os pontos onde o gradiente se anula). Similarmente ao
caso diferencial, Forman provou que a topologia de um CW-complexo pode,
em parte, ser descrita através das células criticas de uma funcao de Morse
discreta definida nele.

Conseqlientemente, o primeiro passo para aplicar diretamente esta teoria
é construir uma fungao de Morse discreta. A informacao topolédgica serd tanto
mais concisa quanto a quantidade de células criticas da funcao de Morse
discreta. Assim, definimos que uma funcao de Morse é dtima se ela tiver
o menor numero possivel de células criticas. A contribuicao principal deste
trabalho é construir tais funcgoes.

Algoritmo para fungoes de Morse discretas 6tima. Fornecemos no
capitulo 4/ um algoritmo linear para construir funcoes de Morse discretas em
complexos celulares de dimensao 2. Este algoritmo é provado ser 6timo para
variedades (de dimensao 2) na segao 4.4, No capitulo 6, ele foi estendido para
construir fungdes de Morse discretas e campos gradientes discretos em com-
plexos celulares gerais de dimensao arbitraria. Esta extensao é quadratica no
tempo de execucao. Nao podemos garantir o resultado 6timo, mas observamos
que ele gera respostas 6timas na maioria dos casos (cf se¢ao [6.5).

Resultados tedricos. Do ponto de vista tedrico, provamos que o pro-
blema de encontrar uma funcao de Morse discreta 6tima é MAX-SNP dificil
(teorema 3.19). No caminho, provamos também que o problema de encontrar
uma hiperfloresta méxima num hipergrafo é também MAX-SNP dificil (segao
5.2.3). Na exposicao da teoria de Morse discreta, fornecemos uma construgao
de funcao de Morse discretas 6timas para o produto cartesiano de complexos
celulares, dada uma funcao de Morse discreta 6tima em cada um dos seus
fatores (cf segao [3.2.3). No capitulo 5 desenvolvamos uma representacao de
funcoes de Morse discretas por hipergrafos. Introduzimos a nocao de hiper-
floresta (segao 5.2.1) e demonstramos a equivaléncia entre campos gradiente
discretos e hiperflorestas no teoremal5.8. Definimos o equivalente de uma célula
critica para hiperflorestas na proposicao 5.10. A otimalidade de uma hiperflo-
resta ¢ discutida na se¢ao 6.3. Provamos, finalmente, para o caso das variedades
de dimensao 3, que os nimeros de Morse discretos sao invariantes topologicos

relacionados ao tipo de homotopia simples (teorema 5.14).
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1.3
Organizacao da dissertacao

Este trabalho é organizado da seguinte forma. Preliminares topolégicos
e grafos, particularmente hipergrafos e o diagrama de Hasse, sao expostas no
capitulo 2. A teoria de Morse discreta de Forman é introduzida no capitulo
3. Esta incluida nesse capitulo uma prova da complexidade de encontrar uma
funcao de Morse discreta otima. O capitulo 4/ d4 uma construcao linear de
funcoes de Morse discreta em complexos celulares de dimensao 2, tal como
exposta em [18]. Esta construgao é 6tima no caso de variedade de dimensao
2. O capitulo 5 discute a maioria dos resultados tedricos deste trabalho, par-
ticularmente as nocoes de hiperfloresta e seus elementos criticos, e a prova da
invariancia topoldgica de nimeros de Morse discretos para 3—variedades. Fi-
nalmente, damos uma construcao de fungoes de Morse discreta para complexos
celulares de dimensao arbitraria no capitulo 6. E uma apresentacao completa

do algoritmo introduzido, em parte, em [19)].



2
Preliminares

2.1
Estruturas discretas

Figura 2.1: Um modelo de um cilindro com 8 quadrados.

A teoria de Morse foi originalmente formulada para estruturas continuas
(variedades diferencidveis). Implementar ferramentas relacionadas a esta teoria
envolve aproximacao dessas para estruturas mais diretamente computaveis.
Uma das vantagens principais da teoria de Forman é que ela é formulada
diretamente para estruturas discretas como complexos celulares (cf figura 2.1)).
Uma introdugao completa para estruturas de grafos e de hipergrafos pode ser

encontrada em [2].

2.1.1
Grafos

As estruturas discretas mais simples usadas na computacao sao grafos
simples (cf figura 2.2)). Todos os grafos deste trabalho foram desenhados com
os softwares dot [34] e neato [35] de GraphViz.

Definicao 2.1 (Grafo simples) Um grafo simples é um par (N, L), onde N
¢ um conjunto de objetos chamados de nés, e L é um conjunto de pares de nos.

Os elementos de L serao chamados de linhas.
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Dizemos que uma linha liga seus dois nés incidentes, e que estes nés sao
adjacentes. Um grafo pode ser orientado distinguindo para cada uma das suas

linhas um dos seus dois nés como sendo o seu no fonte.

Figura 2.2: O grafo 0/1 de um cilin-

dro com 8 quadrados (figura2.1): os Figura 2.3: Uma arvore extraida do
nos representam vértices, e as linhas grafo da figura 2.2l

representam arestas.

Um caminho dentro de um grafo é uma seqiiéncia de linhas duas a duas
distintas e sucessivamente adjacentes. Tal caminho é um circuito se o primeiro
e o ultimo no da seqiiéncia forem idénticos. Um caminho orientado num grafo
orientado é um caminho onde cada linha entre dois nds consecutivos possui o
primeiro n6é como fonte. Um grafo sem circuito é chamado de floresta, i.e. a

uniao de arvores (cf figura 2.3):

Definigao 2.2 (Arvore) Um grafo simples é uma drvore se for conexo e nao

contiver nenhum circuito.

Uma folha numa arvore é um noé incidente a no maximo uma linha. Um
grafo (N, L’) é um subgrafo de um grafo (N, L) (ou um grafo extraido dele) se
N'" C N e I C L. Esse subgrafo é um grafo gerador se N' = N.

2.1.2
Casamentos e grafos bipartido

Os grafos bipartidos tornaram-se famosos devido aos problemas casa-

mento [22]:

Defini¢ao 2.3 (Casamento) Um casamento em um grafo é um subconjunto
das suas linhas de tal forma que nenhum par de linhas possui um vértice em

comum.

Por exemplo, emparelhar meninos e meninas na escola podia ser repre-

sentado por um casamento em um grafo bipartido: os meninos sao uma classe
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dos nés, as meninas sao outra, e a afinidade entre um menino e uma menina
é representada por uma linha. [2] d4 uma introdugao completa aos grafos bi-
partidos. A figura 2.5 mostra um exemplo de um casamento (parcial) no grafo
2.4l

Defini¢ao 2.4 (Grafo bipartido) Um grafo simples é um grafo bipartido
quando seu conjunto de nds pode ser partido em dois conjuntos distintos,
chamados aqui de classes N e L, tais que nenhum par de nos dentro do mesmo

congunto sao adjacentes.

000000000000 000O@®O0O0 oJoJoJoJoloJoJoXoXoJoJololoXoXoXo Yo o 6]
O OO@O0 O OO 0000 O OO0 O O O O 0000
Figura 2.4: Uma representagao bi- Figura 2.5: Um casamento no grafo
partida do grafo da figura 2.2. da figura 2.4.

2.1.3
Pseudografos

No6s veremos na secao 2.2.4 que o grafo dual de uma variedade sem
bordo é um grafo simples. Entretanto, se a variedade tiver um bordo, as linhas
representando as (n-1)—células do bordo seriam incidentes a somente um né.
Por exemplo, figura 2.6/ mostra o grafo dual do cilindro com 8 quadrados (figura
2.1)), e figura 2.7 mostra a (pseudo-) arvore extraida dela. Isto ndo caberia na

definicao 2.1, mas na seguinte:

Defini¢ao 2.5 (Pseudografo) Um pseudografo é um par (N, L), onde N é
um conjunto de objetos chamados de nos, e L é uma familia de subconjuntos

de N, cada um com 1 ou 2 nos.
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Figura 2.6: O grafo dual da figura Figura 2.7: Uma arvore extraida do
2.1. grafo da figura 2.6.
2.1.4

Hipergrafos simplesmente orientados

Ao considerar o grafo dual de um complexo celular que nao seja uma
variedade, podem existir linhas que ligam mais de dois nés (cf figura 2.8)). Isto

nao caberia na definicao 2.5, mas na seguinte:

Defini¢ao 2.6 (Hipergrafo) Um hipergrafo é um par (N, L), onde N é um
conjunto de objetos chamados de nods, e L é uma familia de familias de N. Os

elementos de L sao chamados hiperlinhas.

Classificaremos as hiperlinhas nao vazias como regulares (ou simples-
mente linha), elas forem incidentes a dois nés distintos como nos grafos simples,
como la¢os quando forem incidentes a somente um né, ou como nao—regulares
quando forem incidentes a trés nds ou mais, ou varias vezes a um né. Pode-
mos extrair um grafo simples de um hipergrafo considerando suas componentes

requlares:

Defini¢ao 2.7 (Componentes regulares) As componentes regulares de
um hipergrafo (N, L) sao as componentes conexas do grafo simples (N, R),

onde R € o conjunto das hiperlinhas requlares de (N, L).

Daremos a um hipergrafo uma orientacao simples distinguindo um né de

cada hiperlinha como sendo o seu né fonte.
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o o o -

O

O

Figura 2.8: Um exemplo de hiper- Figura 2.9: O hipergrafo dual do
grafo. grafo da figura 2.2l
2.1.5

Dual de um hipergrafo

O dual de um hipergrafo [2] é obtido lendo os seus nés como hiperlinhas
e as suas hiperlinhas como nés. Por exemplo, a figura 2.9 mostra o hipergrafo

dual do grafo vértice/aresta do cilindro com 8 quadrados (figura 2.2).

Defini¢ao 2.8 (Dual de um hipergrafo) O dual D(H) de um hipergrafo
H ¢ um hipergrafo cujos nos sao as hiperlinhas de H, e cujas hiperlinhas
ligam as hiperlinhas de H que compartilham um ndo, sao lacos para cada folha

de H ou vazias para cada no isolado.

Se cada um dos nés de um hipergrafo orientado H estiver a fonte de
uma hiperlinha no maximo, entdo o dual D (H) de H pode ser parcialmente
orientado como segue: se um né n for a fonte de uma hiperlinha [ em H, o
né que representa [ em D (H) serd a fonte da hiperlinha que representa n.

Observamos que a operacao dualé uma involu¢ao: Do D (H) = H.

2.1.6
Representacao bipartida de um hipergrafo

Um hipergrafo pode ser representado por um grafo bipartido [2]. Por
exemplo, figura 2.4 d4 uma representacao do hipergrafo da figura 2.2. Isto da

uma representacao simples (porém cara) de hipergrafos:

Defini¢ao 2.9 (Representagao bipartida de um hipergrafo) O grafo
bipartido B (H) de uwm hipergrafo H é o grafo simples cujos nés N e L
sao 0s nos e as linhas de H respectivamente. Para cada hiperlinha | de H,
ha #1 linhas em B(H) que ligam o nd que representa | em B(H) a cada

representante, em B (H), do né de H incidente a l.
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Quando H é orientado, B (H) estara orientado da seguinte maneira:

Se um né n de H for a fonte de uma hiperlinha [, o representante de [

serd o né fonte da linha de B (H) que liga n a [.

Se um né n de H nao for a fonte de uma hiperlinha [ incidente a ele,
entdo o seu representante em B (H) é o nd fonte da linha que o liga ao

representante de [ em B (H).

2.1.7
Representacoes de um grafo bipartido por hipergrafos

A operagao de representar um grafo bipartido por um hipergrafo pode ser
invertida. Dependendo da classe de nos se transforma nas linhas do hipergrafo,
podemos obter um hipergrafo ou seu dual. Por exemplo, figura 2.4/ pode ser
representada por ambas as figuras 2.2 e 2.9. O grafo bipartido nao é suposto
ter uma orientacao consistente no caso geral. Conseqlientemente, o hipergrafo

que representa um grafo bipartido nem sempre sera orientado.

Defini¢ao 2.10 (hipergrafos de um grafo bipartido) O grafo bipartido
B admite duas representagoes por hipergrafos: B71(B) e o seu dual
D (B! (B)). Os nds de B~ (B) sdo os nds da classe N de B. Para cada
né | da classe L, hd um hiperlinha de B~' (B) ligando todos 0s nds adjacentes

al.

2.2
Conceitos basicos de topologia algébrica

A intuicao por tras da topologia é o estudo das propriedades das for-
mas que nao mudam sob deformagoes. Algumas podem ser expressas algebri-
camente por estruturas definidas sobre espagos topoldgicos. Esta subarea da

topologia é chamada de topologia algébrica.

2.2.1
Elementos de topologia geral

Uma maneira natural de investigar o espago no qual estamos vivendo
consiste em analisar o que se encontra em torno de nés. Temos informacoes
sobre 0 nosso espaco através das vizinhancas locais. Esta é a arte da topologia,
que deduz daquelas observacoes locais algumas propriedades globais, como

diferenciar viver acima de uma esfera de viver acima de um disco.
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Defini¢ao 2.11 (Espago topolégico) Um espago topolégico € um conjunto
de pontos X com uma colecao V' de subconjuntos de X chamados abertos, com

as sequintes restricoes:

A uniao de conjuntos abertos € um conjunto aberto.
A intersecao de dois conjuntos abertos € um conjunto aberto.

O conjunto vazio e o conjunto X sao conjuntos abertos.

Estes conjuntos abertos definem a nocao de wvizinhang¢a: uma vizinhanga
de um ponto é qualquer conjunto aberto que o contem. Uma maneira simples
de definir uma topologia sobre um conjunto consiste em usar uma métrica d
nesse espago. Nesse caso, os conjuntos abertos podem ser gerados como unioes
e intersegoes, de bolas abertas B., = {x € X : d(z,c) <r}.

Neste trabalho, consideraremos espacos de Hausdorff de dimensao finita,
i.e. os espagos limitados onde existem sempre vizinhancas disjuntas para pontos
distintos. Observamos primeiramente que hd um ndmero infinito de espacos
topoldgicos diferentes desse tipo, e a topologia visa descrevé—los e classifica—los.
Entre as ferramentas para descrever tais espacos, uma das mais importantes é

a nocao de funcao continua.

Defini¢ao 2.12 (Fungao continua) Sejam X e Y dois espagos topoldgicos.
Uma fungao f : X — Y € uma fungao continua se a imagem inversa por f de

qualquer conjunto aberto em'Y ¢é aberto em X.

Defini¢ao 2.13 (Equivaléncia topolégica) Dois espacos X e Y sdo topo-
logicamente equivalentes, ou homeomorfos, se existir uma funcao continua

inversivel f : X — Y, cuja inversa f~1:Y — X também € continua.

Uma maneira ingénua para classificar espacos topoldgicos exigiria gerar
todos eles e determinar, em seguida, quando dois espacos sao topologicamente
equivalentes. Infelizmente, este problema é complexo demais. Para dimensoes
superior a 3, isto nao ¢é calculavel, ainda que pudéssemos utilizar um computa-
dor ideal [24]. Mesmo para dimensao 2, encontraremos neste trabalho alguns
problemas NP—dificeis (cf se¢ao 3.4.3).

Entretanto, existem outras ferramentas computaveis que podem descre-
ver as propriedades topolégicas [0, 8] e que também podem provar, em alguns
casos, que dois espacos nao sao homeomorfos. Por exemplo, se nao houver
nenhuma homotopia (i.e. deformacao continua) entre dois espagos, estes nao
podem ser topologicamente equivalente. A teoria de Morse [26] é a base de

muitas dessas ferramentas.
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2.2.2
Complexos celulares

Um complexo celular é, essencialmente, uma generalizacao das estruturas
usadas para representar modelos da modelagem geométrica: é uma colecao
consistente de células (vértices, arestas, faces...). No detalhe, triangulagoes
de espagos topolégicos ou malhas 3D sao complexos celulares (cf figura 2.10).
A figura2.11/d4 uma constru¢ao minima de um toro como complexos celulares.

Uma introdug@o completa aos complexos celulares pode ser encontrada em [23].

Figura 2.10: Um toro triangu- Figura 2.11: Uma construcao de um toro
lado. com 4 células.

Definigdo 2.14 (Célula) Uma célula o?) de dimensio p é um conjunto

homeomorfo a p—bola aberta {x € R : ||z| < 1}.

Quando a dimensao p da célula é ébvia, denotaremos simplesmente o em vez

de a®.

Defini¢ao 2.15 (CW—complexo) Um CW-complexo K € construido a par-
tir de uma cole¢io de 0-células (vértices) denotada K°, grudando 1-células
(arestas) ao longo dos seus bordos a K°, obtendo K', e depois grudando 2-
células (faces) ao longo dos seus bordos a K, escrevendo K? para o novo

espaco, e assim por diante, dando espacos K™ para cada n.

Um CW-complexo sera qualificado de finito se estiver construido a partir
de um ntumero finito de células. Neste trabalho, consideraremos apenas CW—
complexos finitos (e portanto, regulares), o que permite a computagao deles.

Uma pcélula o?) é uma face de uma ¢ célula B9 (p < ¢) se a C
fechado (). Se ¢ = p — 1 usaremos a notaciao a® < 3@ e diremos que o e

[ sao incidentes.
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2.2.3
Diagrama de Hasse de um complexo celular

Os complexos celulares e os grafos sao estruturas discretas. Num certo
sentido, um complexo celular é uma generalizacao de um grafo, porque um
grafo pode ser visto como um complexo celular de dimensao 1. Nao obstante,
podemos também representar um complexo celular por um pseudografo, cha-

mado o diagrama de Hasse.

Defini¢ao 2.16 (Diagrama de Hasse) O diagrama de Hasse de um com-

plexo celular K € o pseudografo orientado H :

Cada no de H representa uma célula de K.

As linhas de H ligam os nos que representam células incidentes de K.

O no fonte de cada linha € aquele que possui a dimensao maior.

0 0

Q QO Q 0 O 0 O O O O

c o o O O o O O

Figura 2.12: O diagrama de Hasse de um complexo celular simples.

OO ONPO,

G & & © & O

©)

Figura 2.13: O diagrama de Hasse de um toro nao—PL.

O diagrama de Hasse é geralmente desenhado com os nés ordenados por
dimensao. Nas figuras 2.12/ e 2.13, as faces (2-células) sao alinhadas na fileira
superior, as arestas (1-células) na fileira do meio e os vértices (0-células) na
fileira inferior. Uma linha entre dois nds simboliza a relagao de incidéncia entre

as células correspondentes.
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2.2.4
Variedades

Defini¢ao 2.17 (Variedades) Uma n-variedade é um espacgo topoldgico no

qual cada ponto tem uma vizinhanga homeomorfa a R™ ou Ry x R 1,

Neste trabalho, os tunicos espagos topoldgicos que consideramos sao
complexos celulares. Entao a palavra variedade significard aqui um complexo
celular que tem a topologia de uma variedade. As figuras 2.14 e 2.15/ sao
exemplos de complexos celulares que nao sao variedades.

O conjunto dos pontos cuja vizinhanca é R, x R"~! ¢ chamado de bordo
da variedade. Observe que o bordo de uma n—variedade compacta é uma (n-
1)—variedade sem bordo. Pode—se mostrar [23] que se um complexo celular
finito for uma n—variedade, entao cada (n-1)—célula é incidente a uma ou duas

n—células.

Figura 2.15: Um outro exemplo de nao—

Figura 2.14: Um exemplo de variedade: a vizinhanca dos pontos da aresta
nao—variedade: aresta nao re- pendente é homeomorfo a R.
gular.

O grafo dual de uma variedade é o pseudografo cujos nos sao as n—células
e cada (n-1)—célula o é representada por uma linha [ nesse pseudografo de tal
forma que: [ liga os nés representantes das n—células incidentes a o (cf figura
2.16)).

2.2.5
Teoria da homologia e os nimeros de Betti

A teoria da homologia é uma maneira eficiente de descrever algumas
propriedades ligadas a conectividade dos complexos celulares, como o niimero
de componentes conexas, de buracos, de vacuos...Os principais invariantes,
os numeros de Betti, aparecem na teoria de Morse como o limite inferior de

nimero de elementos criticos (cf segaol3.3.2). Introduziremos aqui a homologia



Construgao de funcoes de Morse discretas 29

-

Figura 2.16: Uma parte de uma triangulagao e do seu dual.

em Zs, porque esta nos conduz a valores maiores dos nimeros de Betti, e assim

a limites mais estreitos nas desigualdades de Morse (cf segao [3.3.2).

Definicao 2.18 (Cadeia) Uma p-cadeia ¢ ¢é um subconjunto de p—células

de um complexo celular K :

P = Z co.0?, ce € {0,1}.

ocPeK

Os coeficientes ¢, € Zs indicam se a célula o pertence a cadeia ¢ ou nao. A
adicao de duas p—cadeias é feita célula por célula. Em outros termos, a adicao de
duas p—cadeias ¢ a diferenca simétrica dos dois conjuntos c+d = (cUd)\ (cNd).
O grupo C), de todas as p—cadeias é chamado de grupo de cadeias de ordem p
de um complexo celular dado. O conjunto vazio ¢ o elemento nulo de C,.

O bordo 8, (6®) de uma p—célula o é a cole¢io das suas faces de
dimensao (p-1), que é uma (p-1)-cadeia. Os operadores de bordo 0, sao

estendidos as p—cadeias por linearidade:

Op Z cp.o® | = Z Co-Op (U(p))

P eK oPeK

Definigao 2.19 (Ciclos e bordos) Um p-ciclo 2 ¢ uma p-cadeia de K
cujo bordo é nulo: 0, (z(p)) = 0. Um p-bordo b ¢ o bordo de uma (p+1)-

cadeia: b = 9,1y (cP).

Como o operador de bordo 9, preserva a adigao de C), a C},_1, 0 conjunto
dos p-bordos Imd,;; e o conjunto dos p-ciclos kerd, sao subgrupos de C,,.

Uma propriedade essencial dos operadores de bordo é que o bordo de
um bordo sempre é vazio (9, 0 0,41 = 0). Assim cada p-bordo é um p-ciclo e
Im0,;1 C kerd,.
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Defini¢ao 2.20 (Grupos de homologia) Para cada p, o grupo de homo-
logia de ordem p, H, = kerd, / Imd,41 (com coeficientes em Zy), € obtido

wgualando os p—ciclos que diferem somente por um p—bordo:
V2@ ) ¢ kerd,, 2P =10 o 0 ) € Tmg,, .

Os grupos de homologia sdo comutativos e finitamente gerados (pois o
complexo celular ¢ finito). Assim, podem ser escritos como H, = ng, onde 3,

¢ chamado de numero de Betti de ordem p com coeficientes em Zs:

Definicao 2.21 (Ndmero de Betti) Os nimeros de Betti sdo os postos dos

grupos de homologia.

Figura 2.17: Os ciclos num com-
plexo celular de dimensao 1 sao
circuitos.

Figura 2.18: Os ciclos de um
mapa sao em torno dos mares
(buracos), onde as terras sao fa-
ces e as fronteiras sao arestas.

A interpretacao bésica para os nimeros de Betti é uma maneira de contar
os buracos num complexo celular dado: 3, conta o nimero de componentes co-
nexas, (31 conta os tuneis de uma superficie, 35 as cavidades de um solido. . . Os
ciclos de um grafo (i.e. complexo celular de dimensao 1) sdo os seus circuitos
independentes (cf figura 2.17). Assim, a homologia de um grafo é a sua conec-
tividade (o nimero minimo de linhas a remover para obter uma floresta). Na
figura 2.18, n6s podemos comparar ciclos na mesma classe de equivaléncia (em

amarelo e no vermelho), e ciclos nulos (no verde).

2.2.6
Homotopia e homotopia simples

Se dois espacos forem topologicamente equivalentes, entao eles tém gru-
pos de homologia isomorfos. Mas a homologia nao é suficiente para distinguir

entre dois espagos. Uma ferramenta mais refinada para descrever a topologia
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de um espaco é o seu tipo de homotopia simples [5]. Se dois espagos tiverem o
mesmo tipo de homotopia simples , entao eles possuem grupos de homologia
equivalentes. Mas o contréario nao é verdadeiro. Um contra—exemplo famoso é a
esfera homoldgica de Poincaré. A pergunta se a homotopia simples é suficiente
para caracterizar objetos ainda nao é resolvida, e parte dela reside na conjec-
tura do Poincaré. A homotopia simples é uma versao fraca da homotopia, mas

¢ ligada mais diretamente a teoria de Morse discreta.

Defini¢ao 2.22 (Fungoes homotdpicas) Duas funcgoes continuas f e g de
X para Y sdo homotépicas se existir uma fungdo continua H de X x [0,1]
para Y tal que Vx € X, H(x,0) = f(z) e H(z,1) = g(z).

Intuitivamente, o segundo argumento de H pode ser visto como o tempo, e

entao a homotopia descreve uma deformagao continua f em g.

Definigao 2.23 (Tipo de homotopia) Dois espagos topoldgicos X e Y tem
0o mesmo tipo de homotopia se existir duas funcoes continuas f : X — Y e
g:Y — X tais que f og € homotdpica a funcao identidade de X e go f €

homotépica a funcao identidade de Y .

Um espago topoldgico é contrdtil se tiver o mesmo tipo de homotopia
que um ponto. Uma maneira de mostrar que dois espagos tém o mesmo tipo

de homotopia é mostrar que retraem por deformacao em espagos homotépicos.

Defini¢ao 2.24 (Retragao por deformacgao) Um subespaco Y de a um
espaco topologico X € uma retragao por deformacao dele se existir uma fun¢ao
continua H : X x [0,1] — X tal que:

- Vre X, H(z,0) =z,
-Vere X,H(z,1) €Y.
a ‘v’ye Y7Vt€ [071]7H<y7t) =Y.

No caso de complexos celulares, uma sucessao de colapsos celulares (cf

figura 2.19) é uma retragao por deformagao:

Definicao 2.25 (Colapso) Se o?) < v~ sdo duas células de um complexo
celular K e se o nao € uma face de nenhuma outra célula de K, entdo dizemos

que K colapsa em K \ (0 Uv).

Se L puder ser obtido a partir de K por uma sucessao de colapsos
elementares, dizemos também que K colapsa em L e que K é uma extensao
de L. Escreveremos K *\, L. Por exemplo, figura 2.20 mostra o colapso de
um tetraedro em um ponto. A relacao de equivaléncia gerada por colapsos é

chamada de equivaléncia de homotopia simples [5]:
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Figura 2.19: Um colapso elementar.

/

Figura 2.20: O colapso de um tetraedro em um ponto.

Defini¢ao 2.26 (Homotopia simples) Uma homotopia simples é uma su-
cessao de colapsos e de extensoes. Se dois complexos celulares puderem ser
deduzidos um a partir do outro por uma homotopia simples, dizemos que tém

o mesmo tipo de homotopia simples.

A teoria discreta de Morse caracteriza a homotopia simples de um
complexo celulares a partir dos elementos criticos de uma funcao de Morse

discreta definida nele.



3
Teoria de Morse discreta de Forman

3.1
Campo gradiente discreto

A teoria de Forman se baseia ou em fungoes admissiveis em um complexo
celular, chamadas funcoes de Morse discretas, ou equivalentemente nos seus
campos gradientes. Escolhemos aqui apresentar essa teoria comegando pelo

segundo ponto de vista.

3.1.1
Campo de vetor combinatério

Definicao 3.1 (Campo de vetor combinatério) Um campo de vetor
combinatério V definido num complexo celular K é uma colecao de pares

disjuntas de células incidentes {a® < BT},

Podemos definir o campo de vetor combinatério como uma funcao

V:K— KU{0}:
{a® <3Pt cy = V(a)=peV(8)=0.

Se uma célula ¢ ndo pertencer a nenhuma par, entdo V (o) = 0.
Representaremos graficamente um campo de vetor combinatério por uma
seta que tem a sua fonte na célula de dimensao menor e aponta a célula com

a maior dimensao do mesmo par em V), i.e. de a para V («a) (cf figura 3.1)).

Definicao 3.2 (V—caminho) Um V-caminho é uma seqiéncia alternada de

células a(()p), ((]p+1), e 047(?); ﬂffpﬂ), 047(}-)121 respeitando:

Vi) =87 e 57 - af) # o
Um V—caminho é nao trivial e fechadose r > 1 e a1 = . Por exemplo,
a figura 13.2 mostra em vermelho o V-caminho fechado do campo de vetor

combinatério ilustrado na figura 3.1.
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Figura 3.2: O V-—caminho fechado
do campo de vetor combinatério da
figura 3.1/ (em vermelho).

Figura 3.1: Um exemplo de campo
de vetor combinatorio.

3.1.2
Campo gradiente discreto e suas células criticas

Defini¢ao 3.3 (Campo gradiente discreto) Um campo gradiente discreto

¢ um campo de vetor combinatorio sem nenhum V —caminho fechado.

Morse provou que a topologia de uma variedade esta relacionada aos
elementos criticos de uma funcao diferenciavel definida nele. Forman obteve

um resultado parecido, com a seguinte definicao de células criticas:

Definicao 3.4 (Células criticas) Uma célula @ é critica se nao pertence a

nenhuma par, i.e.:
V(ia)=0 e a¢Im(V)

O exemplo da figura 3.1 nao é um campo de vetor discreto, porque ele
possui um V-caminho fechado. Na figura 3.3, as células criticas do campo
gradiente discreto sao coloridas de vermelho.

Denotaremos por my, (f) o nimero de células criticas de dimensao p. Esse
nimero nao ¢ um invariante topolégico do complexo celular, porque depende
do campo gradiente considerado. Por exemplo, num campo gradiente vazio (i.e.
nao tem nenhum par) todas as células sao criticas, o que seria 0 nimero maximo
de células criticas. Nesse trabalho, estamos mais interessados em minimizar

esse nimero, porque daria uma descricao mais concisa da topologia.
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/

3.3(a): valido 3.3(b): 6tima

Figura 3.3: Exemplos de campos gradiente discretos.

3.1.3
Diagrama de Hasse de campos de vetores

Um campo de vetor combinatério é um casamento parcial no diagrama

de Hasse: cada par de V corresponde a nés casados no diagrama de Hasse.

Q Q

3.4(a): valido 3.4(b): 6tima

Figura 3.4: Diagrama de Hasse dos exemplos da figura 3.3l

Representaremos um tal casamento invertendo a orientacao das linhas
entre cada par de V: o né fonte da seta serd a®) para cada {a® < gP+D} € V.
Por exemplo, figura 3.4 mostra o diagrama de Hasse dos campos gradientes
discretos da figura 3.3.

Com esta orientacao modificada, um V—caminho fechado é precisamente
um circuito orientado no diagrama de Hasse (cf figura 3.5). Um campo
gradiente discreto nao tem V-caminho fechado, e assim serd um casamento

aciclico.
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VOO VR

Figura 3.5: O diagrama de Hasse do campo de vetor combinatério da figura
3.1, e o circuito do seu V-caminho fechado (em vermelho).

O

3.1.4
Cancelando células criticas

Proposicao 3.5 Seja V um campo gradiente discreto tal que a® e 3P+ sdo
criticas e que existe apenas um V —caminho de uma face de 3 até a. Entao
existe um outro campo gradiente discreto W, igual a V' fora desse V —caminho,

com as mesmas células criticas a nao ser que « e 3 nao sao mais criticas para

w.

Embora a demonstragao do mesmo teorema para o caso diferenciavel seja

bem técnica, a demonstragao nesse caso é muito simples:

3.6(a): O tnico V-caminho ligando as duas células criticas

3.6(b): Invertendo o V—caminho

Figura 3.6: Cancelando células criticas

Prova. Seja g, By, - - -, @y By, @piq 0 Unico V—caminho do teorema, com (3 = (3

e a,11 = a. W é obtido a partir de V' invertendo o campo gradiente ao longo
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do V—caminho (cf figura 3.6):

W=V \ {{a1<B}... {ar < BIIU
U {{Oq < 5}, {OZQ < ﬁl}, ceey {067» < 57»_1}, {CY < 57»}}

37
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3.2
Funcoes de Morse discretas

Na verdade, a informacao topoldgica encontra—se no campo gradiente
discreto. Entretanto, algumas propriedades topoldgicas sao mais faceis de

expressar em termos de funcoes de Morse discretas.

3.2.1
Funcoes de Morse discretas e suas células criticas

Uma funcao de Morse discreta definida num complexo celular dado é
uma fungao real “quase—crescente” com respeito a dimensao. Pode haver no
maximo uma excecao por célula, e essa excecao relaciona—se com as pares do

campo gradiente discreto.

Defini¢ao 3.6 (Fungao de Morse discreta) Uma funcio f: K — R que
associa a cada célula de um complexo celular K um valor real € uma func¢ao

de Morse discreta se satisfazer, para cada célula o) € K :

i {T(p+1) s g . f(r) < <1

e #{v?P ™ <o) f(v) > <1
Ou seja, para cada célula o, f atribui a uma face de ¢ no maximo um
valor maior do que f (o), e a uma célula na qual o pertence ao bordo, no
méximo um valor menor do que f (o). Para cada célula, hd no maximo uma face
“compensando”’—a e uma célula, na qual ¢ pertence ao bordo, “compensando”—
a. B facil mostrar que uma célula nao pode ter ambas. Uma célula que nao

tem nenhuma sera chamada de critica:

Definigdo 3.7 (Célula critica) Uma célula o ¢ uma célula critica de f

Se!

i {T(p+1) —o® . f (1) < (0)} =0

e # {U(p_l) <o® . fv) > =0
A figura 3.7 d4 alguns exemplos de fungoes de Morse discretas. Natural-
mente, nem toda funcdo é vélida: na figura 3.7(b) por exemplo, a face (com
valor 4) e a aresta com valor 0 sdo atribuidas valores invélidos para a defini¢ao

3.0. As células criticas da figura 3.7(c) tém valores 0 e 5.
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3.7(a): trivial (e vélida) 3.7(b): invélida 3.7(c): vélida (6tima)

Figura 3.7: Exemplos de funcoes de Morse discretas

3.2.2
Integracao de um campo gradiente discreto

Dada uma funcao de Morse discreta, cada célula tem no méaximo uma
célula “compensando”. Se tiver uma, podemos formar um par do campo
gradiente discreto com aquela célula e a sua célula “compensando” ela. Por
exemplo, a funcao de Morse discreta da figura 3.7(c) corresponde ao campo

gradiente discreto da figura 3.4(b).

Teorema 3.8 Para cada funcao de Morse discreta f, existe um campo gradi-

ente discreto V' com as mesmas células criticas que f.

Prova. Podemos definir V para cada célula ¢ da seguinte maneira:

‘f( (p)) T (p+1) tal que T > o ¢ f (7) S f ((7) se um tal 7 existe
2 =
0 caso contrario

OJ

Funcao de Morse discreta trivial Vimos na se¢ao'3.1.2/ que o conjunto
vazio é um campo gradiente discreto, para o qual cada célula é critica. Isto
corresponde a uma funcao de Morse discreta trivial f que atribui a cada célula
a sua dimensdo: f (¢?) = p (cf figura 3.7(a)). Este processo de deduzir uma
funcao de Morse discreta a partir de um campo gradiente discreto pode ser

generalizado para um campo gradiente discreto qualquer.

Teorema 3.9 Para cada campo gradiente discreto V, existe uma fung¢do de

Morse discreta f com as mesmas células criticas que V.

A prova deste teorema pode ser encontrada em [12, teorema 9.3]. Uma
outra maneira de construir f a partir de V' pode ser encontrado no algoritmo

da se¢ao 6.2.4. A figura 3.8 mostra o resultado daquele algoritmo.
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Figura 3.8: Um campo gradiente discreto e a correspondente fungao de Morse
discreta.

3.2.3
Operacoes em elementos de Morse discretos

Sejam f e g funcoes de Morse discretas definidas em dois complexos
celulares K e L; e sejam V e W o campo gradiente discreto correspondente.
Restrigao. Se L ¢ um subcomplexo de K, entao g = f|; ¢ uma funcao

de Morse discreta valida.

Figura 3.9: Refinamento de um campo gradiente discreto: todos os vértices, as
arestas e as faces novas pertencem a alguma par.

Refinamento. Se L é uma subdivisao de K, podemos construir uma
funcao g a partir de f de tal forma a se obter o mesmo nimero de células
criticas. Isto pode ser feito localmente, modificando o campo gradiente discreto
para cada divisao de célula, como indicado na figura 3.9. Uma demonstracao
completa pode ser encontrada em [12) segao 12].

Produto cartesiano. O produto cartesiano K x L é um complexo celular
com a seguinte relagdo de incidéncia: (ax,ar) < (Bx,0L) se ax = [k e
arp < Br, ou ag < Pk e ar, = [Br. Um campo gradiente discreto V' x W pode
ser definido em K x L de tal forma a obter > my(f)-m,—4(g) células criticas

de indice p:

Se ag nio for critica, V (ag) =0, (V. x W) ({ax,ar}) =0
Se ag nao for critica, V (ag) = Bx, (V x W) ({ax,ar}) = {8k, oL}
Se ag for critica, W (ag) =0, (VxW)({ak,ar}) =0
Se ag for critica, W (ar) = Sz, (VxW)({ak,ar}) = {ak, 8L}



Construgao de funcoes de Morse discretas 41

©)
® ®
@® ®
@® ® ®
3.10(a): Segmento 3.10(b): Tridngulo

Figura 3.10: Os diagramas de Hasse de um campo gradiente discreto 6timo
num segmento e num triangulo.

OJOIO,
OOOOEOOOE
OO0 @O

Figura 3.11: O diagrama de Hasse do produto cartesiano dos campos gradiente
discretos da figura [3.10.

Este processo é um tipo de prioridade lexicografica. As figuras'3.10 e 3.11

dao um exemplo para o caso simples de um segmento cartesiano um triangulo.

3.3
Propriedades topoldgicas

Com a definicao de uma funcao discreta, gostariamos de ter a mesma
intuicao que no caso de fungoes de Morse diferenciais, em particular de ter
uma nogao da altura. Entao, definiremos o corte K (c) de complexo celular K

numa certa altura ¢ como segue:

K(c) = U U T.

o€K, f(o)<c  T=0o

3.3.1
Propriedades ligadas a homotopia

Morse provou que ao mudar a altura onde se corta uma variedade nao

se altera a topologia se esta mudanga nao atravessar uma altura critica. Os
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3.12(a): K(10): complexo ini- 3.12(b): K(9): Um colapso 3.12(c): K(8): Um colapso
cial tridngulo / aresta do bordo tridngulo / aresta

3.12(d): K(7): Removendo 3.12(e): K(6): Um colapso 3.12(f): K (2): Ultimas etapas
uma célula critica aresta / vértice antes do vértice critico

Figura 3.12: Etapas do colapso de um complexo celular simples.
teoremas correspondentes valem também para o caso discreto:

Teorema 3.10 Se a < b sao numeros reais tais que [a,b] ndo contem nenhum
valor critico de f, entao K(b) \, K(a).

Teorema 3.11 Se a < b sio mimeros reais tais que f~' ([a,b]) contem uma
inica célula critica 0@, entdo K(b) é homotdpica a K(a) Uy, €, onde eP é

uma p—célula com bordo OeP.

As provas destes teoremas podem ser encontradas em [12, teoremas 3.3

e 3.4]. Um corolario direto dos teoremas anteriores é o seguinte:

Corolario 3.12 K tem o mesmo tipo de homotopia simples que um complexo

celular com exatamente m,(f) células de dimensao p.

Esses resultados tém um grande significado para a area da topologia
computacional: uma vez que uma funcao de Morse discreta foi construida
num complexo celular podemos, entao, calcular seus grupos de homotopia e de
homologia a partir de um numero muito reduzido de células. Isto permitiria

em alguns casos usar algoritmos exponenciais num tempo admissivel.
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3.3.2
Desigualdades de Morse discretas

Outras propriedades topoldgicas originalmente provadas por Morse
sao agrupadas nas desigualdades de Morse. Seguem diretamente da sub—
aditividade dos numeros de Betti, e da retracao, definida nos teoremas an-
teriores. Essas desigualdades sao validas independentemente do corpo usado
para calcular os nimeros de Betti [12, coroldrio 8.3]. As provas para essas

desigualdades podem ser encontradas em [26].

Teorema 3.13 (Desigualdades fortes de Morse) Para um complexo ce-

lular finito K, qualquer funcao de Morse discreta f definida nele satisfaz:

Vp,  my () =mpa (f) + - £ mo (f) = 5 (K) = Bpa (K) + -+ % o (K)

Teorema 3.14 (Desigualdades fracas de Morse) Para um complezo ce-
lular finito K de dimensao n, qualquer funcao de Morse discreta f definida

nele satisfaz:

Vp, mp(f) Zﬁp (K>
X(K) = #n(K) = #n1(K)+ - £40(K)
My (f) = Mp1 (f) + - Fmo (f)
= Bu(K) = Bna (K)+--- £ [ (K)

onde x (K) € a caracteristica de Euler e #,(K) é o nimero de p—células de
K.

3.3.3
Colapso e funcoes de Morse discretas

Colapsar um complexo celular nao muda o tipo de homotopia simples.
Assim, deverfamos ser capazes de estender uma funcao de Morse discreta com

um complexo celular sem acrescentar nenhuma célula critica:

Teorema 3.15 Seja L um subcomplexo de K tal que K ™\, L. Seja f uma
fun¢ao de Morse discreta em L e seja ¢ = mazx,epf(0). Entao f pode ser
estendida para uma fungdo de Morse discreta g em K com L = K(c), de tal

forma que nao exista nenhuma célula critica em K\ L.

Prova. Por inducao sobre o nimero de colapsos elementares, sé é preciso

mostrar a proposicao para K = L U o U7, onde ¢ é uma célula de K e
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3.13(a): K(0): vértice critico 3.13(b):  Primeira aresta 3.13(c):  Segunda  aresta
critica critica

3.13(d): Extensao 3.13(e): Mais extenséo 3.13(f): Face critica

Figura 3.13: As etapas criticas da extensao de um toro.

7 < o uma das faces livres de . Podemos definir g em K da seguinte maneira:
Vael, gla)=fla);glc) =c+1leg(t)=c+ 1. O

A figura 3.13 mostra diferentes etapas da extensao de uma funcao de
Morse discreta do jeito da proposicao 13.15, a excecao dos valores criticos (em

vermelho).

3.34
Teoremas sobre esferas

Mencionamos apenas aqui um outro teorema muito interessante das
teorias de Morse. Uma prova daquelas versoes discretas pode ser encontrada

em [12) secao 5.

Teorema 3.16 Se K ¢ um complexo celular e f € uma funcao de Morse
discreta definida sobre ele com exatamente duas células criticas, entao K tem

o tipo de homotopia de uma esfera.

Proposicao 3.17 Se S é uma n—esfera PL, entao, com uma Seqiéncia finita
de bissecoes, S pode ser subdivido em um poliedro K que admite uma func¢ao

de Morse com exatamente 2 células criticas.

3.4
Otimalidade nas funcoes de Morse discretas

Como ja mencionamos acima, as células criticas de uma funcao de Morse
discreta definida em um complexo celular descrevem o seu tipo de homotopia
simples. Obter um numero pequeno de células criticas nos permite acelerar o

calculo de propriedades topoldgicas complexas.
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Defini¢ao 3.18 (Fungoes de Morse discretas 6timas) Diremos que uma
funcao de Morse discreta é Otima se ela tiver o menor niumero possivel de

células criticas.

Infelizmente, o problema geral de encontrar uma funcao de Morse dis-
creta 6tima é MAX-SNP dificil, i.e. um problema NP—dificil para qual qualquer
algoritmo de aproximacao polinomial pode conduzir a um resultado arbitrari-

amente longe do 6timo.

3.4.1
Existéncia de um é6timo

000000000 000000000 0000000000000 000 e} 000 00

000000000000000Q0000000CO0000000O0000000000000000000000000000000

Qoo 00 co 0o [eXetetele} 00000 © 00 000000 0 ooo

Figura 3.14: O nimero de casamentos no diagrama de Hasse ¢ finito.

Embora haja uma infinidade de fungoes de Morse discretas para um
complexo celular K dado, ha somente um ntmero finito de campos gradientes
discretos (cf figura [3.14). De fato, um campo gradiente discreto pode ser visto
como um casamento parcial no diagrama de Hasse (cf segao 3.1.3). H4 no
méximo 2#5)? casamentos desse tipo para um complexo K. Assim, existe um
nimero minimo de células criticas para um campo gradiente discreto definido
sobre K.

3.4.2
Um problema relacionado

Os teoremas 3.10 e 3.11/ nos ensinam que as células criticas tém uma
relagao forte com a colapsibilidade. Egecioglu e Gonzalez estudaram, em [10],

o problema da colapsibilidade para complexos simpliciais! de dimensao 2:

Lum simplexo é um tipo particular de célula
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Problema da colapsibilidade

Instancia: Um par (K,n), onde K é um complexo simplicial de dimensao
2 e n é um numero nao negativo

Pergunta: Serd que K possui um subconjunto F' de 2-simplexos de cardi-

nalidade no maximo n tal que K \ F colapsa para um ponto?

Figura 3.15: Um “gadget” usado na demonstracao de Egecioglu e Gonzalez.

Em particular, provaram que esse problema é MAX-SNP dificil,
reduzindo—o para o problema da cobertura por vértices, usando complexos

celulares do tipo da figura [3.15.

3.43
Complexidade do 6timo

Veremos que o problema de achar o menor niimero possivel de células
criticas das funcoes de Morse discretas definidas num complexo celular dado

também é MAX-SNP dificil, por reducao ao problema da colapsibilidade.

Problema da otimalidade de Morse
Instancia: Um par (K,n), onde K é um complexo celular finito de di-
mensao 2 e n é um numero nao negativo

Pergunta: Serd que existe uma funcao de Morse discreta em K com no

maximo n células criticas?

Considere um complexo simplicial K de dimensao no méximo 2. Suponha
que fosse possivel construir uma funcao de Morse discreta em K com o menor
numero possivel de células criticas. O nimero de vértices criticos é o nimero de
componentes conexas. Entao a funcao de Morse tem o menor niimero possivel
de faces criticas (cf teorema 3.14). Pelo teorema 3.10, o subconjunto F' de
faces criticas daria uma resposta ao problema da colapsibilidade. Deduzimos,

portanto, o seguinte teorema:

Teorema 3.19 O problema de achar uma fun¢ao de Morse dtima € uma
reducao do problema da colapsibilidade e, portanto, é MAX-SNP dificil.



4
Funcoes de Morse discretas 6timas em superficies

4.1
Condicoes de otimalidade

Vimos na segao [3.4.3 que o problema geral de encontrar uma funcao de
Morse discreta étima é NP—dificil. Entretanto, para o caso das variedades de
dimensao 2, este problema pode ser resolvido em tempo linear pelo algoritmo
apresentado na secao 4.2, A prova da otimalidade confia no teorema de
classificagao de superficies introduzido na secao seguinte. Uma prova desses

teoremas pode ser encontrada em [1].

4.1.1
Teorema de classificacao de superficies

Teorema 4.1 (Teorema de classificagao de superficies) Toda superficie
compacta, conexa e sem bordo é homeomorfa a exatamente uma das sequintes
superficies: a esfera S*, uma soma conexa de g > 0 toros T(g), ou uma soma
conexa de g > 0 planos projetivos M(g). Duas dessas superficies nunca sao

homeomorfas entre si.

4.1(a): 2—esfera 4.1(b): Soma de 2 toros  4.1(c): Garrafa de Klein:
soma conexa de 2 planos pro-
jetivos

Figura 4.1: Exemplos de superficies sem bordo.
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A esfera (figura 4.1(a)) e as somas conexas de toros (figura |4.1(b)) sao
superficies orientaveis, e superficies com faixas de Mobius nao sao orientaveis
(figura 4.1(c)). g é chamado o género da superficie. J&4 que podemos calcular
explicitamente os grupos de homologia das superficies padroes [1], os ntimeros
de Betti (com coeficientes em Z,) e a orientabilidade caracterizam inteiramente

a topologia das superficies:

Proposicao 4.2 (Grupos de homologia das superficies padrao)

Hy, (52 = Zo s H; (82) = 0 R H, (52) = Zo
Hy (T(g)) Zy , Hi(T(9)) = 29-Zy , Hy(T(9)) = Zo
Hy(M(g)) = Zy , Hi(M(g9)) = g-Zo , Hy(M(g)) = Zs

4.1.2
Superficies com bordo

Proposicao 4.3 Toda superficie compacta, conexa e com bordo nao vazio é
homeomorfa a exatamente uma das sequintes superficies: a esfera, uma soma
conexa de toros, ou uma soma conexa de planos projetivos, em cada um dos

casos com um numero finito de discos abertos removidos.

Uma prova desta extensao do teorema de superficies sem bordo pode
também ser encontrada em [1]. O grupo de homologia Hj fica inalterados, e

H, se anula para superficies com bordo.

4.2(a): Cilindro 4.2(b): Faixa de Mobius

Figura 4.2: Exemplos de superficies com um bordo nao vazio.

Por exemplo, identificando o bordo de dois discos com cada bordo do
cilindro (figura [4.2(a)), obtemos uma superficie homeomorfa a esfera. E ao
adicionarmos um disco a uma faixa de Mobius (figura 4.2(b)) obtemos uma

superficie homeomorfa ao plano projetivo.
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4.1.3
Condicoes suficientes para a otimalidade

Temos agora todos os elementos para enunciar uma condigao suficiente

para garantir que uma funcao de Morse discreta é 6tima (definigao [3.18):

Proposicao 4.4 (Superficies sem bordo) Seja f uma fungao de Morse
discreta definida numa superficie compacta, conexa e sem bordo. Se f tiver
exatamente um vértice critico e uma face critica, com possivelmente vdrias

arestas criticas, entao a fungao de Morse é étima.

Proposicao 4.5 (Superficies com bordo) Seja f uma fung¢io de Morse
discreta definida numa superficie compacta, conexa com um bordo nao vazio.
Se f twer exatamente um vértice critico, nenhuma face critica, e possivelmente

varias arestas criticas, entao a funcao de Morse é dtima.

Prova. Nos dois exemplos do teorema, suponhamos que myg (f) = Gy (K) =1
e my (f) = B2 (K). Da segunda desigualdade fraca de Morse (teorema [3.14)),
sabemos que x (K) = mz (f) — my (f) +mo (f) = o (K) — By (K) + fo (K.
Assim deduzimos que my (f) = (1 (K). Da primeira desigualdade fraca de
Morse (teorema [3.14), que afirma que m, (f) > 5, (K), alcangamos o limite

inferior do nimero de células criticas. Conseqlientemente, f é 6tima. O

4.2
Algoritmo

Dado um complexo celular finito K de dimensao 2 que tem a topologia de

uma variedade, o algoritmo prossegue cada componente conexa em 4 etapas:

1. Construir uma arvore geradora T' no pseudografo dual de K.
2. Se K tem um bordo, adicionar um laco a T
3. Definir uma fungao de Morse discreta em T

4. Definir uma funcao de Morse discreta no grafo complementar de T

Primeira etapa: Construgao de uma arvore geradora. A arvore
geradora T' pode ser construida a partir do pseudografo dual (cf se¢ao 2.2.4)
por qualquer um dos algoritmos padrao [17]. em particular, podemos usar
estratégias dos algoritmos de compressao de malhas 3d. Por exemplo, o
algoritmo de compressao EdgeBreaker [21] (figura 4.3) constréi uma arvore
geradora em espiral (Figure [4.4).

Segunda etapa: Adicao de um lago. Testamos se a variedade tem

um bordo durante a primeira etapa. Se encontrarmos uma aresta de bordo,
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Figura 4.3: Os cédigos do EdgeBreaker sobre um toro triangulado.

4.4(a): T 4.4(b): G
Figura 4.4: A arvore geradora T resultante e o seu grafo complementar G.

um lago é adicionado a T, e T se torna um pseudografo. Por exemplo, na

figura 2.7, o lago (com valor 21) foi adicionado a 7.

Y S T

1& V7 16 . S 14 .14

16

18 13
19+ 25, 13«

19 24 12

.y 20 » 24 2
21- 1]-

. 22723 107 10
) 10 10

Figura 4.5: Lago adicionado na Figura 4.6: A funcao de Morse dis-
etapa 2 a arvore geradora 7T da fi- creta na arvore geradora 7" da figura
gura 2.1/ (nenhuma célula critica) 4.3 (1 face critica).

Terceira etapa: Definicao da fungao em 7. Selecionamos uma raiz

para T, e atribuimos a cada né de T (i.e. 2—células de K') a sua altura na arvore
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adicionada por uma constante c. Atribuimos a cada linha de T' (i.e. 1-células
de K') o valor minimo de seus nés incidentes (cf figura 2.7). O resultado deste
processamento no exemplo da figura 4.3 é mostrado na figura 14.6.

Em nossa construcao, o valor inicial de ¢ deve ser no minimo #,K + 1.

9
Figura 4.7: O grafo complementar Figura 4.8: A funcao de Morse dis-
G do cilindro e a sua funcao de creta no grafo complementar G da
Morse discreta (1 vértice critico e de figura 4.3 (1 vértice critico e 2 ares-

1 aresta critica). tas criticas).

Quarta etapa: Definicao da fungao no grafo complementar de 7'.
Consideraremos agora G, o grafo complementar de T: G é um grafo sem lagos
cujos nos sao os vértices de K, e cujas linhas sao as arestas de K que nao sao
representadas em 7T
Construimos uma outra arvore geradora U em G. Atribuimos a cada n6 de G
sua distancia em linhas a uma raiz selecionada de U; e a cada linha de U o
valor maximo dos seus noés incidentes.

Finalmente, atribuimos o valor (¢-1) a cada linha de G\ U (cf aresta critica
da figura 2.3 com valor 12). O resultado deste processamento no exemplo da

figura 4.3 é mostrado na figura 4.8.
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4.3
Primeira extensao as nao—variedades

Se 0 nosso complexo nao tiver a topologia de uma variedade, algumas
arestas podem ser incidentes a 3 faces por exemplo, e a construcao acima pode
nao ser mais 6tima. Entretanto, o algoritmo ainda produz uma funcao de Morse
discreta valida, que ainda é 6tima em varios casos.

Na verdade, um complexo celular de dimensao 2 nao é uma variedade se

combinar algumas das seguintes 3 razoes:
1. Aresta pendente (cf figura 4.9).

2. Vértice singular (cf figura 4.10).
3. Aresta nao-regular (cf figura 4.11)).

A vizinhanca de um ponto de uma 2-célula sempre ¢é R2.

‘-

Figura 4.9: Uma nao—variedade com uma aresta pendente (na esquerda) e suas
células criticas (na direita): 1 vértice critico e 2 faces criticas.

. o

Figura 4.10: Uma nao—variedade com um vértice de canto (na esquerda) e suas
células criticas (na direita): 1 vértice critico e 2 faces criticas.

Ve

Figura 4.11: Uma nao—variedade com uma aresta nao-regular (na esquerda) e
suas células criticas (na direita): 1 vértice critico e 2 faces criticas.

1. aresta pendente. Esse caso se reduz a um grafo colado a um

complexo. O grafo nao aparecerd nas etapas 1, 2 e 3 do algoritmo, e sera
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processado na etapa 4. A homologia de um grafo é a sua conectividade, entao
o algoritmo ainda alcanca o 6timo nesse caso.

2. vértice singular. Isto corresponde a diversos complexos celulares
colados em um vértice, ou a uma variedade beliscada. Na etapa 1 do algoritmo,
nao haveria uma arvore geradora T, mas diversas. A otimalidade da funcao
se reduz a otimalidade em cada complexo celular. A etapa 4 gerard um grafo
conexo, e haverd somente um vértice critico. Assim, este caso nao afeta a
otimalidade de nosso resultado.

3. aresta nao-regular. Esse caso é o mais dificil. Daremos somente
uma heuristica que sempre construi uma fungao de Morse discreta valida, mas
sabemos pela teoria (cf se¢ao3.4.3) que para alguns casos especiais, as fungoes
resultantes podem ser arbitrariamente longe do 6timo. Outras heuristicas serao
discutidas na secao 6.4. Nesse caso, definimos o pseudografo dual com os
mesmos nds, e com as linhas que s@o incidentes a apenas 1 ou 2 néds (i.e.
somente as linhas regulares). O algoritmo funcionara depois normalmente, e
as linhas nao-regulares que nao podem fazer parte da arvore geradora da etapa

4 remanesceriam criticas.

4.4
Prova e analise

Validade da fungao de Morse discreta. Pela prépria construcao das
arvores T' (etapa 3) e U (etapa 4), a funcdo f, resultante do algoritmo numa
componente conexa de K, respeita as desigualdades da definicao 3.6. Além
disso, ha exatamente um vértice critico: a raiz de U. Se K nao tiver bordo, a
raiz de T serd a face critica original, e no caso contrario, nao ha nenhuma face
critica em K.

Agora necessitamos apenas verificar que tenham sido atribuidos valores
validos para as arestas de K. Pelo préprio valor inicial da constante c, as
arestas criticas sao as linhas de G \ U, para os quais sdo atribuidos valores
maiores do que o valor de qualquer vértice, e inferior ao valor de qualquer face
(hd #0K < ¢ nés em G, e entdo no maximo #¢K valores regulares diferentes).
As desigualdades da defini¢ao 3.6/ sdo 6bvias para cada célula representada nas
arvores T e U. Feita a escolha do valor inicial da constante ¢, cada célula de T’
tem um valor maior do que qualquer célula de G. Assim, aquelas desigualdades
sao estritamente respeitadas entre as linhas de T" e os nds de G, e entre as linhas
de U e os nos de T

Otimalidade da fungao de Morse discreta. Entao, nossa construcao

da uma funcao de Morse discreta f é valida com exatamente 1 vértice critico
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(mo (f) = 1), possivelmente muitas arestas criticas, e com apenas uma face
critica (mg (f) = 1) se K for uma variedade sem bordo, e nenhuma face critica
(m2 (f) = 0) se K for uma superficie com bordo. Pelas proposicoes 4.4 e [4.5,
sabemos que f é étima.

Complexidade. Uma vez que as arvores geradoras sao construidas, o
algoritmo visita cada né e cada linha no méaximo uma vez. Conseqiientemente,
as etapas 2, 3 e a segunda parte da etapa 4 tém uma complexidade linear.
Construir uma arvore geradora pode ser linear com um algoritmo guloso

simples [17]. Assim, o algoritmo inteiro é linear no tempo com respeito 4 #K.

4.5
Adicionando informacoes geométricas

A construcao acima ¢é inteiramente independente da geometria. Um
dos poderes da teoria de Morse discreta de Forman se reflete aqui em dois
pontos. Primeiramente, o algoritmo inteiro é feito sem nenhuma operacao em
ponto flutuante. Em segundo, é possivel adicionar algumas restri¢oes externas,
por exemplo geométricas. Ha diferentes restricoes que podemos adicionar nas

fungoes de Morse discretas:

— A Aarvore geradora T' pode ser escolhida de modo a ser uma arvore

geradora minima. Isto conduz a uma complexidade O(#K - log #K).

— O lago adicionado na etapa 2 pode minimizar o mesmo critério, a fim ter

a raiz da arvore geradora numa posi¢ao minima.

— As raizes das arvores geradora T da etapa 1 e U de etapa 4, podem

também estar numa posi¢ao minima.

— O valor atribuido nas etapas 3 e 4 pode ser aumentado para alguns galhos
da arvore para separar uma parte do objeto ao reconstruir o complexo

por alturas sucessivas, como nos teoremas 3.10 e [3.11.

A maneira que incluimos as restrigoes geométricas nao muda a otima-
lidade da funcao resultante. Por exemplo, a figura 4.12 mostra dois campos
gradientes discretos numa esfera, ambos com as 2 células criticas. Isto pode

ser usado para desenvolver ou justificar algoritmos geométricos.
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4.12(a): Sem restrigdo geométrica

4.12(b): Com restrigdo geométrica

Figura 4.12: Dois campos gradientes discretos numa esfera, com ambos 2

células criticas.

Figura 4.13: Tempo de execugao em
relacao ao numero de células do
complexo celular K: a complexidade
é linear.

4.6
Resultados

Figura 4.14: Razao tempo de
execugdo / tamanho de K em
relacito ao numero de células
criticas de K: independéncia.

Testamos o algoritmo com mais de 150 modelos de vérios tipos: trian-

gulagoes, quadrangulacoes e poligonos gerais; variedades e nao—variedades; mo-

delos com uma topologia consistentes, saidas de scanner ou importagao de mo-
delos VRML com topologia deficiente (figuras 4.15, 4.16/ e [4.17). O algoritmo

construiu sempre uma fungao de Morse discreta valida. Para todos os modelos

de variedades, a funcao resultante foi 6tima. Para os complexos nao—variedades

(em particular, para os exemplos de Moriyama e Takeuchi [28]), a funcao teve

no maximo 4 células criticas redundantes. Os resultados experimentais sobre

um Pentium III, 550 MHz, confirmam a complexidade linear com respeito a

#K (figura 4.13) e a independéncia do tempo de execucao para a topologia

(figura [4.14).
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Figura 4.15: Uma fungao de Morse discreta 6tima num modelo VRML im-
portado. Cada dente é uma componente conexa diferente (aqui homeomorfa
a uma esfera), e tem duas células criticas. Assim, ha 65 vértices criticos e 65
faces criticas (64 dentes + 1 para o corpo).

Figura 4.16: Um campo gradiente discreto 6timo num modelo do fusca com 2
componentes conexas.

Figura 4.17: Um campo gradiente discreto 6timo com o grafo complementar

U.



5
Estrutura de uma funcao de Morse discreta

5.1
Camadas de um campo de vetor combinatério

As estruturas de grafos sao geralmente usadas para representar objetos
complexos e suas relagoes. Demos um exemplo na secao 2.2.3/ onde represen-
tamos um complexo celular por seu diagrama de Hasse, e outro na secao 2.1.6
onde representamos um hipergrafo por grafos bipartidos. Isto nos permitiu dar
uma definicao simples de um campo gradiente discreto como um casamento
aciclico neste diagrama (cf se¢ao 3.1.3).

Entretanto, o diagrama de Hasse ainda é um objeto complexo de visuali-
zar, e veremos nesta secao como representa—lo de maneira mais simples. Vendo
o diagrama de Hasse como uma colecao de grafos bipartidos, poderemos visu-
alizar um complexo celular como uma cole¢ao de hipergrafos e uma funcao de

Morse discreta como hiperflorestas sobre estes hipergrafos.

5.1.1
Camadas do diagrama de Hasse

Vimos na se¢ao 2.2.4 que, numa n—variedade combinatéria, uma (n-1)—
célula é incidente a 1 ou 2 n—células. A camada dual n/(n-1) do diagrama
de Hasse sera , portanto, representada por um pseudografo, chamado o
pseudografo dual. Este pseudografo pode ser visto como a representagao do

hipergrafo da camada dual n/(n-1) do diagrama de Hasse.

Defini¢ao 5.1 (Camada do diagrama de Hasse) A camada p/q do dia-
grama de Hasse, |p — q| = 1, de um complexo celular K € um grafo simples
orientado e bipartido. As suas classes de nos N e L sao as células de K de
dimensao p e q respectivamente. Suas linhas ligam os nds que representam

células incidentes de K de dimensao p e q.

Esta definicao estabelece uma diferenga entre camadas do tipo p/q e

q/p diferenciando as classes de nés N e L. A orientagao dessas camadas é a
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mesma que a do diagrama de Hasse original. Por exemplo, figura 5.2 mostra o

hipergrafo da camada 2/1 do diagrama de Hasse da figura [5.1.

(oJololelolololo)oloo) Jele)oloJelo)olole)o)e)

O 00000 (o]0 00000 O I : j

Figura 5.1: O diagrama de Hasse do cubo Figura 5.2: O hipergrafo da ca-
duplo da figura 4.11. mada 2/1 da figura [5.1.

5.1.2
Interpretacao do algoritmo para superficies

Uma das estratégias mais eficientes de compressao se baseia na cirurgia
topolégica [32]: cortar as superficies ao longo de uma floresta dual geradora
e codificar o disco resultante. Usamos um método similar para construir uma
funcao de Morse discreta 6tima para 2-variedades (cf o capitulo 4).

Nas etapas 1 e 2 do algoritmo da secao 4.2 construimos um campo gra-
diente discreto como uma arvore geradora extraida do pseudografo dual. Con-
seqiilentemente, um campo gradiente discreto restringido a camada superior do
diagrama de Hasse de uma variedade pode ser representado por uma &arvore.
Na etapa 4, construimos uma arvore geradora dos vértices de K, e definimos
nosso campo gradiente discreto nele. A etapa 3 e a ultima parte da etapa 4
sao a integracao deste campo gradiente, no sentido do teorema 3.9.

Assim, a construcao da funcao de Morse discreta étima para superficies
pode ser vista como processar a camada dual superior do diagrama de Hasse,
e depois a camada inferior dele. O processo em cada camada consiste em
remover os circuitos, i.e. construir uma arvore geradora. Isso é facil para grafos
e pseudografos simples. Infelizmente, para o caso geral dos hipergrafos este é
um problema muito mais dificil. Por isso que o problema da otimalidade é
NP-dificil (cf o teorema [3.19).

5.1.3
Camada reduzida de um campo de vetor combinatério

Considerar sucessivas camadas do diagrama de Hasse é redundante:

cada p-célula de K aparece em 4 camadas (p/(p+1), p/(p-1), (p+1)/p, (p-
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1)/p). Quando o diagrama de Hasse estiver orientado por um campo gradiente
discreto (cf se¢ao3.1.3), o casamento pode ser separado nas diferentes camadas,

sem nenhuma redundancia. A seguinte reducao permite tal particao:

Definicao 5.2 (Camadas reduzidas de um campo de vetor combinatério)
Seja K um complexo celular, ¥V um campo de vetor combinatorio definido nele
e B a camada p/q do diagrama de Hasse orientado por V (lp—q| = 1). A

camada reduzida B’ € um grafo bipartido orientado definido como seque:

A classe de nés N de B’ é o conjunto das células de dimensdo p de K

nao casadas ou casadas com uma célula de dimensao q em )V

A classe de nds L de B' é o conjunto das células de dimensao q de K

casadas com uma célula de dimensao p em V

A orientacao de B’ é a mesma que aquela do diagrama de Hasse original.

( X /R\ R.. ° //
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Figura 5.3: A camada reduzida 2/1 do  Figura 5.4: O hipergrafo da camada
cubo duplo (nés azuis). reduzida 2/1 da figura [5.3.

Por exemplo, figura 5.3 mostra em azul as linhas do diagrama de Hasse da
figura5.1 que pertencem a camada reduzida 2/1. O hipergrafo correspondente
(cf se¢ao 5.2.2)) é uma floresta (cf figura [5.4). Podemos deduzir da definigao a

seguinte proposicao:
Proposicao 5.3 Com as notagoes da defini¢dao
(i) SeV for um campo gradiente discreto, as p—células criticas de V aparecem
nas camadas reduzidas na classe N.

(i1) Uma p—célula de K é um nd N de exatamente uma camada reduzida.

(iii) Qualquer V—-caminho € representado inteiramente em duas camadas

reduzidas.

Prova. (i). As células criticas de um campo gradiente discreto ndo sao casadas.

Conseqiientemente, o item (i) segue diretamente da defini¢ao 5.2l
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(ii). Se uma p-célula nao estiver casada em V), ela aparece na classe N
das camadas reduzidas p/(p+1) e p/(p-1). Se for casada com uma g—célula em
V, ela aparece na classe N da camada reduzida p/q e na classe L da camada
reduzida q/p.

(iii). Um V-caminho é uma seqiiéncia alternada de p— e (p+1)—células
casadas. Da definigao 5.2, cada p— e (p+1)—células aparecem duas vezes: uma

vez na camada p/(p+1), e uma vez na camada (p+1)/p. O

5.2
Funcoes de Morse discretas, casamentos aciclicos e hiperflorestas

Vimos na secao 13.2.2' que as nocoes de funcao de Morse discreta e
de campo gradiente discreto sao equivalentes. Um campo gradiente discreto
foi definido como um casamento aciclico no diagrama de Hasse (cf segao
3.1.3). Isto envolve dois problemas: criar casamentos, e remover os ciclos.
Esses dois problemas sao separadamente bem entendidos (cf [22] para a teoria
dos casamentos, e [17] para algoritmos sobre grafos). Entretanto, quando
combinados, eles criam problemas NP—dificeis (cf secao 13.4.3). Nesta segao,
nos daremos um outro ponto de vista na teoria de Morse discreta em termos
do mais simples daqueles dois problemas (linear em vez de quadratico): criar
florestas. Provaremos que nosso problema combinado pode ser visto como um

problema de criagao de uma hiperfloresta extraida de um hipergrafo.

5.2.1
Hiperfloresta

Definimos uma floresta como um grafo sem circuito na secao 2.1.1. Aqui

vemos uma extensao natural de florestas para hipergrafos [2]:

Definigao 5.4 (Hipercircuito orientado) Um  hipercircuito  orientado
num hipergrafo is é uma sequéncia de nds distintos ng,nq,...,Ny11 lais que
Nyp1 = ng e para qualquer 0 < i < r, n; é a fonte da hiperlinha ligando—o para

Tit1-

Defini¢ao 5.5 (Hiperfloresta) Diremos que um hipergrafo simplesmente
orientado € uma hiperfloresta se cada no € a fonte de no mdximo uma hi-

perlinha, e se nao possuir hipercircuito.

Por exemplo, figura 5.5 mostra um hipercircuito, e figura 5.6 mostra
uma parte de uma hiperfloresta. Podemos deduzir da definicao as seguintes

propriedades:
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O\OA/O/O

o— Figura 5.6: Uma parte da hiper-
floresta 2/1 resultante do processa-
mento de uma 2—esfera solida.

a_
o %O\O\ c%\go P
Ty

Figura 5.5: Um hipercircuito (em
vermelho).

Proposicao 5.6 Seja HE uma hiperfloresta, e R uma das suas componentes

requlares.

(i) Os componentes requlares de HF' sao drvores simples.

(i) Hd no mdzimo um nd em R que € a fonte de um lago ou de uma hiperlinha

nao-reqular.

(#ii) O dual D (HF') de HF também é uma hiperfloresta.

o—o—q
o
o

Figura 5.7: A hiperfloresta 2/1 resultante do processamento de um modelo de

S? x St

Na figura 5.7, por exemplo, podemos ver como uma hiperlinha nao—
regular (no verde) forma um tipo de floresta.
Prova. (i). Suponha que R possui um circuito (simples) ng, n1, ..., 741 = ng.
Entao, hd (r + 1) nés e (r 4+ 1) linhas regulares nesse circuito. Porque um né

nao pode ser a fonte de duas arestas, cada né é fonte de exatamente uma linha.
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Suponha, sem perda de generalidade, que ng é a fonte da linha {ng,n;}.
Entretanto, ny é incidente a duas linhas do circuito: {ng,n1} e {ny,ns}. Entao,
ny nao é a fonte da primeira aresta, mas de {n;,ny}. Continuando essas
deducoes, provamos que cada linha do circuito é orientada de tal forma que
seja criado um hipercircuito.
Como, por hipétese, HF' é uma hiperfloresta, entao isso cria uma contradicao.
Conseqlientemente, R é uma arvore simples.

(ii). Seja k£ o numero de nés de R. Como R ¢é uma arvore, ela possui
(k-1) linhas (regulares). Os nds incidentes a estas linhas sdo nés de R, porque
essas arestas sao regulares (cf defini¢ao 2.7). Conseqilientemente, dentro desses
k nés, hé (k-1) nés que sdo a fonte de uma hiperlinha regular. Assim ha no
méaximo k— (k—1) = 1 né em R que é a fonte de um lago ou de um hiperlinha
nao—regular.

(iii). Seja lo,l1,...,l.o1 = lop um hipercircuito de D (HF). Seja n;
o né compartilhado por [; e l;41 em HF, que é diferente de n;—y ([, é
diferente de [;). Seja n;41 o primeiro né da seqiiéncia igual a um né precedente
ns. Entao ng,ngi1,...,n1 = ng ¢ um hipercircuito de HF. Mas HF ¢
um a hiperfloresta. Conseqiientemente, D (HF') ndo tem hipercircuito. Pela
orientagao definida na segao 2.1.5, podemos deduzir que D (HF) é uma

hiperfloresta. 0

5.2.2
Campo gradiente discreto e hiperflorestas

Definimos um campo gradiente discreto como um casamento aciclico no
diagrama de Hasse (cf secao [3.1.3), e uma hiperfloresta como um hipergrafo
sem hipercircuitos. Parece natural ver um campo gradiente discreto como uma
colecao de hiperflorestas, extraida dos hipergrafos das diferentes camadas do
diagrama de Hasse.

H& duas representacoes dos hipergrafos de indices p e ¢ (|]p — ¢q| = 1)
do diagrama de Hasse: a camada direta p/q e a camada dual ¢/p. Mas o
dual de uma hiperfloresta é também uma hiperfloresta. Conseqiientemente,
considerando o campo gradiente discreto como uma cole¢ao dos hiperflorestas

¢é consistente.

Defini¢ao 5.7 (Hipergrafos de um campo de vetor combinatério)

Seja K um complexo celular, V um campo de vetor combinatorio definido
nele e B a camada reduzida p/q de V, com |p — q| = 1. O p/q-hipergrafo de
V, H, € a representacao por hipergrafo de B': H = B~ (B'). H ¢ orientado
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como seque: 0 no fonte de uma hiperlinha de H € o no que representa a célula

casada com ela em V.

O\(%)Of w% Y @)
mop SRR A\ ’

7 J\o \:\1@\ T

Figura 5.8: O diagrama de Hasse
de um campo gradiente discreto em
um modelo volumétrico de 4 cubos.

Figura 5.9: A 1/0-hiperfloresta do
campo gradiente discreto da figura |5.8.

Por exemplo, figura 5.9 mostra a hiperfloresta do diagrama de Hasse da
figura 5.8l

Teorema 5.8 Seja V um campo de vetor combinatdrio. V é um campo gradi-
ente discreto num complexo celular K de dimensao n se e somente se os 0/1,
1/2, ... (n-1)/n hipergrafos de V sao hiperflorestas.

Como o dual de um a hiperfloresta é um a hiperfloresta (proposigao 5.6),
o teorema é valido para toda a seqiiéncia obtida substituindo o p/g-hipergrafo
pelo ¢/p-hipergrafo de V.
Prova. A orientacao de HF' assegura a primeira condicao da definicao 5.5. Da
proposicao 5.3, cada célula de K ¢é representada numa das camadas reduzidas
e todo V—caminho é representado num dos hipergrafos. Conseqiientemente,
somente precisamos provar que um V-caminho fechado ¢ um hipercircuito
num dos hipergrafos.

Seja ng,ni,...,ny41 = ng um hipergrafo orientado no p/g¢-hipergrafo
HF. Da definicao 5.4, n; é a fonte de uma hiperlinha [; incidente a n;,;. Esta
hiperlinha [; representa uma g—célula 3; de K, e n; representa uma p—célula «;.
Como n; é a fonte de [;, sabemos, pela orientacao dada na definicao 5.7, que
a; € [3; sao incidentes e formam uma par em V. Entao aq, 0o, - - ., Q. Bry Qg1 €
um V-caminho. Como n,y; =ng e r > 1, este ¢ um V-caminho.

Este argumento pode ser invertido para provar que um )V-caminho
fechado é um hipercircuito num dos p/g¢-hipergrafos. 0

Nos definiremos agora o andlogo de células criticas para hiperflorestas.
Esta serd a base do algoritmo do capitulo /6. Um elemento critico de um campo

gradiente discreto sera representado por uma componente regular de uma
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hiperfloresta. Por exemplo, na figura 5.7, o né critico em vermelho corresponde

a uma componente critica da hiperfloresta (ligando 3 nds).

Defini¢ao 5.9 (Componente critica) Uma componente regular de uma hi-
perfloresta serd chamada de critica se nao possuir um no fonte de um lago ou

de uma hiperlinha nao—regular.

Proposicao 5.10 Seja HF a p/q-hiperfloresta de K. O nimero de compo-
nentes criticas de HF é exatamente o niumero my, (K) de p—células criticas de

K.

Prova. Pela proposicao 5.3 cada p—célula critica é representada tanto em HF
quanto na camada reduzida B’ correspondente.

Os nés isolados de B’ nao sao casados com nenhuma célula de K, e ficam
como nés isolados em HF. Aqueles nés sao componentes criticas, de acordo
com a defini¢ao 5.9.

Sabemos da proposicao 5.6/ que cada componente regular R é uma arvore
simples. Numa tal drvore com k nds, ha (k-1) linhas regulares. Todas as linhas
sao orientadas, entdo dentro desses k nds, (k-1) sdo fontes de linhas de R, e
portanto, nao sao criticos. Se R nao for uma componente critica, ha exatamente
um no6 de R que é fonte de um lago ou de uma hiperlinha nao-regular, i.e. nao
é critica.

Se R for uma componente critica, este né nem é a fonte de um lago nem
de uma hiperlinha nao-regular. Pela definicao 2.7/ de uma componente regular,
este no nao ¢ incidente a uma hiperlinha regular fora de R. Cada aresta de R
ja é casada com outro né. Entdo, este né nao é casado em B’. Pela definicao
5.2, nao pode ser casado com uma célula fora de B’. Conseqlientemente, este

no nao é casado, i.e. é uma célula critica. (]

5.2.3
Trés pontos de vista sobre a otimalidade na teoria de Morse discreta

Os teoremas 3.8, 3.9 e 5.8 provam a equivaléncia dos elementos constru-

tivos da teoria de Morse discretas:
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Funcao de | Uma funcao f :
Morse dis- | K — R, quase—
creta crescente com a

dimensao.

00000000 @ ¢

Campo gra- | Um casamento

diente dis- | aciclico no
® O O O (o] O O C
creto diagrama  de
Hasse.

Colegcao  de | Hipergrafos

hiperflorestas | sem  hipercir-

cuitos.

No capitulo 4, estavamos principalmente interessados em otimalidade:
a teoria de Morse é uma ferramenta poderosa para descrever propriedades
topoldgicas, e um nimero pequeno de células criticas da uma informacao mais
concisa. Esta caracterizagao pode ser feita em termos de hiperflorestas: uma
funcao de Morse discreta 6tima tera o menor niimero possivel de componentes
criticas nas hiperflorestas extraidas das camadas p/q. Ha tantos elementos
nao—criticos numa hiperfloresta quanto hiperlinhas (os elementos nao—criticos
sao casados com uma hiperlinha incidente). Conseqiientemente, uma fungao
de Morse discreta 6tima tem o nimero maximo de hiperlinhas em cada um
das suas hiperflorestas. Conseqiientemente, o problema de encontrar uma

hiperfloresta maxima num hipergrafo também é MAX-SNP dificil.
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5.3
Nameros de Morse discretos como invariantes topolégicos para 3—
variedades

Sabemos que os elementos criticos de uma funcao de Morse em K estao
relacionados a topologia de K. Mas serd que aqueles elementos sao uma
caracterizacao completa da topologia de K7 Ja sabemos uma parte da resposta.
E mostraremos nesta se¢ao que os nimeros discretos de Morse sao invariantes

topologicos para 3—variedades.

5.3.1
Exatidao dos nimeros de Morse

Definicao 5.11 (Ntmeros de Morse) O nimero de Morse de indice p
M, (K) de um complexo celular K é o menor nimero possivel de células

criticas de dimensao p, considerando todas as funcoes de Morse possiveis de-
finidas em K.

5.10(a): Toro 5.10(b): Garrafa de Klein

Figura 5.10: Um toro e uma garrafa de Klein com ambos um campo gradiente
discreto 6timo: 1 vértice critico, 2 arestas criticas, 1 face critica.

A teoria de Morse é relacionada ao tipo de homotopia simples [5] de um
espago topoldgico. Por exemplo, uma fung¢ao de Morse 6tima definida num né
e no no trivial causarda a mesma decomposicao. Além disso, se considerarmos
somente o numero de células criticas, e nao suas incidéncias, nao podemos
distinguir entre um toro e uma garrafa de Klein (figuras 5.10). O tipo de
homotopia pode fazer tal distingao. Entretanto, ndés sabemos do teorema
3.16/ que dao uma caracterizacao integral das esferas. Finalmente, os ntimeros
de Morse sao mais precisos do que os numeros de Betti: considere a esfera
homolégica de Poincaré. O niimero de Morse para este espago nao pode ser 1-
0-0-1, como os nimeros de Betti, porque a esfera homoldgica nao é homotopica
a uma esfera. De fato, nosso algoritmo do capitulo/6 da a resposta 6tima 1-2-2-1

(o grupo fundamental possui 2 geradores).
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Aqueles numeros de Morse poderiam ser vistos como uma informacao

entre a homologia e a homotopia simples.

5.3.2
Prova da invariancia para 3—variedades

Os numeros discretos de Morse sao ligados a homotopia simples. Para
provar sua invariancia, poderiamos provar que complexos celulares topologica-
mente equivalentes sao simplesmente homotdpicos, e que os espacos simples-
mente homotdpicos tém os mesmos nimeros de Morse discretos. Infelizmente,
a primeira afirmacao nao é verdade no caso geral. Usaremos os seguintes te-
oremas, cujas demonstracoes podem ser encontradas respectivamente dentro
[27] o [5 25.1].

Teorema 5.12 (Hauptvermutung para 3—variedades) Qualquer par de

triangulacoes de uma 3—-variedade topolégica tem uma subdivisao em comum.

Teorema 5.13 Se K, é uma subdivisao de K, entao K e K, sao simplesmente

homotopicos.
A prova da invariancia segue agora:

Teorema 5.14 (Invariancia dos nimeros de Morse discretos) Sejam
K e L dois complexos celulares sobre 3—variedades homeomorfas. Entao para

todo p, M, (K) = M, (L).

Prova. Seja f uma fungao de Morse discreta 6tima definida em K. Provaremos
o teorema pelo absurdo. Suponhamos que o nimero de Morse de indice n de
L seja maior do que o de K: M,, (L) > m, (f). Vamos construir uma fungao
de Morse discreta g em L com o mesmo numero de elementos criticos que f.

Pelo teorema .12, existe uma subdivisao comum a K e L. Podemos
deduzir do teorema 5.13 que L pode ser obtida a partir de K por um niimero
finito de colapsos e extensoes.

Se M, é uma extensao de M, e f é uma fungao de Morse discreta definida
em M, sabemos da secao [3.2.3 que podemos definir uma funcao de Morse
discreta f, em M, com o mesmo numero de elementos criticos que f. Se M
colapsa em M, , sabemos pela proposicao 3.15 que podemos estender f, em M
sem adicionar um elemento critico.

Conseqilientemente, nés podemos construir uma funcao de Morse discreta
g em L com o mesmo numero de elementos criticos que f. isto da uma

contradigao a suposigao que M,, (L) > m,, (f). O
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Construcao de funcoes de Morse discretas

6.1

Estrutura de dados

Neste capitulo, queremos construir uma fungao de Morse discreta num

complexo celular K. Tal fun¢ao atribui a cada célula de K um valor real, entao

precisamos pelo menos uma estrutura de célula e uma entrada para cada célula.

A estrutura da célula sera composta dos seguintes campos:

um identificador (unsigned long)

a dimensao (unsigned char)

o valor da funcao de Morse (unsigned long)

o valor do campo gradiente discreto (0 ou identificador da célula)
uma lista com os identificadores das células da estrela

uma lista com os identificadores das células do bordo

um indicador para indicar se a aresta é uma linha numa hiperfloresta
um indicador “nao-regular”

um indicador “lago”

um indicador “critico”

um indicador “visitado” para a travessia no grafo

um identificador de componente para a criacao da floresta

O identificador de componente sera usado quando incluir a geometria

para criar uma floresta geradora minima, e usado como uma estrutura uniao—

busca [31]. Uma estrutura de complexo celular serd uma matriz com cada célula

por dimensao. Usaremos também uma matriz com as coordenadas dos vértices

para visualizar aqueles modelos.
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6.2
Algoritmos para a construir funcoes Morse discretas a partir de uma
hiperflorestas

Os algoritmos introduzidos aqui sao extensoes do algoritmo da secao 4.2.
Sao também uma dedugao natural da teoria desenvolvida no capitulo 5.

Os algoritmos processam cada camada ou camada dual do diagrama
de Hasse. Para cada uma delas, eles definem uma hiperfloresta extraida do
hipergrafo associado & camada. Depois, eles dao uma orientacao a essas
hiperflorestas, i.e. definem um campo gradiente discreto. Ao mesmo tempo,

os algoritmos podem definir a fungao de Morse discreta em cada célula.

6.2.1
Hipergrafo das componentes regulares

Construir uma hiperfloresta numa componente regular pode ser feito da
mesma maneira que se constréi uma arvore geradora [17]. O problema reside
nas hiperlinhas que ligam estas componentes regulares. Podemos representa-
los, de novo, com um hipergrafo. Esta reducao é o principio de uma das

heuristicas da secao 6.4.2.

Defini¢ao 6.1 (Hipergrafo das componentes regulares) Seja H um hi-
pergrafo. O hipergrafo C (H) das componentes regulares de H é o hipergrafo
com um no para cada componente reqular de H, e cujas hiperlinhas sdo o0s

lagcos e as hiperlinhas nao—requlares de H.

o/O Q Q
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Figura 6.1: Uma 1/0-hiperfloresta Figura 6.2: O hipergrafo das compo-
de uma pilha de 3 x 3 x 1 cubos. nentes regulares da figura 6.1.

Observe que o hipergrafo das componentes regulares de uma hiperfloresta
HF também é uma hiperfloresta (cf figuras 6.1/ e 6.2)). Nesse caso, sabemos da
secao 5.2.3 que ha exatamente r — h p—células criticas, onde r é o nimero de
componentes regulares de uma p/g-hiperfloresta, e | seu nimero de lagos e

hiperlinhas nao-regulares.
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6.2.2
Escolha das raizes

Para uma hiperfloresta H F' dado, processaremos seus componentes regu-
lares da raiz até as folhas. Conseqilientemente, precisamos escolher uma com-
ponente regular R na hiperfloresta C (H F') das componentes regulares de HF'.

Em cada componente conexa de C (H F'), hd uma componente critica R ou
pelo menos um laco incidente a uma componente regular R. Caso contrario, ela
teria o mesmo numero de nos e de hiperlinhas nao-regulares. Como um né s6
pode ser a fonte de apenas uma hiperlinha, C (H F’) possuiria um hipercircuito.
Mas C (HF') é uma hiperfloresta, o que gera uma contradicao.

Em cada componente regular R, escolheremos uma raiz. Se a componente
for uma componente critica, a raiz pode ser qualquer n6 de R. Se a componente
nao for critica, sabemos da definicao 5.9 que exatamente um né é a fonte de
um laco ou de uma hiperlinha nao-regular. A raiz de R serd esse no.

A componente regular raiz R e as raizes das componentes regulares
podem ser escolhidas entre os diferentes nés incidentes a um lago para satisfazer

a restrigoes geométricas (cf secao 6.4.4).

6.2.3
Construcao de um campo gradiente discreto
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Figura 6.3: Uma parte de uma hi- Figura 6.4: Orientacao do hipergrafo
perfloresta 2/1 de S? x S'. da figura 6.3,

Para cada componente regular R, precisamos casar cada um dos seus
nos, exceto um se R for critica. Por exemplo, figura 6.4 mostra o resultado
deste processamento no modelo da figura [6.3. Escolhemos primeiramente um
no raiz na componente como descrito na secao [6.2.2. Casamos depois as folhas
de R com a sua tnica linha incidente. Considerando R") como sendo composta
pelos nés e das linhas nao casadas de R, casamos as folhas de R com a sua
tinica linha incidente. Repetiremos o processo em R como sendo composta
pelos elementos nao casados de R, e assim por diante.

Apbs este processamento, o ultimo né é a raiz. Se a componente for

critica, essa fica nao casada e o no raiz serd critico. Se a componente nao for
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critica, casamos este no raiz com a sua hiperlinha nao regular ou o seu lago
incidente. Assim, cada hiperlinha da hiperfloresta e cada né, exceto um para

cada componente critica, tera sido casado.

6.2.4
Construcao de uma funcao de Morse discreta

Discutiremos as diferentes heuristicas usadas para a criacao de hiperflo-
restas na secao 6.4, Dependendo da heuristica usada, dois tipos de hiperflores-
tas podem aparecer: hiperfloresta direta (do tipo p/(p+1)) e hiperfloresta dual
(do tipo (p+1)/p).

Hiperfloresta direta. Numa hiperfloresta direta HF', os nds represen-
tam células de dimensao menor que a dimensao das células representadas pelas
hiperlinhas. Conseqiientemente, cada né de HF deve ser atribuido um valor
menor do que as suas linhas incidentes. Isto serd chamado de construgao pri-
maria.

Hiperfloresta dual. Numa hiperfloresta direta H F’, os ns representam
células de dimensao maior que a dimensao das células representadas pelas
hiperlinhas. Conseqiientemente, cada né de HF' deve ser atribuido um valor
maior do que as suas linhas incidentes. Podemos transformar a construcao
primaria para satisfazer essa observacao, bastando considerar a funcao de

Morse discreta g : * — C — f(x), e escolhendo C' de tal forma que Img = Imf.

TN

Figura 6.5: A distancia em linhas num pequeno exemplo de arvore.

Dentro da componente regular raiz R de HF', atribuimos o valor ¢ para
o n6 raiz e o seu lago ou hiperlinha nao-regular incidente se existir (cf segao
6.2.2). Depois, atribuimos a cada né de R a sua distancia em linhas (cf figura
6.5) do né raiz de R adicionado de ¢, e a cada linha de R o valor méximo dos
seus dois noés incidentes, da mesma maneira que na etapa 4 do algoritmo da

secao 4.2.
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Se a componente regular raiz R for isolada em C(HF'), ja terfamos
atribuido todos os elementos de C (HF'). Se essa componente raiz nao estiver
isolada, repetimos o processo acima numa componente regular incidente a essa
componente raiz, com o valor inicial de ¢ igual ao maior valor ja atribuido na
hiperfloresta. Processando cada componente conexa de C (H F’) dessa maneira,
atribuimos a cada elemento de HF' o valor da funcao de Morse discreta.

Entretanto, para assegurar as desigualdades da definicao 3.6, devemos
evitar que uma célula de uma outra camada do hipergrafo interfira com as
células do hipergrafo que consideremos. Uma maneira simples de conseguir
isso é de dar ao valor inicial de ¢ o numero de células de K de dimensao
inferior ou igual a p.

Observe que esta funcao de Morse discreta tera os mesmos elementos
criticos que o campo gradiente discreto da secao 16.2.3. Isto dd4 uma outra
prova do teorema 3.9: considerando um campo gradiente discreto, podemos
construir seu diagrama de Hasse e uma colecao de hiperflorestas diretas das
camadas 0/1, 1/2..., (n-1)/n. Entao nés podemos construir a fungao de Morse

discreta como acima, e provamos assim o teorema.

6.3
Consideracoes sobre otimalidade

A parte mais dificil do algoritmo é criar a hiperfloresta. Como nés vimos
nas secgoes 6.2.3 e [6.2.4, nao necessitamos nos importar com a orientagao.
Nosso objetivo ¢é alcancar a otimalidade. Infelizmente, isto nao é possivel em
tempo polinomial (a menos que P=NP). Além disso, nds vimos na secao [3.4.3
que qualquer aproximagao polinomial pode dar um resultado arbitrariamente
longe do 6timo. Conseqiientemente, nds escolhemos estender nosso algoritmo

do capitulo 4, que é provado ser 6timo para 2—variedades.
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6.3.1
Validez da otimizacao local

Como vimos na secao 5.3, o nimero minimo de células criticas é um
invariante, pelo menos para 3-variedades. Conseqiientemente, maximizar o
numero de hiperlinhas em cada camada do diagrama de Hasse dd o méaximo

global:

6.6(a): Modelo inicial 6.6(b): C4 6.6(c): Cy

Figura 6.6: Um espaco contratil e os complexos celulares complementares C'
e (5 de duas hiperflorestas HF; e HF, definidas nele.

Considere duas diferentes n/(n-1)-hiperflorestas HF, e HF, dando o
mesmo numero de células criticas (ou de componentes criticas). Agora, seja
C1 e (5 os dois complexos celulares representados por células de dimensao
inferiores ou iguais a n e cujas (n-1)-células nao pertencem a HF; e HF
respectivamente (cf figura 6.6). Dos teoremas3.10 e [3.11, C e C5 tém o mesmo
tipo de homotopia simples. Conseqiientemente, tém o mesmo nimero discreto
de Morse. Deduzimos por inducao que, no caso das 3—variedades, maximizar
o numero de hiperlinhas em cada hiperfloresta gera uma funcao de Morse

discreta 6tima.

6.3.2
Componentes regulares

Cada componente regular R de H é determinado antes de qualquer
construcao de H F'. Para qualquer hiperfloresta H F', considere o grafo simples
RT cujos noés sao os n nés de R e cujas linhas sao as hiperlinhas regulares de
HF incidentes aqueles nés. Como R é uma componente regular de H, nao ha
hiperlinha regular incidente a um n6 de R e a um né fora de R, entao RT
é bem definido. Como HF' é um a hiperfloresta, nao ha nenhum circuito em
RT: RT é uma colegao de k arvores. Entao RT tem (n — k) linhas. O nimero
maximo de linhas serd entao para k£ minimo, i.e. quando RT for uma arvore
(conexa) s6. Este 6timo pode ser alcangado construindo uma &rvore geradora

em cada componente regular de H [17].



Construgao de funcoes de Morse discretas 74

6.3.3
Lacos

®) @) O O

Figura 6.7: Substituindo uma hiperlinha nao-regular por um lago.

Cada componente conexa de C (HF') é critica ou incidente a um lago ou a
uma hiperlinha nao-regular. O problema das hiperlinhas regulares foi resolvido
de maneira 6tima, e nds queremos agora maximizar o numero de lacos e de
hiperlinhas nao-regulares de HF. Se uma componente critica for incidente a
um lago em H, entao adicionar este laco a HF gera outra hiperfloresta com
uma hiperlinha a mais e uma componente critica a menos. Se uma componente
regular for incidente a um laco [ em H e a uma hiperlinha nao-regular nl em
H e HF'| entao substituindo nl por [ em HF' gera uma outra hiperfloresta com
o mesmo numero de hiperlinhas (e menos riscos de criar hipercircuitos). Esse
processamento ¢é ilustrado na figura 6.7. Conseqiientemente, podemos sempre
gerar uma hiperfloresta H F' com o maior niimero possivel de hiperlinhas de tal
forma que cada componente regular incidente a um laco em H seja incidente

a um laco em HF.

6.4
Diferentes heuristicas

O/

Figura 6.8: Detalhe da insercao de uma hiperlinha na hiperfloresta dual
surgindo de um modelo de toro sélido.

Na secao 6.3, provamos que alcangar um campo gradiente discreto étima

pode ser obtidos, pelo menos para 3—-variedades, maximizando o nimero de
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hiperlinhas das hiperflorestas H F' extraidas das camadas H do diagrama de
Hasse (definigao 5.1). Este maximo sempre pode ser alcangado, para cada
componente regular R de H, gerando uma &arvore geradora, adicionando as
linhas desta arvore a HF', e se R for incidente a um laco, adicionando—o a HF'.
Depois, podemos processar as hiperlinhas nao-regulares H. Queremos que H F’
tenha o maior niimero possivel de hiperlinhas, porque isso minimizard o niimero
de células criticas. Por exemplo, adicionar a hiperlinha no lado esquerdo da
figura [6.8 permite casar o n6 da esquerda. Assim, havera menos nés criticos

(nao casados).

6.4.1
Esboco do algoritmo

Devemos primeiramente escolher quais camadas do diagrama de Hasse
processaremos. De fato, podemos processar todas elas, independentemente da
sua representacao direta ou sua dual do hipergrafo. Sabemos que o pseudografo
dual de uma variedade nao tem hiperlinha nao-regular, e que o hipergrafo
direto da primeira camada é um grafo simples. Esses dois casos simples po-
deriam ser uteis porque construcao de hiperflorestas é linear nos pseudografos
e quadratica para hipergrafos gerais. Por exemplo, um modelo volumétrico
podia ser processado pela seguinte seqiiéncia de camadas: 0/1.1/2.3/2; ou
3/2.2/1.0/1.

Neste trabalho, todos os algoritmos para extrair uma hiperfloresta H F
de um hipergrafo H executam as seguintes etapas (cf figuras 6.9(a), |6.9(b) e
fig:s2xsl 2):

1. Inicie HF' com os nés de H.
2. Gere uma arvore geradora em cada componente regular de H.
3. Adicione todas as arestas dessas arvores a HF'.

4. Se uma componente regular for incidente a alguns lacos, adicione um

deles a HF'
5. Processe as hiperlinhas nao-regulares de H.

As 4 primeiras etapas do algoritmo sao lineares, e garantidas serem
6tima em todos os casos. A tultima etapa requer alguma heuristica como sera

detalhado em seguir.
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6.9(a): etapas 1-3: Floresta com as componentes regulares

?: 3 <
Py T

6. 9(b) etapa 4: Adlgao de lacos

//

°/°\°\o
O\O\O\o

Vo
X\ AV
7

6.9(c): etapa 5 Ad1(;ao de hlperhnhas nao regulares

Figura 6.9: Etapas do algoritmo numa parte da hiperfloresta 2/1 de S? x S*.

6.4.2
Simplificacao de hipergrafos

Seja HF' a hiperfloresta sendo criada a partir do hipergrafo H. H4 uma
célula critica em H F para cada uma das suas componentes criticas (proposigao
5.10).

H& um caso ébvio para hiperlinhas nao-regulares. Uma hiperlinha nao—
regular nl pode criar um hipercircuito numa componente regular R quando é
incidente mais de uma vez a R!, e quando a fonte de nl é um né de R. Uma
hiperlinha pode ser adicionada a H F' somente se ¢ incidente a pelo menos uma
componente critica. Se uma hiperlinha cria um laco em todas as componentes
criticas de HF' a qual esta incidente, podemos remove-la de H porque nunca

vai fazer parte de H F'. Esse critério é satisfeito se a hiperlinha nao for incidente

thiperlinhas sdo familias de nés, e ndo conjuntos de nés
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a uma componente critica.

H& duas configuracoes 6bvias para uma componente regular R de H:
quando a componente regular é incidente a um laco e quando for incidente a
somente uma hiperlinha. No primeiro caso, podemos adicionar o lago a HF',
e remover R e o seu laco de H (etapa 4). O segundo caso, se a hiperlinha
nao criar um hipercircuito em R, a adicionamos a HF', e removemos R e esta

hiperlinha de H. Os dois grafos da figura 6.7 sao ébvios nesse sentido.

Figura 6.10: Simplificagbes sucessivas de um hipergrafo (3 por a etapa).

Simplificar completamente o hipergrafo C (H) das componentes regula-
res (cf se¢ao 6.2.1) requer um tempo de execugao quadrético (cf figura [6.10).
Entretanto, se algumas hiperlinhas de C (HF) nao forem removidas, precisa-
mos de algum processamento adicional para concluir. Podemos ou usar um
algoritmo exponencial para alcangar otimalidade, se o tamanho do hipergrafo

o permite, ou usar uma das outras heuristicas para completar a hiperfloresta.

6.4.3
Métodos gulosos

Seja HF' a hiperfloresta que estd sendo criada a partir do hipergrafo
H. Podemos tentar adicionar as hiperlinhas de H a HF na ordem que
aparecem apoOs uma prévia ordenacao. Os critérios para uma hiperlinha nao
ser adicionada a HF' (e para ser removido de H) sao os casos 6bvios da segao
6.4.2: quando é incidente mais de uma vez a cada componente critica incidente.

A prioridade nas arestas (que aparece na ordenagao) pode ser completa-
mente arbitraria, porque nao ha nenhuma aproximacao polinomial boa. Tes-

tamos 3 delas:

— numero minimo de componentes regulares incidentes.
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— numero minimo de componentes criticas incidentes em HF'.

— numero maximo de componentes nao—criticas incidentes em HF'.

O problema que aparece com esses critérios é que a prioridade deve
ser calculada cada vez que uma hiperlinha é adicionada & HF (porque
alguns componentes mudam de estado entre critica a nao—critica). Assim as

complexidades de tais heuristicas sao quadraticas, como aquela da secao 6.4.2.

6.4.4
Adicionando informacoes geométricas

Do mesmo jeito que no algoritmo do capitulo 4! (cf segao 6.4.4), podemos
impor algumas restrigoes sobre fungoes de Morse discretas. Entretanto, existe
uma diferenca com esse caso: a geometria pode influenciar o resultado, porque
a hiperfloresta de uma camada sera diferente se a hiperfloresta da camada
anteriormente processada corresponde a um minimo geométrico (cf tabelas
6.21 a 6.26).

Ha4 diferentes restri¢oes que podemos adicionar sobre a hiperfloresta H F":

A arvore geradora das componentes regulares de H F' pode ser escolhida

como sendo uma arvore geradora minima.

— Os lacos adicionados as componentes regulares de H F' podem minimizar
a mesma funcgao, a fim de ter a raiz das arvores geradora em uma posicao

minima.

As raizes das arvores geradoras das componentes criticas de HF podem

também estar numa posicao minima.

— As prioridades usadas nas heuristicas gulosas (cf segao 6.4.3) podem ser

derivadas da mesma fungao geométrica.

6.11(a):  Sem  restrigdes 6.11(b): Distdncia minima & 6.11(c):  Coordenada  Z
geométricas origem minima

Figura 6.11: Campos gradientes discretos com restrigdes geométricas.
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6.5
Resultados

HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl

Direto 1208 530 14 402
Dual 7258 728 8 934

Sim Direto 3580 658 50 702
Sim Dual 3842 266 6 722

Tabela 6.1: Numero de células redundantes para cada método, no painel dos
modelos das tabelas 6.2 e 6.3. Morse Robusto: 56.

Comparamos as diferentes heuristicas da secao 6.4 em dois tipos de
modelos: os exemplos de Hachimori [15] (principalmente nao—construtiveis, cf
tabela 6.2) e outros modelos volumétricos do laboratério Mat&Midia (tabela

6.3). As diferentes heuristicas que implementamos sao:

— Direto: prosseguindo as camadas 0/1, 1/2, 2/3.

— Dual: prosseguindo as camadas 3/2, 2/1, 1/0.

— Sim Direto: prosseguindo as camadas 0/1, 1/2, 3/2.

— Sim Dual: prosseguindo as camadas 3/2, 2/1, 0/1.

— HG Simpl: somente simplificando o hipergrafo, sem pdés—processamento.

— Min Def: prioridade as hiperlinhas incidentes ao menor ntmero de

componentes criticas.
— Min Deg: prioridade as hiperlinhas de grau minimo.

— Max Cpl: prioridade as hiperlinhas incidentes ao maior ntumero de

componentes nao—criticas.

Adicionamos uma comparacao simples chamada “Morse Robusto”, que é uma
versao refor¢ada de Direto/Min Def. O algoritmo é 6timo para superficies no
caso de Sim Dual. Os resultados daqueles processamentos sao dados na tabela
6.1. Os resultados detalhados aparecem nas tabelas 6.4 a 6.26.

Para ilustrar o efeito das restrigoes geométricas na criacao das hiperflo-
restas, aplicamos diferentes restrigoes geométricas nos modelos volumétricos
da tabela 6.3:

— Sem restricoes geométricas: as hiperlinhas aparecem na ordem da im-

portacao modelo (cf figura 6.11(a)).
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— Distancia minima a origem: as hiperlinhas sao ordenadas primeiramente

pela distancia a um ponto de referéncia, e as arvores geradoras sao

geometricamente minimas, com a raiz a mais préxima da origem (cf

figura 6.11(b)).

— Coordenada Z minima: as hiperlinhas sao ordenadas primeiramente pela

altura, e as arvores geradoras sao geometricamente minimas, com a raiz

na menor altura possivel (cf figura 6.11(c)).

Modelo Topologia Numero de células | Euler | Robusto Melhor Morse
bing 3 bola (480,2511,3586,1554) | 1 | (1.22,0)  (LL1,1,0)
bjorner plano pro- (6,15,11) 2 (1,0,1)

jetivo  +

uma face
c-ns contritil (12,37,26) 1| (1,2,2) (1,1,1)
c-ns2 contratil (13,39,27) 1 (1,2,2) (1,0,0)
c-ns3 contratil (10,31,22) 1 (1,1,1)
dunce hat Dunce hat (8,24,17) 1 (1,1,1)
gruenbaum 3-bola (14,54,70,29) 1 (1,0,0,0)
knot 3 hola (380,1929,2722,1172) | 1 | (1,1,1,0)
lockerberg 3—esfera (12,60,96,48) 0 (1,0,0,1)
mani-walkup- | 3-esfera (20,126,212,106) 0 (1,0,0,1)
C
mani-walkup- | 3—esfera (16,106,180,90) 0 (1,0,0,1)
D
nonextend contratil (7,19,13) 1 (1,1,1) (1,0,0)
poincare esfera ho- (16,106,180,90) 0 (1,2,2)1)

mologica
projective plano pro- (6,15,10) 1 (1,1,1)

jetivo
rudin 3-bola (14,66,94,41) 1 (1,0,0,0)
simon contratil (7,20,14) 1 (1,1,1) (1,0,0)
ziegler 3-esfera (10,38,50,21) 1| (1,000

Tabela 6.2: Resultados nos modelos de Hachimori [15].
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Modelo Topologia | Numero de células | Euler | Robusto Melhor Morse
Pilha de cu- | contratil (572,1477,1266,360) 1 (1,0,0,0)

bos

s2xsl 52 x St (192,588,612,216) 0 (1,3,4,2) (1,1,1,1)
s3 3—esfera (162,522,576,216) 0 (1,1,1,1) (1,0,0,1)
solid 2sphere | 2-esfera (64,144,108,26) 2 (1,0,1,0)

Furch knot- | 3-bola (600,1580,1350,369) 1 (1,1,1,0)

ted ball

Tabela 6.3: Resultados em modelos volumétricos.
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HG Simpl Min Deg Min Def ~ Max Cpl
Direto (1,526,572,46)  (1,119,119,0) (1,1,1,0)  (1,84,88,4)
Dual (410,1084,675,0) (32,186,155,0) (3,5,3,0) (40,179,140,0)

Sim Direto  (1,526,526,0)  (1,119,119,0) (1,1,1,0) (1,84,84,0)
Sim Dual  (1,675,675,0)  (1,155,155,0) (1,3,3,0) (1,140,140,0)

Tabela 6.4: bing. Células: (480,2511,3586,1554). Morse Robusto: (1,2,2,0).

HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl

Direto (1,1,2) (1,0,1) (1,0,1) (1,0,1)
Dual (2,2,2) (1,0,1) (1,0,1) (1,0,1)
Sim Direto (1,0,1) (1,0,1) (1,0,1) (1,0,1)
Sim Dual (1,1,2) (1,0,1) (1,0,1) (1,0,1)

Tabela 6.5: bjorner. Células: (6,15,11). Morse Robusto: (1,0,1).

HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl

Direto (1,8,8) (1,2,2) (1,2,2) (1,1,1)
Dual (2,2,1) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
Sim Direto (1,3,3) (1,2,2) (1,2,2) (1,2,2)
Sim Dual (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
Tabela 6.6: c-ns. Células: (12,37,26). Morse Robusto: (1,2,2).

HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl

Direto (1,3,3) (1,2,2) (1,2,2) (1,2,2)
Dual (3,2,0) (1,0,0) (1,0,0) (1,0,0)
Sim Direto (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
Sim Dual (1,0,0) (1,0,0) (1,0,0) (1,0,0)

Tabela 6.7: c-ns2. Células: (13,39,27). Morse Robusto: (1,2,2).

HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl

Direto (1,5,5) (1,2,2) (1,1,1) (1,1,1)
Dual (2,2,1) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
Sim Direto (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
Sim Dual (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)

Tabela 6.8: ¢-ns3. Células: (10,31,22). Morse Robusto: (1,1,1).
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HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl

Direto (1,7,7) (1,2,2) (1,1,1) (1,2,2)
Dual (2,2,1) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
Sim Direto (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
Sim Dual (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)

Tabela 6.9: dunce hat. Células: (8,24,17). Morse Robusto: (1,1,1).

HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl

Direto (1,5,5,0) (1,0,0,0) (1,0,0,0) (1,1,1,0)
Dual (10,18,9,0) (1,2,2,0) (1,0,0,0) (1,1,1,0)
Sim Direto (1,5,5,0) (1,0,0,0) (1,0,0,0) (1,1,1,0)
Sim Dual (1,9,9,0) (1,2,2,0) (1,0,0,0) (1,1,1,0)

Tabela 6.10: gruenbaum. Células: (14,54,70,29). Morse Robusto: (1,0,0,0).

HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl
Direto (1,408,439,31) (1,83,83,0)  (1,2,2,0)  (1,75,77,2)
Dual (270,734,465,0) (25,134,110,0) (2,3,2,0) (21,120,100,0)

( )
Sim Direto  (1,408,408,0)  (1,83,83,0) (1,2,2,0) (1,75,75,0)
Sim Dual  (1,465,465,0)  (1,110,110,0) (1,2,2,0) (1,100,100,0)

Tabela 6.11: knot. Células: (380,1929,2722,1172). Morse Robusto: (1,1,1,0).

HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl

Direto (1,7,20,14) (1,2,3,2) (1,0,0,1) (1,0,0,1)
Dual (11,23,13,1) (1,2,2,1) (1,0,0,1) (1,2,2,1)
Sim Direto (1,7,7.1) (1,2,2,1) (1,0,0,1) (1,0,0,1)
Sim Dual (1,13,13,1) (1,2,2,1) (1,0,0,1) (1,2,2,1)

Tabela 6.12: lockeberg. Células: (12,60,96,48). Morse Robusto: (1,0,0,1).

HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl
Direto (1,31,68,38) (1,10,16,7) (1,0,0,1) (1,5,7,3)
Dual (19,56,38,1) (2,11,10,1) (1,0,0,1) (2,9,8,1)
Sim Direto (1,31,31,1) (1,10,10,1) (1,0,0,1) (1,5,5,1)
Sim Dual (1,38,38,1) (1,10,10,1) (1,0,0,1) (1,8,8,1)

Tabela 6.13: mani-walkup-C. Células: (20,126,212,106). Morse Robusto:

(1,0,0,1).
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HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl
Direto (1,26,58,33) (1,7,10,4) (1,0,0,1) (1,2,4,3)
Dual (16,54,39,1) (2,8,7,1) (1,0,0,1) (1,9,9,1)
Sim Direto (1,26,26,1) (1,7,7,1) (1,0,0,1) (1,2,2,1)
Sim Dual (1,39,39,1) (1,7,7,1) (1,0,0,1) (1,9,9,1)

Tabela 6.14: mani-walkup-D. Células: (16,106,180,90). Morse Robusto:
(1,0,0,1).

HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl

Direto (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
Dual (2,1,0) (1,0,0) (1,0,0) (1,0,0)
Sim Direto (1,0,0) (1,0,0) (1,0,0) (1,0,0)
Sim Dual (1,0,0) (1,0,0) (1,0,0) (1,0,0)

Tabela 6.15: nonextend. Células: (7,19,13). Morse Robusto: (1,1,1).

HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl
Direto (1,28,63,36) (1,9,12,4) (1,2,3,2) (1,7,10,4)
Dual (14,47,34,1) (2,12,11,1) (1,2,2,1) (3,12,10,1)
Sim Direto (1,28,28,1) (1,9,9,1) (1,2,2)1) (1,7,7,1)
Sim Dual (1,34,34,1) (1,11,11,1) (1,2,2,1) (1,10,10,1)

Tabela 6.16: poincare. Células: (16,106,180,90). Morse Robusto: (1,2,2,1).

HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl

Direto (1,2,2) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
Dual (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
Sim Direto (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
Sim Dual (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)

Tabela 6.17: projective. Células: (6,15,10). Morse Robusto: (1,1,1).

HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl

Direto (1,11,12,1) (13300 (10000  (1,1,1,0)
Dual (12,29,18,0) (1,4,4,0) (1,0,0,0) (1,4,4,0)
Sim Direto (1,11,11,0) (1,3,3,0) (1,0,0,0) (1,1,1,0)
Sim Dual (1,18,18,0) (1,4,4,0)  (L,0,0,0)  (1,4,4,0)
Tabela 6.18: rudin. Células: (14,66,94,41). Morse Robusto: (1,0,0,0).
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HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl
Direto (1,4,4) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
Dual (1,0,0) (1,0,0) (1,0,0) (1,0,0)
Sim Direto (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
Sim Dual (1,0,0) (1,0,0) (1,0,0) (1,0,0)

Tabela 6.19: simon. Células: (7,20,14). Morse Robusto: (1,1,1).

HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl
Direto (1,3,3,0) (1,0,0,0) (1,0,0,0) (1,0,0,0)
Dual (7,12,6,0) (1,1,1,0) (1,0,0,0) (1,0,0,0)
Sim Direto (1,3,3,0) (1,0,0,0) (1,0,0,0) (1,0,0,0)
Sim Dual (1,6,6,0) (1,1,1,0) (1,0,0,0) (1,0,0,0)

Tabela 6.20: ziegler. Células: (10,38,50,21). Morse Robusto: (1,0,0,0).

HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl

Direto (1,258,303,45)  (1,56,66,10) (1,0,0,0) (1,64,74,10)
Dual (199,327,129,0)  (12,35,24,0) (1,0,0,0)  (14,28,15,0)
Sim Direto (1,258,258,0) (1,56,56,0) (1,0,0,0) (1,64,64,0)
Sim Dual (1,129,129,0) (1,24,24,0) (1,0,0,0) (1,15,15,0)

(a) Sem restrigdes geométricas
Direto (1,20,20,0) (1,0,00)  (1,0,0,0)  (1,3.3,0)
Dual (48,73,26,0) (1,0,0,0) (1,0,0,0) (5,6,2,0)
Sim Direto (1,20,20,0) (1,0,0,0) (1,0,0,0) (1,3,3,0)
Sim Dual (1,26,26,0) (1,0,0,0) (1,0,0,0) (1,2,2,0)

(b) Distancia minima & origem
Direto (1,32,32,0) (1,3,3,0) (1,0,0,0) (1,2,2,0)
Dual (126,228,103,0) (8,17,10,0) (1,0,0,0) (9,14,6,0)
Sim Direto (1,32,32,0) (1,3,3,0) (1,0,0,0) (1,2,2,0)
Sim Dual (1,103,103,0) (1,10,10,0) (1,0,0,0) (1,6,6,0)

(¢) Coordenada Z minima

Tabela 6.21: Pilha de Cubos. Células: (572,1477,1266,360). Morse Robusto:
(1,0,0,0).
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HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl
Direto (1,104,216,113) (1,20,27,8) (1,1,1,1) (1,24,31,8)
Dual (99,208,110,1) (8,28,21,1) (1,1,1,1) (8,33,26,1)
Sim Direto (1,104,104,1) (1,20,20,1) (1,1,1,1) (1,24,24,1)
Sim Dual (1,110,110,1) (1,21,21,1) (1,1,1,1) (1,26,26,1)
(a) Sem restrigdes geométricas
Direto (1,53,103,51) (1,6,8,3) (1,1,1,1) (1,10,15,6)
Dual (6,8,3,1) (1,1,1,1) (1,1,1,1) (1,1,1,1)
Sim Direto (1,53,53,1) (1,6,6,1) (1,1,1,1) (1,10,10,1)
Sim Dual (1,3,3,1) (1,1,1,1) (1,1,1,1) (1,1,1,1)
(b) Distancia minima & origem
Direto (1,69,124,56) (1,12,15,4) (1,1,1,1) (1,16,24,9)
Dual (32,79,48,1) (1,1,1,1) (1,1,1,1) (2,11,10,1)
Sim Direto (1,69,69,1) (1,12,12,1) (1,1,1,1) (1,16,16,1)
Sim Dual (1,48,48,1) (1,1,1,1) (1,1,1,1) (1,10,10,1)

(¢) Coordenada Z minima

Tabela 6.22: s2xsl. Células: (192,588,612,216). Morse Robusto: (1,3,4,2).

HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl

Direto (1,73,154,82) (1,11,16,6) (1,0,0,1) (1,12,18,7)
Dual (74,166,93,1) (6,18,13,1) (1,1,1,1) (7,20,14,1)
Sim Direto (1,73,73,1) (1,11,11,1) (1,0,0,1) (1,12,12,1)
Sim Dual (1,93,93,1) (1,13,13,1) (1,1,1,1) (1,14,14,1)

(a) Sem restrigoes geométricas
Direto (1,99,208,110) (1,20,26,7) (1,1,1,1) (1,11,17,7)
Dual
Sim Direto (1,99,99,1) (1,20,20,1) (1,1,1,1) (1,11,11,1)
Sim Dual

(b) Distancia minima & origem
Direto (1,44,90,47) (1,0,0,1) (1,0,0,1) (1,5,7,3)
Dual (34,66,33,1) (1,0,0,1) (1,0,0,1) (4,6,3,1)
Sim Direto (1,44,44.1) (1,0,0,1) (1,0,0,1) (1,5,5,1)
Sim Dual (1,33,33,1) (1,0,0,1) (1,0,0,1) (1,3,3,1)

(¢) Coordenada Z minima

Tabela 6.23: s3. Células: (162,522,576,216). Morse Robusto: (1,1,1,1).
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HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl
Direto (1,16,17,0) (1,2,3,0) (1,0,1,0) (1,2,3,0)
Dual (19,25,8,0) (2,1,1,0) (1,0,1,0) (1,0,1,0)
Sim Direto (1,16,17,0) (1,2,3,0) (1,0,1,0) (1,2,3,0)
Sim Dual (1,7,8,0) (1,0,1,0) (1,0,1,0) (1,0,1,0)
(a) Sem restrigdes geométricas
Direto (1,5,6,0) (1,0,1,0) (1,0,1,0) (1,0,1,0)
Dual (21,27,8,0) (1,0,1,0) (1,0,1,0) (3,2,1,0)
Sim Direto (1,5,6,0) (1,0,1,0) (1,0,1,0) (1,0,1,0)
Sim Dual (1,7,8,0) (1,0,1,0) (1,0,1,0) (1,0,1,0)
(b) Distancia minima & origem
Direto (1,1,2,0) (1,0,1,0) (1,0,1,0) (1,0,1,0)
Dual (13,16,5,0) (1,0,1,0) (1,0,1,0) (2,1,1,0)
Sim Direto (1,1,2,0) (1,0,1,0) (1,0,1,0) (1,0,1,0)
Sim Dual (1,4,5,0) (1,0,1,0) (1,0,1,0) (1,0,1,0)
(¢) Coordenada Z minima

Tabela 6.24: solid 2sphere. Células: (64,144,108,26). Morse Robusto: (1,0,1,0).

HG Simpl Min Deg Min Def Max Cpl
Direto (1,221,235,14) (1,46,47,1) (1,1,1,0) (1,47,48,1)
Dual (241,446,206,0)  (18,62,45,0) (1,1,1,0) (14,53,40,0)
Sim Direto (1,221,221,0) (1,46,46,0) (1,1,1,0) (1,47,47,0)
Sim Dual (1,206,206,0) (1,45,45,0) (1,1,1,0) (1,40,40,0)
(a) Sem restrigoes geométricas
Direto (1,52,52,0) (1,6,6,0) (1,1,1,0) (1,7,7,0)
Dual (165,302,138,0) (3,5,3,0) (1,2,2,0) (11,36,26,0)
Sim Direto (1,52,52,0) (1,6,6,0) (1,1,1,0) (1,7,7,0)
Sim Dual (1,138,138,0) (1,3,3,0) (1,2,2,0) (1,26,26,0)
(b) Distancia minima & origem
Direto (1,50,50,0) (1,9,9,0) (1,1,1,0) (1,9,9,0)
Dual (159,302,144,0)  (2,11,10,0)  (1,1,1,0)  (10,34,25,0)
Sim Direto (1,50,50,0) (1,9,9,0) (1,1,1,0) (1,9,9,0)
Sim Dual (1,144,144,0) (1,10,10,0)  (1,1,1,0) (1,25,25,0)

(¢) Coordenada Z minima

Tabela 6.25: Furch. Células: (600,1580,1350,369). Morse Robusto: (1,1,1,0).
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Conclusao e trabalhos futuros

Este trabalho foi focado na teoria discreta de Morse de Forman. Anali-
samos os elementos basicos desta teoria, e provamos a estrutura em camadas
das funcoes de Morse discretas. Representamos esta estrutura de camadas por
uma colecao de hiperflorestas e demos uma caracterizagao completa das células
criticas em termos de componentes regulares das hiperflorestas. Usamos esta
andlise para introduzir um esquema para construir funcoes de Morse discre-
tas em complexos celulares finitos de dimensao arbitraria. Esta construcao é
quadratica no tempo no pior caso, e foi provada que ela é linear e 6tima no caso
das variedades de dimensao 2. Os resultados experimentais mostraram que o
algoritmo deu um resultado 6timo na maioria dos casos. Isto abriu uma nova
pergunta: quais sao as condigoes sobre um complexo celular que asseguram
que o algoritmo fornece uma funcao 6tima.

Uma aplicacao importante deste trabalho em computacao grafica estaria
no campo da compressao geométrica. O algoritmo Grow&Fold de A. Szymczak
e J. Rossignac [30] poderia ser justificado e melhorado por nosso algoritmo
com o objetivo de minimizar o nimero de “glue faces” a fim conseguir uma
compressao mais eficiente. Esta proposta foi feita de maneira étima para o
caso de compressao de superficies com algas em [21].

Planejamos continuar este trabalho em trés diregoes. Primeiramente,
como mencionado acima, aplicar a teoria de Forman e a andlise de nosso
algoritmo para a compressao de malhas volumétricas em R™, n > 3. Tentaremos
também aplicar a teoria de Morse discreta para resolver as singularidades que
aparecem nas reconstrucoes de modelos. Finalmente, esperamos produzir um
morphing topologicamente consistente utilizando o campo gradiente discreto

de dois objetos com o mesmo tipo de homotopia.
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