Simulacao de fluidos sem malha: uma introducao ao método sph
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Figura 1: A instabilidade de Kelvin Helmholtz em fluidos bifasicos € reproduzida pelo método da projecdo SPH.
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o entendimento de estruturas discretas e suas relacdes com
o continuo no contexto de computagdo grafica. Enquanto
que as estruturas discretas fazem parte de uma matemaética
que podemos chamar de knuthiana (estrutura computacio-
nal de algoritmos) e ¢ tipica do século XX, a matematica



continua é euclideana (estrutura das transformacdes) e mi-
lenar; a relag@o entre essas duas estruturas estd longe de
ser entendida. Este esforco de entendimento da relagao do
discreto com o continuo € interdisciplinar, como é também
uma parte considerdvel de computagdo grafica, e envolve
vérias partes de matemadtica: dinAmica, geometria, topolo-
gia, andlise numérica e teoria dos grafos, combinadas com
outras de computagdo: teoria de algoritmos e programacao.

A partir de 2003 comecamos no laboratério Matmidia da
PUC-Rio um esfor¢o para simular a dindmica dos fluidos,
via a equacdo de Navier-Stokes, usando o método Smo-
othed Particle Hydrodynamics (SPH) que era natural dentro
do contexto que estdvamos explorando em outras dreas, em
particular estruturas de dados, reconstrucao de superficies e
de campos de vetores discretos e representacdo computaci-
onal de isosuperficies.

Em meados de 2004 comeg¢amos a desenvolver para
a Petrobras um software (que € de sua exclusiva pro-
priedade) para simular o processo de formagdo dos lo-
bos turbiditicos, principal formagao dos reservatdrios pe-
troliferos brasileiros, usando a técnica SPH. Este traba-
lho de construgdo do software continua sendo desenvolvido
pelo grupo Matmidia.

O Sibgrapi (Simpdsio Brasileiro de Computagao Grafica
e Processamento de Imagens), em 2006, reconheceu o
nosso esfor¢o nos premiando como melhor artigo e melhor
video (juris técnico e popular) e motivou ainda mais para
que continudssemos a nossa pesquisa. Isso nos expds a co-
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1 Introducao

Em anos recentes o acoplamento de computadores po-
derosos e instrumentos de sensoriamento tem causado um
enorme impacto na matemadtica aplicada, na fisica e nas
engenharias. Essa associacdo faz com que temas que es-
tavam ha longo tempo sem avangos significativos, agora
possam ser validados experimentalmente com um enorme
grau de precisdo. Assim, a fisica experimental troca pouco
a pouco as equagdes diferenciais pelos modelos numéricos.
Em particular em dindmica dos fluidos, os sofwares de-
correntes podem ser validados seja por comparacdo com
simula¢des feitas com diferentes técnicas numéricas, seja
por experiéncias de laboratério que lhe dém respaldo.



1 Introducao

Na matematica aplicada tradicional, os métodos
numéricos de equagdes diferenciais, ordindrias e parci-
ais, se concentraram por um longo tempo em estabelecer
as condi¢des de validade para os métodos desenvolvidos
ao longo de todo o século passado, ou seja, garantir que o
modelo discreto solucione, no limite, a equagfo diferen-
cial. Assim os métodos numéricos se tornaram de grande
precisdao mas foram perdendo a conexao com os fendmenos
fisicos que lhe originaram. Em dindmica dos fluidos a vi-
rada do século XIX para o século XX sintetizou os grandes
desenvolvimentos nos séculos anteriores em dois aspectos
fundamentais: desenvolvimentos tedricos por um lado e
experimentos em laboratério por outro. Nomes como Eu-
ler, Cauchy, Lagrange, Laplace, Poisson, Reynolds, Navier,
Stokes, Prandtl, entre muitos outros foram nomes signifi-
cativos desse periodo. Esse é o periodo da hidrodinamica
fisica, onde se procurava combinar os aspectos de modela-
gem e experimentais e que hoje € parte integral do universo
de dinamica dos fluidos. O livro Worlds of Flow [31] é um
excelente texto sobre a histéria desse periodo.

As equacdes que modelam a dindmica dos fluidos,
porém, mostraram os limites do célculo diferencial para
prever esses fendmenos complexos, deixando a hidro-
dinamica prejudicada por décadas. Mas a partir da década
de 1940, com o advento dos computadores, a simulagdo
numérica dd grande impulso a dinadmica dos fluidos e hoje
em dia é uma drea de enorme importancia.

Hoje, uma das principais caracteristicas de dindmica
dos fluidos € a sua interdisciplinaridade [S7]. Isso possi-
bilita que pesquisadores formados nessa drea possam traba-
lhar tanto na inddstria quanto na universidade. A formacio
académica exige que aquele interessado nessa drea tenha,
eventualmente, que dominar técnicas de topologia, geome-
tria e andlise acopladas a uma formacdo em computacio
cientifica e ciéncia da computacdo. E tal a sua importancia
que pesquisadores em dindmica dos fluidos trabalham atu-
almente em institutos e departamentos de matematica,
fisica, e engenharias em todo o mundo.

(a) Fisica basica dos escoamentos

Os fluidos sdo meios continuos para a mecanica newto-
niana, com a caracteristica de se deformar continuamente
quando submetido a uma tensdo de cisalhamento, ndo im-
portando o qudo pequena possa ser essa tensdo. Os fluidos
incluem os liquidos, os gases, os plasmas e, de certa ma-
neira, os solidos plasticos. Por ndo resistir a deformacao,
os fluidos apresentam a capacidade de escoar, também des-
crita como a habilidade de tomar a forma de seus recipien-
tes. Na literatura, o menor “corpo”de fluido a ser estudado
em mecanica dos fluidos € chamado de elemento de fluido.

O principal objetivo da mecanica dos fluidos é a pro-
cura do entendimento de como os elementos de fluido, se
deslocam com seus vizinhos e influenciam tanto o compor-

tamento local, quanto global do fluido. Com isto queremos
dizer que o movimento em uma regido do fluido influencia
e ¢ influenciado por aquele das regides vizinhas em escalas
locais e globais. A resisténcia ao escoamento determina em
boa parte o comportamento do fluido .

Para simular o escoamento de um fluido, precisamos ter
uma representacao fisico matematica do estado dos elemen-
tos de um fluido num certo instante de tempo, que chamare-
mos de particula. A quantidade fisica mais importante a ser
representada € a velocidade do fluido, pois a velocidade de-
termina ndo s como o préprio fluido se move, mas também
como outras quantidades fisicas do fluido, tais como densi-
dade, pressdo, temperatura, variam com o tempo. O modelo
matematico tradicional para descrever o comportamento de
um fluido € dado por um conjunto de equagdes diferenciais
parciais (EDP’s) que sdo deduzidas a partir das seguintes
leis fisicas:

— conservacdo do momento (segunda lei de Newton):
a taxa de variacdo temporal do momento de um ele-
mento de fluido € igual a resultante das forcas que
atuam sobre o elemento.

— conservagdo da massa: a massa de um elemento de
fluido € invariante com o tempo.

— conservagdo da energia (primeira lei da termo-
dindmica): a taxa de variagdo temporal da energia
em um elemento de fluido € igual a soma do fluxo
de calor para dentro do elemento com o trabalho
realizando por forcas que agem sobre o elemento.

As energias, porém, podem provir de diversos fendmenos
fisicos e serem tratadas separadamente das duas primeiras
leis acima na forma de um acoplamento [84]].

Os trés ingredientes principais na conceituagdo do esco-
amento dos fluidos sdo devido as forgas de convecgdo, a
pressdo e a viscosidade. Os trés determinam como o fluido
deve se comportar em tempos futuros uma vez dada uma
condigdo inicial e se o fluido estd ou nao confinado.

As forgas convectivas sdo devidas tanto a difusdo quanto
a adveccdo. A difusao vem de for¢as randdmicas em con-
sequéncia do movimento das moléculas do fluido e, por-
tanto é a soma de forcas que se ddo em escalas muito
pequenas. A adveccdo, por outro lado, é devida as forcgas
que acontecem nas grandes escalas como, por exemplo, um
fluido em turbuléncia ou submetido a uma fonte de calor.

A forca que provem da pressdo € expressa como gra-
diente da pressdo usual, ou seja, a variagdo espacial de
forcas transversais ao fluido por unidade de area. Essas
forcas s@o bastante influenciadas pela densidade do fluido,
assim fluidos incompressiveis tendem a ter pouca variacio
de pressao.

Por dltimo, a viscosidade é um dos ingredientes que mais
desafiam aqueles que fazem simula¢do numérica ou experi-
mentos em laboratérios. Duas caracteristicas da viscosidade
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Figura 2: Escoamento de um fluido através de um elemento
de fluido com volume AV (a) Elemento de fluido se mo-
vendo ao longo de uma linha de corrente com velocidade v
tangente a trajetoria. (b) Elemento de fluido fixo no espaco
com o escoamento passando através dele.

que tem uma importancia preponderante sao a difusdo e o
nimero de Reynolds. A difusao é definida como a variacio
espacial do gradiente da velocidade, o chamado laplaciano
da velocidade, enquanto que o nimero de Reynolds ex-
pressa, na média, a relag@o entre as forgcas convectivas e as
de difusdo.

Abordagem lagrangeana

As quantidades fisicas associadas com os elementos de
fluido variam com o tempo. Essas variagdes podem ser
descritas de uma das duas formas seguintes:

1. Descrigcdo lagrangeana: o fluido é representado por
uma cole¢@o de elementos de fluido onde cada ele-
mento de fluido se move com o escoamento (fi-
guralf(a)). Nessa descri¢do o referencial desloca-se si-
multaneamente com o elemento.

2. Descrigdo euleriana: ao invés de acompanharmos o
movimento ao longo dos elementos de fluido, fixa-
mos pontos X no espago e em seguida calculamos as
variacdes das quantidades fisicas do fluido nesses pon-
tos (figura 2(b)). Os pontos x sdo chamados de coor-
denadas espaciais.

Para relacionar essas descri¢des, precisamos primeira-
mente entender o movimento de um elemento de fluido
que ocupa um volume finito no espaco AV C R3 no ins-
tante ¢ = 0. Dado um ponto A € AV, o movimento desse
elemento € descrito através das equagoes:

x =x(A,t), com A =x(A,0);
essas equacdes descrevem a trajetéria do elemento que,
no instante ¢ = 0, ocupa a posic@o inicial A. Assim, um
elemento de fluido se move ao longo da curva t — x(At)
com uma velocidade:

ox

v =v(x(A,t),t) = g

(A1)

1(a) Fisica basica dos escoamentos
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Figura 3: Elemento de fluido se deslocando com o escoa-
mento.

O ponto A ¢é chamado de coordenada material e a trajetéria
descrita pelo elemento de fluido é chamada de linha de
corrente.

Se admitirmos que x = x(A,t) possui uma dnica
inversa, podemos trabalhar tanto com a coordenada espacial
X, quanto com a coordenada material A.

Dada uma quantidade fisica genérica do fluido ¢, a
funcdo ¢(x,t) nos conta o valor de ¢ em um elemento de
fluido que ocupa uma posi¢do x no instante ¢, lembrando
que o ponto x é uma coordenada espacial. Entdo como cal-
cular a variagdo temporal dessa quantidade em um determi-
nado elemento de fluido que se desloca com o escoamento
entre os pontos 1 e 2 (figura[3) em um intervalo de tempo
At? Mais ainda, como a variagdo temporal de um atributo
fisico em um elemento de fluido em movimento se relaci-
ona com a variacdo de um atributo em um ponto fixo no
espago, isto €, como a forma lagrangeana se relaciona com
a forma euleriana? Para responder a essas perguntas vamos
calcular o que definimos como derivada da fungio ¢(x,t)
em rela¢do ao tempo.

Usando a regra da cadeia para ¢(x(t), t) temos:

dg  0q ox
@~ oa TV
_ g
= a + V(J‘V.

Assim, definimos a derivada material, substantiva, ou total
de g através da formula:

Dq dq

— = -Vaq. 1

Dt ot TV M
0 termo 2L) ¢ chamado de derivada local. Esse termo

é responsévelapiela varia¢do da quantidade fisica em relag@o
ao tempo num ponto fixo no espago; o termo v - V( ) é
chamado de derivada convectiva e ele mede a varia¢do da
quantidade fisica de um elemento de fluido que se move de
um ponto no espaco para outro. A soma desses termos %t)

descreve a adveccdo, isto €, o mecanismo de transporte de
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Tabela 1: Equa¢des do momento (topo) e da continuidade (base) nas descri¢des euleriana e lagrangeana.

uma substincia ou uma propriedade conservada com um
fluido em movimento.

Podemos ilustrar as descri¢des eulerianana e lagrageana
através de um termdmetro. O ponto de vista euleriano se-
ria como se estivéssemos interessados na variagdo de tem-
peratura medida por um termdmetro fixo em uma parede
enquanto uma brisa de ar quente passa por ele. Enquanto
pelo ponto de vista lagrangeano, estariamos interessados na
medi¢cdo da temperatura através de um termdOmetro preso
em um baldo metereoldgico carregado pelo vento.

As descrigdes euleriana e lagrageana das equagdes de
evolugdo da velocidade e da densidade de um fluido com
certas propriedades mostradas na tabela[Ilsdo bem diferen-
tes. A equacdo na primeira linha € conhecida como equacdo
do momento, enquanto na segunda linha a equacdo é cha-
mada de equagdo da continuidade . Em ambas descrigdes,
euleriana e lagrangeana, v é a velocidade do escoamento, p
€ a densidade do fluido, f € uma forca externa que age sobre
os elementos de fluido (por exemplo, for¢a gravitacional),
w € a viscosidade do fluido, ou seja a variagdo da capaci-
dade de friccdo entre os elementos de fluido (essa varidvel
¢ determinada experimentalmente e depende do material)
€ a razdo ﬁ ¢ o nimero de Reynolds, usualmente deno-
tado por Re. As equagdes mostradas na tabela[Il em ambas
as formas, euleriana e lagrangeana, sdo conhecidas como
as equacdes de Navier-Stokes. No capitulo [3] mostraremos
com detalhes a deducdo das equagdes de Navier-Stokes.

(b) Desafios matematicos

As equagdes de Navier-Stokes apresentam desafios em
todas as dreas em que ela € investigada: tedrica, numérica,
computacional, e experimental. Essa dltima nao é abordada
nesse livro.

Do ponto de vista tedrico essas equagdes t€m sido ex-
ploradas desde a primeira metade do século passado, seja
sob restricdes matematicas ou fisicas, seja mergulhando
as equagdes de Navier-Stokes em um espago mais amplo
que permita encontrar solu¢des para todo tempo, além das
condi¢des iniciais dadas. Em geral se procuram condicdes
que garantam diferenciabilidade, unicidade, propriedades
intrinsecamente dindmicas (existéncia de atratores, por

exemplo) e propriedades estatisticas das solugdes (impor-
tantes no estudo de turbuléncia). O instituto de matematica
Clay estabeleceu com um de seus prémios do milénio “pro-
var a existéncia de solugdes tnicas diferencidveis para todo
o tempo para as equagOes de Navier-Stokes definidas em
um dominio do espago”’[43] 46, [128]].

O arsenal de técnicas de andlise numérica para
aproximacdes de equagdes diferenciais ordindrias e parci-
ais foi estabelecido no século passado. Entretanto quando
as equacdes provém da descricio de fendmenos fisicos
dindmicos suas aproximagdes ndao podem violar as leis
da fisica, ou seja os incrementos no espagco € no tempo
ndo estdo dissociados. A condi¢do de Courant-Friedrichs-
Lewy [65] é o exemplo tipico disso, para o caso de
aproximacdes por diferencas finitas.

Do ponto de vista computacional as mdaquinas atu-
ais impdem limitacdes de memoria e precisdo que fazem
com que as aproximacgdes obtidas através dos métodos
numéricos funcionem limitadamente. Isto € um grande pro-
blema de otimizacdo combinatdrio para evitar que o tempo
de computacdo possa ser excessivamente longo para se ob-
ter resultados satisfatérios. A tendéncia mais moderna é
de associar métodos de dlgebra linear computacional, es-
truturas de dados e técnicas de visualizagdo aquelas mais
tradicionais de andlise numérica para melhor compreender
solucdes de equacdes diferencias ordindrias e parciais.

(c¢) Abordagem com estruturas

A discretizacdo das equacOes de Navier-Stokes na
descricdo euleriana é geralmente feita através de métodos
numéricos que usam uma grade fixa discretizando todo o
espaco da simulagdo (figura H{a)), enquanto a descri¢ao
lagrangeana corresponde ao uso de uma malha mével (fi-
gura (b)) ou de um sistema de particulas para discretizar
somente o fluido (figura[d(c)).

Tradicionalmente os métodos com malha mais usados
na solucgdo de equagdes diferenciais parciais tém sido os de
diferencas finitas e os de elementos finitos. De um modo
geral se pré-estabelece uma topologia especificando que
a avaliacdo em um ponto depende de uma maneira estru-
turada de avaliagdes em seus vizinhos. Nos métodos de




X x bl X
7 N
" v(x)
~ ] y X oy . b
v(p)
t A P o N
# ~
™ 4 - Va ~
7
N / Ty
| ¥

(@) (®) (©

Figura 4: Discretizagdo euleriana (a) com campo de
velocidade v(x) nos vértices x da grade. A regido
cinza representa o fluido. Representacdes lagrangeanas:
(b) discretizagdo utilizando uma malha com campo de ve-
locidade v(x) nos vértices x da malha; (c) discretizagdo
através de um sistema de particulas com campo de veloci-
dade v(p) nas particulas p do sistema.

diferencas finitas se define uma grade retangular fixa no
espago e a partir dela se calcula os valores em cada ponto.
No método de elementos finitos interpreta-se as equacdes
como um problema variacional num espaco de Hilbert, e
aproximam-se as solugdes por aquelas em espacos vetori-
ais de dimensao finita.

Em ambos os métodos, diferencas finitas e elementos fi-
nitos, o controle da malha é essencial em questdes como
adaptatividade, remalhamento, entre outros, o que faz com
que o pré-processamento de dados seja uma etapa impor-
tante, mas cara, do processo. Essas questdes se tornam
criticas no caso de grandes deformacdes como acontece em
dinamica dos fluidos. Algumas referéncias nessas areas sdo
[[63] para diferencas finitas, [[147] em elementos finitos e
[[140] para uma introducao a dlgebra linear computacional.

(d) Abordagem com convolucao

Os métodos sem malha comegaram com Smoothed
Particle Hydrodynamics (SPH) proposto por Gingold e
Monaghan [52] e Lucy [93]], originalmente inventado para
modelar fendmenos astrofisicos. Desde entdo, e principal-
mente a partir de sua aplicagdo em simulacdo de fraturas,
esse método induziu vdrias dreas de pesquisas no que
hoje se chama genericamente de métodos sem malha em
equacdes diferenciais parciais.

A principal ideia nessa classe de métodos é obter
solucdes precisas e numericamente estiveis para EDP
através de um conjunto de particulas sem o uso de qualquer
malha que forneca a conectividade entre essas particulas.
Cada particula, pode representar diretamente um objeto
fisico ou uma parte de todo o sistema continuo.

Apés a discretizagdo espacial, a discretizagdo numérica é
obtida usando as informagdes em todas as particulas através
de médias locais, ou seja, convolugdes. Nesse intuito, a
principal ferramenta utilizada € um teorema de integracao,
que garante com condigdes simples sobre o nicleo de

1(e) Aplicagoes de SPH

convolucdo W, que:

1
W (5) =@
podendo assim aproximar

f () =

Sllwi—a;l|<rs

W (i —y;) f(x;) AV;

ou seja a avaliacdo de f em um ponto € uma média de
pontos vizinhos ponderadas pela fungdo W e pela por¢ao
de volume que representa AV,

A interface com outros métodos numéricos tem pro-
porcionado aos métodos sem malhas expansdes em vdrias
direcdes. S6 para citar alguns temos:

— Reproducing kernel particle method (RKPM) [82];

— Meshless local Petrov Galerkin (MLPG) [1149, [150];
hp-clouds [[154];

Particle-in-cell (PIC) [152];

— Moving particle semi-implicit (MPS) [[156].

O site http://en.wikipedia.org/wiki/Meshfree_
methods|lista varios métodos relacionados com o SPH.

As principais referéncias em métodos sem malha sdo
[L1L 180, 184]]. Em particular, um excelente tutorial de SPH
foi escrito por Monaghan [102] e uma visdo geral desse
método e suas aplicagdes em astrofisica, geologia, en-
genharia e outras pode ser encontrado no excelente site
do grupo SPHERIC: http://wiki.manchester.ac.
uk/spheric/l Existem ainda algumas implementagdes

em software livre de SPH, http://www.rchoetzlein.
com/eng/graphics/fluids.htmehttp://www.itm.

uni-stuttgart.de/research/pasimodo/.
(e) Aplicacoes de SPH

Os métodos sem malha utilizados para modelar fluidos
contribuem ao grande esfor¢co para o entendimento do que
chamamos modelagem de objetos pontuais — aqueles gera-
dos a partir de medicdes. Esse tipo de modelagem se evi-
dencia a partir meio da década de 1970 com simulagdes
em astrofisica e se intensifica na década de 1990 com
aplicacdes em engenharia mecanica e civil. Neste periodo
comecaram a aparecer comercialmente scanners de alta
definicdo, difundindo sensores de pontos 3D e cameras fo-
tograficas de alta defini¢do, que podem gerar modelos pon-
tuais precisos em poucos instantes. Assim, nos tltimos anos
o uso dos métodos sem malha em computagdo gréfica repre-
senta uma linha de pesquisa promissora e seu uso em filmes
comerciais tem lhe dado destaque.

As aplicagdes do método SPH precisam integrar areas
de matematica e computac¢do que s@o significativas por si
mesmas, em particular:

— equagdes diferenciais numéricas,
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Figura 5: Exemplos de materiais viscoplasticos: derretimento de uma vela de cera e o escoamento de lava no Pdo de A¢ucar.

dinamica dos fluidos,

estrutura de dados,

método de busca,

aproximacao geométrica,

representacdo de superficies implicitas discretas,

rendering.

Além disso, uma grande vantagem do método SPH ¢ a
facilidade de acoplar fendmenos, sendo assim apropriado
para tratar de fluidos muiti-fasicos, interface fluido-sélido,
fluidos muito viscosos e grandes deformagdes de sélidos.
A modelagem de fendmenos naturais, ou seja, aqueles que
ocorrem na natureza tem sido, desde o inicio do uso de
método SPH em computacio gréfica, frequente. Um grande
potencial do método, entretanto, ¢ integrar escalas diferen-
tes, como, por exemplo, a mesoescala (aquela em que vive-
mos) e a microescala (a escala atdmica), o que abre a possi-
bilidade de uma maior integracdo dos métodos sem malha e
aqueles com malha. Finalmente, a facilidade de modelagem
oferecida pelo método SPH atraiu muitas aplicagdes fora da
simulagdo fisica precisa, em particular nas inddstrias de jo-
gos e de cinema.

Fenomenos naturais

A modelagem de fendmenos naturais tais como fogo,
fumaca, lava, cabelo, materiais granulares, bolhas, sangue,
e outros tém no método SPH um ambiente de simulacio.
Assim comegou o uso do método SPH em computacio
gréfica, na década 1990, com os trabalhos, apresentados
no Siggraph de 1995, em simulacdo de lava, e em ge-
ral de objetos deformdveis, feita por Desbrun e Cani
e a modelagem de fogo, fumaca e fendmenos gasosos
em geral, por Stam e Fiume [129]. Com isso chama-se
atencdo da comunidade de computacdo grafica sobre a pos-
sibilidade de se usar um método sem malha para mode-
lar fendmenos que podem ser de execucdo mais dificil
quando feita com métodos com malha. Em 2001, Hadap
e Magnenat-Thalmann modelaram a dinamica do cabelo

humano [58]. Em [108]] a simulagdo de lava, de fato uma
lampada de lava, comum nas lojas de decoragdo, € revi-
sitada e simulada usando SPH produzindo um agradavel
efeito visual. Em 2009, Paiva, Petronetto, Tavares e Lewi-
ner [114] [117, [118] utilizaram uma abordagem SPH no
contexto de fluidos ndo-newtonianos para simular, além de
lava, objetos que derretem sobre o efeito da temperatura e
que sofrem grande deformacdes (figura[3). Essa abordagem
¢ discutida com detalhes no capitulo[6l do presente livro.

Fluidos multifasicos

Fluidos multifasicos s@o de dificil modelagem, a
comecar porque ndo se tem uma defini¢do precisa do
seu significado nem equacdes fisicas claras descrevendo a
interacdo das fases. Por exemplo, distingui-los de mistura
ou determinar quando um fluido multifasico transforma-se,
por reagdes quimicas, em um unico fluido é uma tarefa
complicada. E aqui onde se encontram os maiores desafios
e as maiores oportunidades de usar esse tipo de técnica
de modo convincente. Podemos, excluindo misturas, usar
fluidos multifasicos como estruturas fisicas que interagem
uma com as outras em um dado ambiente mantendo as suas
proprias caracteristicas.

No método SPH, é simples representar diferentes fases,
por exemplo, associando a cada particula uma unica fase e
as propriedades fisicas relativas. Com isso é possivel saber
em um dado momento como estd se comportando cada uma
das particulas dos fluidos envolvidos numa simulag@o.

O célculo da pressdo € um passo essencial nesses casos.
No método SPH, usualmente a pressao € obtida através de
uma equacdo de estado [8]], que é uma férmula explicita
para se calcular a pressdo. Essa férmula €, entretanto tipica
de fluidos compressiveis, como os gases. Nesse livro e em
[117] a usamos para simular fluidos quase-incompressiveis.
Obter a pressdao através de uma equacg@o explicita em
simulacdes de fluidos multifasicos ndo é possivel devido
a descontinuidade da densidade na interface entre as fases.
Se, entretanto, usarmos o método da projecao para fluidos
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Figura 6: O modelo Stanford Bunny sofre uma grande deformacio ap6s colidir contra a face de David. Imagem retirada de

Paiva et al. [118].

incompressiveis [24]], entdo a pressdo em cada passo de
tempo ¢é obtida implicitamente satisfazendo uma equacio
de Poisson, de tal forma que a descontinuidade da den-
sidade nio comprometa a simulag¢do [121]]. O célculo da
pressdo é fundamental na simulacdo de instabilidades, em
particular aquelas que ocorrem por diferenga de densida-
des (figura[T).

Fenomenos multi-escalas

Um caso importante de multi-escala sdo os escoamen-
tos em meios porosos, particularmente na parte de extracao
de petréleo. Um meio poroso finito € caracterizado pela
relagdo entre o volume do espago vazio, os poros, e todo
o volume do espaco preenchido. Em um trabalho re-
cente [78]], usa-se a lei de Darcy como elemento essencial
em uma escala macroscépica para a simulagdo de materi-
ais como esponja ou tecidos que absorvem dgua. Podemos
citar também o trabalho de Tong et al. [138]], onde € feito
uma mistura de fluidos e materiais granulares como areia.

Outro fendmeno fisico explorado recentemente com o
método descrito nesse livro é o de erosdo geoldgica, de
fato, erosdo hidraulica. Quando um rio corre sobre uma
formagdo rochosa a erode e assim hd uma modificacio
desse ambiente pela troca de sedimento entre o fluido e
essa formagdo. Em [73] um modelo hibrido combinando
SPH com uma grade euleriana é explorado para simular o
fendmeno de erosado hidraulica.

A simulacdo multiescala com SPH, embora j4 apontada
pelos engenheiros no contexto de limites numéricos do
método dos elementos finitos, ja comeca a ser explorada
pela comunidade de computagdo grafica para simulacdo de
bolhas como um ambiente misto de euleriano e SPH [66],
onde as pequenas bolhas sdo simuladas com SPH, em um
ambiente de simulag¢do euleriano com uma malha mais
grossa.
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Figura 7: Tlustragdes dos modelos complexos: skull (esquerda), gargoyle (meio) e uma superficie minima de Scherk, geradas
utilizando o método baseado no modelo fisico de escoamento de fluidos com SPH. Imagem retirada de Paiva et al. [119]].

Interatividade

Os métodos SPH ganharam muito espaco em areas que
precisam de simulacdes visualmente corretas para um baixo
custo computacional, tipicamente em jogos ou em filmes
de animagfo. Isto implica diversos desafios, distintos da
simulagdo fisica exata, em particular:

— usar o menor niimero de particulas possivel,

— otimizar o contexto numérico, com o objetivo de dar o

minimo possivel de passos no tempo,

— manter a estrutura de busca local com custo baixo,

— usar algoritmos de colisdo eficientes na fronteira de

simulagdo,

— aproveitar hardwares disponiveis, como placas

gréficas.

Usar um nimero minimo de particulas representa um
sério desafio a modelagem de fluidos com SPH. O problema
principal € como manter a simulagio fisicamente aceitavel
enquanto se controla o nimero de particulas de modo que
a simulagdo se dé a taxas préximas da interatividade. Um
dos métodos pioneiros nessa drea € proposto por Miiller et
al. [109], onde usa-se uma variagdo do método SPH para
conseguir taxas interativas.

Nesse livro e em [118], incluimos um algoritmo
geométrico para colisdes que consegue melhorar a rea-
lidade fisica e a0 mesmo tempo diminuir o custo compu-
tacional. Este tipo de algoritmo acelera consideravelmente
simulagdes em dominios com topologia complexa (fi-
gura[6). Aqui também usamos uma estrutura de dados mais
eficiente do que a tradicional octree € com isso mantemos
o uso de memdria constante. A programacgdo em placas
grificas (GPUs) do método SPH é uma drea de pesquisas
inovadora. Embora no inicio tenha-se programado os algo-
ritmos de busca em CPU, mais recentemente se faz todo

o processo em GPU [60]. Mais recentemente adaptividade
e rendering foram acrescentados a todo o processo para
dar grande realismo a programacdo do método em placa
gréfica [143]].

Rendering

Em computacdo grifica, cada vez mais as técnicas de
rendering para geragdo de imagens de alta qualidade e com
aparéncia de ilustracdes feitas a mao tem ganhado espaco
principalmente em aplicagdes que envolvem a utilizagao de
efeitos artisticos na geracdo de ilustragcdes médicas ou na
criagdo de maquetes eletronicas.

Existem diversas técnicas de se criar um render ndo foto-
realista, uma delas € baseada em ilustragdes com hachu-
ras, técnica conhecida como hatching. Usualmente, o hat-
ching é feito através do cédlculo de campos vetoriais sobre a
malha triangular da superficie do modelo de entrada uti-
lizando quantidades diferenciais da geometria diferencial
cléssica [63][123]), tais como, caminhos geodésicos, campos
de curvaturas principais e normal. Entretanto, o cdlculo des-
sas quantidades requer que a malha de entrada tenha uma
triangulacdo da superficie cuidadosamente gerada.

Um dos primeiros trabalhos a combinar rendering e SPH
foi proposto por Paiva er al. em [119]. Eles criaram um
novo método puramente fisico de hatching de superficies
com geometria complexa e topologia arbitrdria inspirado
em simulac¢do de escoamento de fluidos utilizando SPH (fi-
gura[7). Ao contrdrio dos métodos tradicionais, a geome-
tria diferencial foi substituida por uma abordagem fisica,
em outras palavras, o campo vetorial € calculado utilizando
quantidades diferenciais de um escoamento de fluido (por
exemplo, velocidade). A vantagem dessa abordagem € a
de permitir processar objetos sem estrutura, como sopa de
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triangulos.
Industria do entretenimento

Nas ultimas décadas, a demanda por animagdes visu-
almente realistas tem encorajado a inddstria do entreteni-
mento (games e cinema) a pesquisar e desenvolver métodos
computacionais para simular fen6-menos fisicos comple-
xos. Muitos desses trabalhos se concentram na simulagdo
de escoamento de fluidos. Durante o lancamento do filme
Shrek, quando perguntado qual foi a cena mais dificil de ser
filmada durante a producdo de Shrek, o presidente e produ-
tor do estudio DreamWorks, Jeffrey Katzenberg, respondeu:
“despejar leite em um copo”.

Recentemente, simulagdes de escoamento de fluidos
usando SPH se tornaram bastantes populares na indistria
cinematografica de efeitos especiais gracas ao programa
Real Flow™, desenvolvido pela empresa Next Limit
(http://www.nextlimit .com). O Real Flow™ foi uti-
lizado em simulagdes de escoamentos de fluidos nos fil-
mes: Senhor do Anéis: O Retorno do Rei, Poseidon, A
Era do Gelo 2 e X-MEN 3. Em 2008, a famosa acade-
mia de cinema responsavel pelo Oscar (AMPAS), concedeu
um prémio técnico pela contribui¢@o cientifica na inddstria
do cinema aos fundadores da Next Limit pela criacdo do
Real Flow™.

(f) Estrutura do livro

Os métodos SPH permitem ligar equagdes diferenciais
da fisica com uma soluc@o aproximada no computador. Este
livro tenta seguir este laco, comecando pelos fundamentos
matemadticos até as aplicagdes em simulagao fisicas.

No capitulo 2] a teoria da aproximagdo SPH esté bre-
vemente exposta, onde sdo apresentados alguns operadores
de calculo diferencial no mundo SPH, suas variacdes e as
escolhas de modelagem matemadtica decorrentes.

Com esta ferramenta diferencial, é possivel re-escrever
as equacdes fundamentais da fisica dos fluidos: as equacdes
de Navier-Stokes. No caso SPH, isto é adequado na sua
formulagfo lagrangeana, como descrito no capitulo3l

A formulacdo obtida substitui o célculo diferencial
usado pela fisica cldssica pelo cédlculo discreto. Apesar
disto ser mais adaptado para simulagdo numérica, ndo
deixa de carregar desafios matematicos para adequar as
equagdes discretas, o seu significado fisico, a convergéncia
para o modelo diferencial e a realidade computacional
(capitulo E).

Um caso fundamental desta adequacdo é o cdlculo da
pressdo, em particular para fluidos imcompressiveis. A pro-
priedade de incompressibilidade tem um significado tanto
fisico (conservag@o da massa), quanto matematico (campo
de velocidade solenoidal), além de ser um desafio com-
putacional de assegurar essa propriedade continua. No
capitulo [3] é apresentado o método da projecdo SPH para
resolver a pressdo, ilustrando esta pluridisciplinaridade de

problemadticas dentro do contexto SPH.

Finalmente, no capitulo [6] exemplificamos os conceitos
e técnicas apresentados com aplicacdes em simulagdo de
fluidos, desde ferramentas de compreensao de escoamentos
através da decomposicdo de Helmhotz-Hodge em SPH até
a simulagdo de fendmenos fisicos complexos como, por
exemplo, viscoplasticidade e fluidos biféasicos.

O texto comporta alguns exercicios para verificar o
acompanhamento do leitor, além de um pequeno apéndice
de célculo diferencial vetorial contendo as principais
férmulas de cdlculo usadas no livro. Indicamos ainda
que as figuras coloridas estdo disponiveis eletronica-
mente, no endereco http://www.matmidia.mat.
puc—rio.br/nasecdo “Educacido”. Os autores deste livro
estdo a disposi¢do do leitor para qualquer esclarecimento,
ddvida, sugestdo, e podem ser encontrados fisicamente ou
eletronicamente nas seguintes instituicdes: Afonso Paiva
(Universidade Federal de Uberlandia), Fabiano Petronetto
(Universidade Federal do Espirito Santo), Geovan Tavares
e Thomas Lewiner (Pontificia Universidade Catdlica do Rio
de Janeiro).

Finalmente, o leitor pode usar este livro como flick book,
virando as paginas para ver uma simulacdo de quebra de
represa no canto inferior das péginas, reproduzidas em
maior tamanho na figura[§l

Figura 8: Simulacdo SPH de quebra de represa d’dgua com
20.700 particulas, usando colisdo geométrica e equagdo de
estado para o célculo da pressao.

2 Smoothed Particle Hydrodynamics

Solugdes numéricas de equagdes diferenciais parciais
(EDP’s) s@o hoje de suma importincia em dreas aplicadas,
tais como engenharia, meteorologia, oceanografia e geolo-
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2 Smoothed Particle Hydrodynamics

gia, por auxiliarem na compreensdo de uma ampla gama de
fendmenos naturais modelados matematicamente por um
conjunto de EDP’s.

Dada a importancia e abrangéncia dessas equacdes,
existe um grande interesse na comunidade cientifica por es-
tudos tedricos e experimentais que possam auxiliar em so-
lucioné-las. A maior parte desses estudos teéricos considera
hipéteses idealizadas, onde os fendmenos fisicos relaciona-
dos as equacdes sdo tratados de forma isolada e simplificada
[44.167].

Como alternativa, os estudos experimentais sao utiliza-
dos para a compreensido de aspectos globais dos fenomenos.
Devido a complexidade desses fendmenos, porém, torna-se
invidvel a reprodugdo de vérios fendmenos naturais. Além
disso, alguma varidvel importante do problema fisico pode
ndo ser diretamente observada ou medida na baixa escala
do modelo experimental.

Uma terceira op¢do na busca da compreensdo desses
fendmenos é a modelagem numérica das equagdes que des-
crevem 0s mesmos. Recentemente tem havido um grande
interesse nessa abordagem, principalmente pelo aumento
da capacidade de processamento dos computadores e pelo
desenvolvimento de c6digos computacionais eficientes em
obter solu¢des numéricas para essas equagdes.

A modelagem numérica aproxima operagdes diferenci-
ais, presentes nas EDP’s que modelam o problema, em
representacdes discretas. Com isso, o conjunto de EDP’s €
aproximado por um conjunto de equagdes algébricas ou de
equagdes diferenciais ordindrias (EDO’s), os quais podem
ser resolvidos usando conhecidas rotinas numéricas.

O propésito desse capitulo é a formalizacdo do método
numérico, utilizado para a modelagem numérica das
equacdes diferenciais parciais, conhecido como SPH, “hi-
drodindmica de particulas suavizadas”, do acrénimo inglés
Smoothed Particles Hydrodynamics.

(a) Contexto do método SPH

Desde sua introdugdo para resolver problemas as-
trofisicos em 1977 nos trabalhos de Lucy [93] e Gingold
e Monaghan [52f], o método SPH tem sido estudado e es-
tendido para modelar uma maior variedade de problemas,
incluindo, além de problemas astrofisicos [14, [77, [120],
problemas em hidrodinamica [1}, 100, [105, 136} [146] e
mecanica dos sélidos [158 [123]].

A discretiza¢do no método SPH é dada por um conjunto
de particulas, definidas como pontos no espaco, aos quais
também associamos outras propriedades individuais rela-
cionadas a fisica do fendmeno simulado, tais como tem-
peratura, densidade, etc. Em um dado ponto do dominio,
cada funcdo ou uma de suas derivadas parciais envolvi-
das nas EDP’s é aproximada por uma média ponderada de
contribuicdes dadas por particulas que estdo proximas ao
ponto.
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Assim, no método SPH, o estado de um sistema é to-
talmente representado por um conjunto de particulas, isto
¢, além de representar o objeto da simulagao (fluido, sélido
ou gasoso) amostrando as propriedades fisicas, as particulas
também sdo utilizadas como a estrutura computacional
para calcular as aproximagdes necessdrias para obter uma
solugdo numérica para o problema. Além disso, em SPH a
massa do sistema € trivialmente conservada, ou seja, o pro-
blema de difusdao numérica presente nos métodos eulerianos
ndo ocorre em SPH.

Mais ainda, como ndo € necessaria nenhuma conecti-
vidade pré-definida entre as particulas da discretizacdo, o
método SPH € bastante atrativo para varios problemas onde
outros métodos tradicionais encontram grandes dificulda-
des. Podemos citar como exemplos dessas dificuldades, no
método de elementos finitos (MEF) [148] em simula¢cGes de
fendmenos hidrodindmicos, tais como explosdo e impacto
em alta velocidade, que possuem caracteristicas especiais
(grandes deformacdes do objeto, fronteiras deformaveis,...)
que levam a grandes deformacdes na malha utilizada; e no
método de diferencas finitas (MDF) [2] em simula¢des cujo
dominio tem uma geometria complexa ou, simplesmente,
irregular. Algumas aplicagdes do método SPH aos proble-
mas citados sdo: impacto em alta velocidade [61} 69], ex-
plosao [81L 185, 131} [133]] e simulagdes com geometrias
complexas [[74,[136].

Por iltimo, outra caracteristica atraente de SPH € a
combinagdo da formulagdo lagrangeana com as particulas
em simulagdes de escoamentos de fluidos. Ao contrario de
outros métodos que ndo usam malhas [41} |50, [111]], nos
quais os elementos da discretizacdo (nds ou particulas) sao
somente usados como pontos de interpolagao, as particulas
no método SPH também carregam propriedades fisicas,
movendo-se em fungdo das interacdes entre si e de forgas
externas, e guardando toda a dindmica do escoamento. Em
particular, em simulacdes de escoamentos de fluidos, o
método SPH captura facilmente a superficie livre ou a
interface entre dois fluidos, tarefa esta bastante dificil ao
utilizar métodos com malhas.

O método SPH, sendo um método de discretizacdo por
particulas, sem uso de malha e de formulagao lagrangeana,
tem sido usado em diferentes dreas para vdrias aplicagcdes
préticas. A formulacdo mais detalhada do método SPH sera
descrita nas proximas se¢des. Uma revisdo de métodos sem
malhas e/ou métodos de particulas € encontrado no trabalho
de Li e Liu [80]. Em particular, varios outros trabalhos
revisam o método SPH, destacando-se entre eles os de
Benz [12] e de Monaghan [99].

(b) Formulacao de SPH

Nesta secdo descrevemos a formulagdo bdésica do
método SPH em duas etapas: a representacdo integral e a
aproximagdo por particulas.
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Na primeira etapa, a convolugdo entre uma funcio
arbitraria e uma fungfo nicleo suave define uma
representacdo integral de uma func¢do. A representagdo
integral de uma funcdo é entdo aproximada por uma soma
em um conjunto de particulas, a qual é geralmente chamada
na literatura por aproximagdo por particulas.

Representacao integral

Representacdo integral de uma funcdo Seja ) C R" o
dominio do problema e f uma fungio qualquer definida em
Q

f:Q—=R™.

A representacdo integral da fungdo f é definida como a
convolugio da funcio f por uma fungio suave W" : R® —
R

fi(u) = / F() Wh(u - x)d"x. @
Q

A fungdio W é conhecida na literatura por niicleo. O indice
h visto na definicdo acima nio é apenas uma notagdo.
Veremos mais adiante que os nucleos utilizados em SPH
possuem h como um parametro de extrema importancia.

A defini¢do (2)) é muitas vezes motivada pelo delta de Di-
rac. O delta de Dirac pode ser vista como uma distribui¢ao
0 (x) com

0(x)=0,sex#0

e satisfazendo

45(@@;:1.

Essa definicdo, embora heuristica, ndo deve ser tomada
com rigor, principalmente porque nenhuma funcdo pode
ter as propriedades acima. De acordo com a teoria de
integragdio de Lebesgue, se duas fungdes mensurdveis f ()
e g (x) sdo tais que f () = g (x), exceto em um conjunto
de medida nula ({0} ), entdo f (z) é integrdvel se, e somente
se, g (x) é integrdvel, e as integrais sdo iguais. Por isso,
basta observar que f () = 0 (z) e g () = 0 sdo iguais,
exceto em z = 0, e diferem nos valores de sua integracao.
Uma defini¢do rigorosa do delta de Dirac requer conceitos
de teoria da medida [7,68]].

O niicleo W', além de suave, deve satisfazer outras
condicdes, que serdo descritas no decorrer dessa secdo. A
principio, de maneira mais rigorosa, deve-se existir W' :
R — R tal que

v~ Ly (1
W0 = v (1l ) ®

onde n é a dimensdo do problema, h é um nimero posi-
tivo e W1 é uma funcdo diferencidvel, com suporte com-
pacto e integral unitdria. Uma familia {W"} de fun¢des
diferencidveis, com suporte compacto e integral unitéria, é
dita uma aproximagdo da identidade. Nesse caso:

2(b) Formulagdo de SPH

lim /f(x)Wh(u —x)d"x = f(u) . )
Q
O niicleo W na representacio integral (equacio D)
¢ escolhido no método SPH satisfazendo (@) e, portanto,
tendo as seguintes propriedades:

1. compacidade
W"(x) = 0 quando ||x| > xh 5)

2. normalizacao

/Wh(u —x)d"x =1 (6)
Rn

Na condi¢do de compacidade (equagdo [3), o dominio
efetivo (nio-nulo) do niicleo " no ponto u € € é definida

PR V) = {x e R x —u| < xh} Q)

e chamada de suporte compacto do nicleo no ponto u, ou
simplesmente de suporte compacto de u, e é definida pelo
comprimento suave h e pelo fator de escala x associado ao
nucleo.

Representacdo integral da derivada de uma funcgdo
Dada uma funcdo f : 2 — R™, definida em um dominio
Q) C R™”, para obtermos a representagao integral de um ope-
rador diferencial da funcdo f, utilizaremos o conceito de
representacdo integral visto na se¢do anterior (equagdo 2J),
a condic¢do de compacidade do nicleo W (equagdoB) € o
teorema de Gauss (ver Apéndice [A)).

Ao utilizar o conceito de representagdo integral
(equagdo [2) para o operador diferencial V- aplicado a
fungdo f obtemos

(V- 1)) = / VoW —x)d'x )
Q

Dai, usando a regra de derivag@o do produto

V[ Whu-x)] = Whu-x)V- f(x)

+f (%) - VuWh(u—x)

reescrevemos a equacdo (8) da seguinte forma

(V-Hw) = /V~ [f(x) Wh(u —x)] d"x
Q

— /f(x) SV Wh(u —x)d"x .
Q

Pelo teorema de Gauss (apéndice o fluxo de 1&?1%
campo vetorial f através de uma superficie fechada S é
igual ao divergente de f sobre a regido R limitada por
S. Portanto, usando-o na primeira integral na equagéo (9),
temos
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9w = [ W =) nds

o0
—/f(x) Vi Wh(u —x)d"x .
Q

onde n € o vetor normal (unitdrio e exterior) a super&lc?e):
fechada 0f).

Como o nicleo W" ¢ definido tendo suporte compacto,
a integral de superficie na equagdo (I0) é nula, exceto
nos pontos cujo o suporte compacto contém pontos da su-
perficie Of). Portanto, para os pontos cujo suporte com-
pacto estd totalmente contido no dominio do problema, a
equacdo (I0) € simplificada da seguinte forma

(v /f

Se o suporte 1ntersecta a fronteira S do dominio, a inte-
gral de superficie na equagio (I0) pode ser ndo-nula. So-
bre tais circunstancias, isto é, se assumimos a equagio (1)
vélida também nesses pontos, modificacdes devem ser fei-
tas para avaliar os efeitos na superficie do dominio de
integragdo. Veremos no capitulo H] algumas alternativas
para compensar a deficiéncia na aproximac¢do em pontos
proximos a superficie.

Seguindo o mesmo raciocinio, podemos obter a
representacdio integral para o gradiente de uma funcdo
escalar, dada por

v /f )VuWh(u —x)d"x. (12

) VeWh(u —x)d"x. (11)

Nas equagdes (DII) (I2), notamos que a operagio dife-
rencial na fungdo f é substituida por uma operagao diferen-
cial no niicleo W", onde o indice x no operador diferencial
V representa a varidvel na qual € realizada a diferenciac@o.
Em outras palavras, a representagdo integral da derivada de
uma fung¢do segue os valores da fun¢do e da derivada espa-
cial do nicleo, ao invés da derivada da prépria funcdo.

Aproximacio por particulas

No método SPH, todo o sistema € representado por um
nimero finito de particulas, distribuidas aleatoriamente no
dominio do problema (figura[9).

As representagdes integrais obtidas para uma fungdo f
e suas derivadas em um ponto u €  (equacdes 2l e [[T)
podem ser discretizadas substituindo a integral no dominio
Q) pelo somatorio sobre todas as particulas que representam
esse dominio. Usando, porém, a condi¢do de compacidade
(equagdo [3)), a integra¢io sobre o dominio do problema 2
se reduz a integracdo sobre o suporte compacto do nicleo
e, portanto, o somatdrio também pode ser calculado local-
mente; operando-se apenas nas particulas que pertencem ao
suporte compacto.
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Figura 10: Somente particulas que pertencem ao suporte
compacto da particula ¢ sdo usadas na aproximagio por
particulas.

O volume infinitesimal d"x & substituido pelo volume
finito AV relacionado a por¢ao do sistema representada por
uma particula vizinha. O volume AV, por sua vez, pode ser
relacionado a massa m da particula pela expressao

m=AV-p,

onde p € a densidade da particula.

Relacionar o elemento de volume com os atributos
fisicos p e m € conveniente em SPH para aplicacdes
em dindmica dos fluidos, nos quais a densidade é uma
varidvel importante. Dessa forma, podemos dizer que as
aproximacdes sdo obtidas em uma quantidade de massa
constante, o que se adapta melhor a fisica em aplicacdes
de SPH.

A representacdo integral para uma funcdo f, em uma
particula indexada por %, pode entdo ser discretizada da
seguinte forma:




(
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S (xq)

/f(x) Wh(x,; —x)d"x
Q

= /f(x)Wh(x,; —x)d"x
v, (13)

Q

Z f(x5) Wh(xi —x;) AV

JEV; 1
~ Z f(x5) Wh(Xi —X;) —my
JEV: Pi

onde o somatério percorre todas as particulas que perten-
cem ao suporte do nicleo " no ponto x; (figura[IQ), de-
finido por

Vi = Vix) = {x, 1%, — x| < wh} -

Operadores bdsicos Portanto, o valor de uma funcdo
(resp. da derivada de uma fung@o) em uma dada particula
1 € aproximado usando uma média dos valores da fun¢do
em todas as particulas j pertencentes a seu suporte, pon-
derados pelo nicleo (resp. pelo gradiente do niicleo) e por
propriedades fisicas das particulas vizinhas.

Resumindo, as aproximacdes para uma particula ¢ sao
dadas por

.y
funcao fi = Z 4fjm/ij
escalar ou vetorial jev; Y
. s
divergente de uma V.-f, = Z ij - ViWij
funcio vetorial jev, Pi

gradiente de uma
funcio escalar Vi

-
= Z —Lf;ViWi;
Pj

JEV:
14
onde 1 14
h T'ij
Wy = Wi =) = 2w ()
ViWi; = ﬂamj
T’ij 8%-
com
fi=f(xi), Xij=%xi—%; e 7y =|xl.

Deve-se notar que o gradiente do nicleo é tomado
com respeito a particula ¢ e portanto o sinal negativo nas
equacdes (I e (I2) sdo removidos nas aproximagdes por
particulas equagoes (14).

As aproximagdes por particulas (equagdes [[4) discreti-
zam as representacdes integrais continuas de uma funcio
e sua derivada, baseadas em um conjunto arbitrario de
particulas. O uso dessa soma em particulas arbitrariamente
distribuidas para aproximar a integral faz de SPH um
método sem malha para integragdo numérica muito atraente
para vdrios problemas, como por exemplo, simulacdes de
fluidos que sofrem grandes deformacdes.

2(c) Operadores SPH

Comprimento suave O comprimento suave h é muito
importante em SPH, uma vez que esta diretamente ligado
a precisao numérica do método e a eficiéncia da simulacio.

A precisdo numérica da aproximacao por particulas em
SPH depende de que haja um niimero necessdrio e sufi-
ciente de particulas dentro do suporte compacto de cada
particula do sistema. Pois, se h é muito pequeno, ndo exis-
tem particulas suficientes no suporte compacto de dimensao
kh e, por outro lado, se h é muito grande, propriedades lo-
cais serdo suavizadas globalmente.

Computacionalmente, a eficiéncia do método também
depende do niimero de particulas vizinhas, assim como da
maneira como é determinada a vizinhanga (conjunto de
particulas vizinhas) de todas as particulas da simulacdo.
No método SPH, o processo de encontrar a vizinhanca
de uma particula é normalmente conhecido por busca por
particulas vizinhas, ou simplesmente busca por vizinhanga.
Tal tarefa é de extrema importancia ao método e sera revi-
sada na se¢éo

Segundo Liu e Liu [84] o nimero de particulas dentro
do suporte compacto, em uma, duas e trés dimensdes, deve
ser em torno de 5, 21 e 27, respectivamente. Essa andlise
considera as particulas distribuidas sobre uma grade com o
comprimento suave h = 1, 3Az, onde Ax é o espago entre
as particulas, e k = 2.

Vale citar, embora nas aplicacdes contidas neste livro
o comprimento suave é mantido constante durante toda a
simulacdo, em algumas aplica¢cdes do método SPH torna-se
necessdrio determinar para cada particula um comprimento
suave, como por exemplo, em gases onde o fluido pode
expandir ou contrair localmente [99, [132].

Exercicio (fdcil). Dada uma funcdo w : R™ — R de-
finida por w (x) = (||x]|). Mostre que Vxw (x —u) =
—Vaw (x —u).

(¢) Operadores SPH

As aproximacgdes listadas na secdo  anterior
(equagdes [14) para os operadores diferenciais sdo rara-
mente usadas nos trabalhos que utilizam o método SPH.
Outras aproximacdes resultantes de propriedades implicitas
do préprio método, ou de identidades para os operadores
diferenciais, se mostraram mais adaptadas a fisica do
problema ou a defini¢do matematica [[106, [135]].

Operadores de primeira ordem

Os operadores discretos obtidos na secdo anterior sdo
imprecisos e frequentemente ndo obedecem as proprie-
dades de conservacdo associadas as equagdes no modelo
continuo quando aplicados a simulacdo de fluidos [80]. En-
tretanto, quando essa aproximagdo é combinada com um
termo que contém a expressdo nula

YW(x) =Y v, (x —x,) =0,

~ P
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desde que {W(x — xj)} . seja uma parti¢do da unidade,
J
pode-se encontrar melhores aproximacdes. Por exemplo,

podemos definir os seguintes operadores SPH.

gradiente SPH 1

M
Vfi= Z *] (fi — fi) VWi (15)
jevi M
divergente SPH I
Vot =Y " g vy (16)
jev: Pi

Outras aproximagdes sdo encontradas na literatura. Para
obter aproximacdes mais precisas para os operadores dife-
renciais em SPH, Monaghan [99] sugere escrever o gradi-
ente de um campo escalar usando a regra da derivada do
produto

vf= % ¥ (of) — V) (17

e similarmente o divergente de um campo vetorial como
1
V~f:;[V-(pf)—f-V,o]. (18)

Dai, usando as equagdes (I4), obtemos os operadores SPH
descritos a seguir.

gradiente SPH 11

Vfi= l > my(f5 = £:) VWi (19)

pi JjEV;

divergente SPH II

1
Pi | jev,

Note que cada expressdo fora dos operadores diferen-
ciais nas igualdades (I7) e (I8) sdo avaliadas na prépria
particula. Observa-se também que essas aproximacdes sao
bastante semelhantes as aproximacgdes obtidas anterior-
mente (equagdes[I6le[T3). A diferenga entre os conjuntos de

z mj ~
operadores I'e I ¢ 0 uso do volume - nas equagdes @ e
J

(I6) ao invés de 2 (observe a mudanca de indice) utilizado
nas equacdes ([]ﬁ) e 20). Segundo Colagrossi e Landrini
[27], o primeiro conjunto de operadores fornece resultados
mais precisos na simulagdo de escoamento bi-fasico com
uma pequena variacdo de densidade entre os fluidos.

Por dltimo, para obter operadores SPH simétricos, isto €,
a interacdo entre duas particulas ¢ e j é simétrica, considere
a seguinte identidade

E: 21—av< Uf—1>+fz‘7v( 11—0) ! (21)
p P p p” " \p

Podemos definir novos operadores SPH variando o valor de
o na igualdade acima. Os operadores listados abaixo foram
obtidos com 0 = 2.

15
gradiente SPH III
Vii=p |Sm, <f; ¥ J;) VW, @)
JEV: Pi - i
divergente SPH III
£, f
Vefi=pi | Y my| 5+—5 | ViWy| (23

Uma caracteristica dos operadores obtidos nessa secao é
que a iteracdo entre particulas aparecem explicitamente no
operador SPH. Note que nos conjuntos de operadores I e I1,
o termo — f; assegura que a aproximagdo dos operadores
diferenciais para fun¢des constantes seja exata. Mais ainda,
em funcdes que diferem por uma constante, qualquer uma
dessas aproximacdes, obtém o mesmo resultado para ambas
as funcgdes [121]].

Operador laplaciano SPH

Vistas as aproximacdes para os operadores gradiente e
divergente no método SPH, chega-se ao final dessa se¢do
apresentando algumas aproximagdes para o operador lapla-
ciano encontradas na literatura.

De imediato, poderiamos obter a aproximacdo bdsica
para o laplaciano de uma funcdo escalar usando as
representacdes integrais dos operadores gradiente e diver-
gente (equacdes[T1le[12)) para obtermos a representagio in-
tegral do laplaciano

(V21)" (u) = /f(x) V2Wh(u — x) d"x..
Q

Consequentemente, obtém-se o seguinte operador laplaci-

ano ,
V2 f = Z mijEVVij (24)
jevi Pi
Porém, a equagdo (24) possui algumas desvantagens.
Dentre elas, essa aproximagao é muito sensivel a desordem
de particulas [26].
Outro operador laplaciano SPH é baseado nos operado-
res gradiente e divergente SPH. Visto que o laplaciano no
espaco euclidiano € o divergente do gradiente

Vif=V-(Vf), (25)

pode-se obter uma aproximagado para o laplaciano da se-
guinte forma: dada uma propriedade escalar p na particula,
define-se uma nova propriedade ¢ = Vp dada pelo gradi-
ente da propriedade p. Para isso utiliza-se um dos operado-
res gradiente SPH visto anteriormente. Dai, usando um dos
operadores divergente SPH, obtém-se uma aproximacio
para V- g. O resultado obtido apds essas duas aproximagdes
€ uma aproximacao para o laplaciano

V-g=V-Vp=V?p.
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Como exemplo, pode-se usar os operadores gradiente
e divergente SPH definidos nas equagdes (I9) e Q) para
obter a seguinte aproximagdo resultante da composicio
desses dois operadores.

laplaciano SPH I
2 1 h h
V2= | m (VD) = (V01) - VaWy | @6)
! lievi
onde

(V)i = o [Z mu (fi = fx) VWi

eV,

¢ a aproximacdo SPH para o gradiente da fungédo f.
Outra aproximacao encontrada na literatura de SPH [28]
¢ dada pela seguinte identidade

V2 (pf) = pVif+2(Vp- V) + [V
Reescrevendo-a da seguinte forma

pV2f=V?(pf) = fV?p—2(Vf-Vp)

e aplicando diretamente os operadores laplaciano SPH
basico e gradiente SPH II (equagdes 24 e [[9) nos respecti-
vos operadores encontrados na identidade acima, obtém-se
uma nova aproximacao descrita a seguir.

laplaciano SPH I1
2
VQfZ - Z mj <v2 ﬁvzvvw . va) )
JjEeV; Pi
27
onde @7)

ViWi; = ViW (x; = x;)

szVH = V1W(Xl - Xj) .

No operador laplaciano SPH II (equagdo 27), o termo
Vp; é pré-calculado usando um dos operadores gradiente
SPH.

A desvantagem em usar os operadores laplacianos SPH
definidos nas equagdes (26) e @7) estd na necessidade de
realizar, para cada particula, dois somatoérios para obter a
aproximacdo SPH para o laplaciano de uma func¢do, o que
€ computacionalmente muito caro. A préxima, e dltima,
aproximacao evita esse problema.

A tltima aproximacdo é baseada na expansao em série
de Taylor. Para uma funcéo f(x), x = (z,y), a série de
Taylor, até os termos de segunda ordem, sobre um ponto

= (a,b), é dada por

2(c) Operadores SPH
F@= Flah)+ o) 5 @)+ -5 P (@)

Oy
+3 (-0 S wn + -0 5L )

2 02
o= a) (= 0) (o)
+O (|| (z,9) = (a,b) [I°) -

28
Assumindo a igualdade dada pela expressdo (28] sergl og

termos de ordem superior a dois, obtém-se a aproximacgao
para a fungdo f dada por

f(z,y)= oF

flab)+ -0 gl @b+ (-0 5 @b

0? 0?
+3 (@0 G @+ -0 5L wn)
o f
) Bwoy

29
Cleary e Monaghan [26] utilizam as propriedades( dg
simetria e normalizagdo do ndcleo W listadas na se¢éo2(d)}
para mostrar os seguintes resultados

/(u —x) ﬁvuwm

+Ha—a)(y - a,b)

x)d"z = 0

€

u-—X

/(u — X),L (u — X)j WVUW (u X) dnl' = 6U y

onde o simbolo de Kronecher ¢;; é definido por

1 ,se =3
0;5 = e
0 ,se i#j
Deixamos as demonstracdes dos resultados para o leitor.

Portanto, multiplicando a expressdo (29) por

u—
7V W (u —x)

Ju —x|?

e integrando-a, obtém-se a representacdo integral para o
operador laplaciano de uma fung¢ao escalar

=2 [ HEE

. . N (3g)
A aproximagdo (B0) pode agora ser facilmente discretizada
usando a aproximacao por particulas, na qual usa-se apenas
derivada de primeira ordem do ntcleo.

laplaciano SPH III

-x)V,W(u-x)d"x.

vif—e S Ml b v, G

jev; Pi Tij
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O laplaciano definido pela equacdo (BI) é obtido di-
retamente, isto €, sem a necessidade de calcular outras
aproximacdes SPH.

Na tese de Petronetto [121] é apresentada uma
comparagdo entre os principais operadores diferenciais de-
finidos na literatura de SPH. As versdes apresentadas para
cada operador diferencial (gradiente, divergente e laplaci-
ano) sdo analisadas estatisticamente. Em varios cenarios,
variando a densidade de particulas da representacdo de
um dominio, funcdes analiticas definem propriedades nas
particulas e, portanto sdo também conhecidos os valores
dos operadores diferencias para essa propriedade em cada
particula. A partir dai, as versdes para um mesmo opera-
dor diferencial sdo utilizadas para obter as aproximacdes
desejadas e os resultados encontrados sdo analisados e
comparados.

(d) Nucleos SPH

O método SPH utiliza as representagdes integrais e
(1), para aproximar uma fun¢do e sua derivada, usando
uma fungio suave W" como niicleo. O niicleo é de ex-
trema importancia, pois nao somente determina o padrao da
aproximacio, como também define a dimensdo do suporte
das particulas, e determina a consisténcia e, consequente-
mente, a precisdo de ambas as aproximacdes: integral e por
particulas.

Diferentes nicleos sdao usados no método SPH. Virias
propriedades sdo discutidas na literatura, para que uma
funcdo possa ser usada como um nucleo. Algumas dessas
propriedades sdo listadas abaixo.

1. o nucleo deve ser suficientemente suave

Wheck k>1

2. o nucleo deve ser normalizado
/ Whx)d'x =1
R’n

3. o ndcleo deve ter suporte compacto

W"(x) = 0 quando ||x|| > xh
4. o nucleo deve ser positivo
Wh(x) 20
5. onucleo deve ser decrescente
Wh(x) < W"(u) se x| > [u]
6. o nidcleo deve ser simétrico

W (x) = w (||xl])
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Pelas propriedades 1, 2 e 3 podemos dizer que a
representacdo integral @) estd bem definida e, além disso,
temos como consequéncia a aproximagdo da identidade
para uma func¢do e suas derivadas

}llir% /f (x)W'u—-x)d"x = f(u) .

Rn
Em particular, a terceira propriedade faz da aproximacgao
SPH uma operacio local.

A quarta propriedade significa que o nicleo deve ser
nao-negativo no suporte. Essa propriedade ndo € necessaria
para a convergéncia, mas € importante para assegurar
aproximacdes coerentes para propriedades fisicas envolvi-
das em um dado problema. Por exemplo, valores negati-
vos para o nuicleo podem resultar em densidades negativas.
Alguns trabalhos, porém, utilizam nidcleos que em algu-
mas regides tém valores negativos; podemos citar o nicleo
usado no trabalho de Monaghan e Lattanzio [97]].

A quinta e sexta propriedades sdo importantes para de-
terminar a influéncia (em relacdo ao nicleo) das interagcdes
entre particulas de acordo com a distancia entre elas.
Particulas mais préximas devem influenciar mais do que
particulas mais distantes, enquanto que particulas & mesma
distancia, mas em diferentes posicdes, tenham a mesma in-
fluéncia. Essas propriedades ndo sao fundamentais e, as ve-
zes, sdo transgredidas [82].

Qualquer funcdo, com as propriedades anteriores, pode
ser empregada como um nitcleo em SPH. Diferentes
fungdes sdo encontradas em diversos trabalhos que utili-
zam o método SPH [33}[109]]. Lucy [93]] utilizou a seguinte
funcdo como nicleo:

(14+3R)(1-R?® 0<R<

Wh(x—x')ZWh(R)zad{ 0, R>1

c L . (32
onde oy € uma constante de normalizacdo, obtida pela
condicdo de normalizagdo (propriedade 2), e R € a distancia
relativa entre duas particulas

[x — x|

R =
h

Monaghan [99]] afirma que é sempre melhor utilizar
como niicleo uma fungdo gaussiana. A seguinte funcdo
gaussiana foi utilizada em seu trabalho original [52] em

astrofisica: Wh(R) = o (33)

A fung¢do gaussiana ndo tem suporte compacto, condi¢cdo
esperada de um nicleo em SPH (propriedade 3), mas
aproxima-se rapidamente de zero quando a distancia en-
tre duas particulas aumenta. Contudo, mesmo tomando um
suporte finito, 0 mesmo provavelmente serd muito grande
para que a funcdo gaussiana possa ser considerada nula,
tornando-a computacionalmente invidvel devido a inclusao
de muitas particulas no suporte de cada particula.
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Outra classe de nicleos muito importante sdo os nicleos
dados por fungdes splines. Essa classe de fungdes splines
tem sido utilizada com maior frequéncia como niicleos em
SPH.

Inicialmente, Monaghan e Lattanzio [97] utilizaram um
nucleo spline cubico

2 1
g—R2+§R3, 0<R<1
h
W"(R) = aq é(Q—R)?” 1<R<2 (34)
0, R>2

012 Wiy

Figura 11: Funcdo ntcleo: particulas que distam mais do
que xh ndo sio utilizadas nas aproximagdes. Em destaque
os graficos do nucleo 1d e de suas derivadas de primeira e
segunda ordem.

Posteriormente, Morris [103}[104] introduziu splines de
graus mais alto que aproximam melhor a func¢do gaussiana
e sdo mais estdveis. A figura [[1] ilustra o niicleo spline
quintico definido por

(3—=R)®> —6(2—R)° —15(1-R)> 0< R< 1

5 5
WA — (3—-R)* —6(2—R)® , 1<R<?2
(3-R)°, 2<R<3
0, R>3

Nicleos definidos por funcdes splines t€ém sido um (c%gg
mais utilizados na literatura de SPH, pois aproximam o
nicleo gaussiano e t€ém suporte compacto. Porém, por se-
rem definidas por partes, as splines s@o ligeiramente mais
dificeis de usar do que fungdes definidas diretamente, isto
€, sem usar defini¢des por partes.

Liu e Liu [86] propdem uma pequena alteragdo no
nicleo proposto por Lucy (equagio[32), assegurando resul-
tados mais precisos e estdveis (figura[I2). O novo nicleo de
quarta ordem é dado pela seguinte expressao:

N 2 — g R2 + B R3 — E
WHR)=aq¢3 8 24 32

0, R>2

R*O<R<2

(36)

2(d) Nicleos SPH

1 s 2 o m [
R R

Figura 12: Nucleos 1D spline cibico W3 e quartico W, com
suas respectivas derivadas (k = 2e h = 1).

onde, dada a dimensao d do problema, temos

1

7 sed=1
15

Qg = W, sed=2
315

2087k’ ed=3

O nicleo dado pela equagdo (36) satisfaz a condigdo de
normalizacdo; tem, assim como sua derivada, suporte com-
pacto e aproxima o nicleo spline ctibico (equagdo [34) e,
consequentemente, o nucleo gaussiano. Além dessas pro-
priedades, tem a segunda derivada suave, e essa proprie-
dade estd diretamente ligada a questdo da estabilidade do
método SPH [103! [134]. Por outro lado, esse nicleo nao
possui as propriedades de positividade e decrescimento. A
figura [[2]ilustra esse nicleo de quarta ordem (equagdo 36)
juntamente com o ndcleo spline cibico (equagio[34).

Observa-se que em todos os exemplos as fungdes toma-
das como nucleos s@o fungdes que tém a seguinte forma:

W (x) = W"(R),

onde R = ||x||/h. Essa é uma escolha natural para fungdes
nicleos em SPH, embora alguns trabalhos utilizem nicleos
que ndo repetem este padrao [90} 82} [127]]. Uma andlise do
comportamento de varios nicleos em uma dimensdo pode
ser encontrada no trabalho de Fulk e Quinn [49].

Consisténcia do nicleo

No tradicional método de diferencas finitas (MDF),
o conceito de consisténcia define o quanto um sistema
de equagdes discretas se aproxima das EDP’s que mo-
delam o problema fisico [2]. O teorema de equivaléncia
de Lax-Richtmyer [/6] diz que, dado um problema bem
posto, isto é, um problema que depende continuamente
das condigdes inicias, em um esquema de interpolacdo
numérica (em MDF) consistente a existéncia de estabili-
dade é uma condi¢c@o necessdria e suficiente para a con-
vergéncia do sistema linear de equagdes obtidas pelo es-
quema.
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De maneira semelhante, usando expansdo em série de
Taylor, uma andlise das aproximag¢des SPH pode ser con-
siderada. Primeiramente, essa analise é considerada sobre
as aproximacdes continuas do método SPH, obtidas pelas
representacdes integrais de uma funcio e suas derivadas
(se¢do[2.b(D)). No que se segue, veremos que condi¢des de-
vem ser satisfeitas para que uma fun¢do defina um nicleo
no método SPH de tal forma que as aproximagdes tenham
certa ordem de precisdo. Além disso, essas condi¢des po-
dem ser usadas para definir nicleos no método SPH de
forma sistematica [86].

No método SPH, dada uma funcao f, a convolucdo dessa
funcdo por um niicleo W define a representacado integral da
funcéo f.

flw) = [ £60 W(a —x)dx
Q

Supondo f suficientemente diferenciavel, podemos expan-
dir f(x) em série de Taylor em torno do ponto u

X —x)k—i—rn (u—x) (37

f(x) (u
k=0
de onde, substituindo essa série na representacdo integral,

obtemos

()" 9 ()

) = > [ ) W -0 dxckr (u €

n

k=0 Q

Comparando os dois lados na igualdade acima, pode-
mos dizer que a representagdo integral da funcio f € uma
aproximacdo de ordem n se as seguintes condi¢des, a res-
peito do nucleo, sdo satisfeitas

My, = Wu—-x)d"x =1
/
M, = /(u—x)W(u—x)d"x:O
Q
My = (u—x)’W(u-x)d"x =0
/
M, = /(ufx)nW(ufx)d"x:O

Os termos M}, sao chamados de momentos do niicleo. Note
que o primeiro momento M € a condi¢ao de normalizacio
do nicleo. Por outro lado, o segundo momento M; € uma
propriedade de nicleos simétricos.

De maneira andloga, podemos fazer uma andlise para a
representacdo integral da derivada de uma fung@o. Deno-
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tando a fronteira do dominio 2 por S = 0f2 temos que
f(a) = /f(x) W(u — x)'ndS—/f(x) W' (u—x)d"x
s Q

onde n € o vetor unitdrio exterior a superficie .S.

Da mesma forma que determinamos os momentos Mj,
ao substituir a expansdo em série de Taylor (equagdo[37) na
segunda integral da igualdade acima, podemos dizer que,
se as seguintes equagdes sdo satisfeitas, entdo f'(u) é uma
aproximacao de ordem n.

M) = /W’(ufx)d"x:()
Q

M] = /(u—x)W’(u—x)d"x:l
Q

M) = /(u—x)QW'(u—x)d"XZO
Q

M, = /(u—x)"W’(u—x)d"XzO
Q

x)

W(u—x)‘S:O

A restricao do nicleo W| 5 a fronteira S do dominio do
problema, sendo uma fun¢do nula implica na integral de
superficie nula para qualquer funcfo arbitraria.

/f(x)W(u —x)-ndS=0
s

Essa igualdade foi usada na defini¢do da representacdo
integral da derivada de uma fungdo (se¢éo 2.b(@)). Além
disso, 0 momento M|, pode ser facilmente obtido dado a
restricdo nula do nucleo a superficie S. Mais ainda, se
essa restricdo ¢ satisfeita, os momentos M, (exceto k =
0) podem ser obtidos a partir dos momentos M, pela a
seguinte relacao.
M| =k My_1, k=1,---,n
Podemos estender essa analise para derivadas de ordem
superior. Basta observar que a derivada de ordemn + 1 éa
derivada da derivada de ordem n.
Veremos nas aplica¢des adiante que a derivada de maior
ordem nas EDP’s que modelam os problemas é de segunda
ordem. Em resumo, as representagdes integrais
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flw) = [ £ W(n = x)dx
Q

flla) == [fx)W (u—-x)d"x (38)
/

frw) = [ Fo W (u-x)dx
Q

sdo aproximagdes de ordem 7 se o niicleo satisfaz

My = /W(u—x)d"x=1
Q
M, = /(u—x)W(u—x)d”X:O
Q
(39
My, = /(ufx)QW(ufx)d”x:O
Q
M, = /(u—x)nW(u—x)dnx:O
Q
¢ W(u—x)ls =0
(40)
W’(u—x)‘s =0

A andlise baseada em expansio em series de Taylor
estd diretamente relacionada ao conceito de consisténcia
para MDF. Similarmente, o conceito de consisténcia em
métodos de elementos finitos (MEF) também pode ser apli-
cado ao método SPH. Em MEF a consisténcia € caracteri-
zada pela maior ordem polinomial que pode ser exatamente
reproduzida usando uma fungdo base [87]. Pode-se mos-
trar que, no método SPH, a representagdo integral repro-
duz exatamente polindmios de grau menor que ou igual an
desde que as condi¢des (39) sejam satisfeitas pelo nicleo.
Por exemplo, para que um campo constante (ordem polino-
mial zero) f(x) = c possa ser exatamente reproduzido pela
representacdo integral de uma fungéo (equacgaol2)), devemos
ter

fhi(u) = /f(x) Wh'(u —x)d"x = /cWh(u —x)d"x
Q Q

E fécil verificar que a condi¢do de normalizagdo, primeira
equacdo nas condi¢des (39), € a condigdo necessdria para a
representacdo integral aproximar exatamente um polindmio
de ordem zero.

Exercicio (fdcil). Dada uma funcdo f, mostre que a
representagdo integral de f utilizando um niicleo simétrico
possui precisdo de segunda ordem.

Exercicio (médio). Mostre que a representacdo integral de
uma fungdo reproduz exatamente um polindmio de grau n
se todos os momentos My, (equagoes3Y, k = 0,1,--- ,n
forem satisfeitos pelo niicleo.

2(d) Nicleos SPH

Consisténcia da aproximacao por particulas

Na secdo anterior o conceito de consisténcia foi apre-
sentado para a formulagdo continua da aproximagdo por
ndcleos, ou simplesmente, para as representacdes inte-
grais. Porém, essa consisténcia ndo pode ser assumida pelo
método SPH devido ao segundo passo de sua formulacdo: a
aproximacao por particulas.

O problema no qual as aproximacdes por particulas
dos momentos Mj’s (equagdes ndo sdo satisfeitas em
métodos de particulas é conhecido como inconsisténcia de
particulas [10} [103]. A versao discreta da consisténcia €
dada por:

N
S>Wu—-x)d'x=1

0, k=1,

N

(41)
onde N é o nimero de particulas que pertencem ao su-
porte compacto da particula localizada em x. Mas, essa
consisténcia discreta ndo é sempre satisfeita. Podemos ci-
tar dois exemplos onde as equagdes @I ndo sdo satisfeitas.
O simples caso de particulas que estdo proximas a fronteira
do dominio de tal forma que o suporte compacto intersecte
a fronteira ou, mesmo com o suporte contido no dominio,
quando as particulas estdo irregularmente distribuidas. A fi-
gura[[3ilustra esses casos.

j;1 .
;1 (u—x)"W(u —x)d"x

o
Figura 13: Aproximagdes por particulas. Da esquerda para
a direita: (a) amostragem densa de particulas no suporte
compacto; (b) o suporte compacto intersecta a fronteira do

dominio e (c¢) uma distribuicdo irregular de particulas no
suporte compacto.

Existem diferentes maneiras para tentar ob-
ter as condi¢cdes de consisténcia na forma discreta
[34L 135, 188, 183, [82]. Liu, Liu e Lam [86] descrevem
um algoritmo para constru¢do de um niicleo polinomial de
graun

n 1
W (x = x5) = 3 br (x,h) (X_hxj> . @
I=1

tal que as condicdes de consisténcia discretas para uma
aproximagio de ordem n (equacoes 1)) sejam satisfeitas.
Os coeficientes by (x,h) sdo determinados pelo algo-
ritmo resolvendo o seguinte sistema, obtido ao substituir
o nicleo polinomial (equagio E2) em todos os momentos
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discretos (equagdes [41)).

mo (x,h)  m1(x,h) -+ my(x,h) bo (x, h) 1
my (x,h)  ma(x,h) - -migr (x,h)| |b1(x,h) B 0
e (6,h) maers (3%, B)- - mpsn (%,8)) Lbe (0 R)) L0

onde
N o x\F
k(X,h)=Z<h]) Ax;
j=1

Ap6s determinar os coeficientes by (x, k), o nicleo poli-
nomial da equagio (@2) determina uma aproximagdo por
particulas com consisténcia de ordem n (se¢éo [2Z.b(D)).
Porém o elevado custo desse método deve ser levado em
considerac¢do, o qual concentra-se em construir essa ma-
triz de momento e resolver o sistema determinado por ela
para cada particula. Mais ainda, para resolver o problema,
a matriz deve ser ndo-singular e, portanto, a distribuicdo
das particulas deve satisfazer certas condicdes. Por tltimo,
vale ressaltar, que o niicleo obtido pode ndo ter algumas
propriedades desejaveis, como por exemplo: positividade e
simetria.

3 Dinamica dos fluidos usando SPH

Esse capitulo apresenta as equacdes matemdticas que
modelam o comportamento fisico dos escoamentos de flui-
dos e a aproximacao numérica de cada uma dessas equagdes
através do método SPH.

(a) Navier-Stokes na forma lagrangeana

A forma lagrangeana das equacdes de Navier-Stokes
descreve o comportamento de um fluido no ponto de vista
de um elemento de fluido infinitesimal que se move com
velocidade v junto com o escoamento e ocupa uma posicao
x em certo instante de tempo t. Esse comportamento
no espago euclidiano é descrito através do conjunto de
equacoes:

Dv

1 1
Z - - VT 4
Dr pr+pV +g (43)

Dp

— =—pV.-v. 44

Dt pV v (44)
Nas equagdes acima, p € a densidade do fluido, p é a pressao
do fluido, o vetor v = (v1, ve, v3) representa a velocidade
do fluido, g € o vetor da aceleracdo da gravidade e T é um

tensor simétrico 3 X 3:
Trx T;L'y Tz
T=17 7y 7y |- (45)
Tex Tzy Tzz
Os coeficientes do tensor T estdo relacionados as forgas in-
ternas de resposta do elemento de fluido a uma forca ex-

terna aplicada sobre ele, essa forca de resposta é denomi-
nada tensdo. Assim, cada coeficiente 7;; representa a tensdo
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(@ (b)

Figura 14: TensGes exercidas sobre um elemento de fluido.
(a) Tensdo normal tende a esticar ou a comprimir o ele-
mento. (b) Tensdo de cisalhamento tende a deformar o ele-
mento.

exercida na dire¢@o j sobre um plano perpendicular ao eixo
1. Esse tensor é chamado de fensor extra-tensdo ou tensor
de tensoes. O divergente do tensor T é dado por:

V-T=(V-(Te))',V-(Tex)", V- (Tes)"),

come; = (1,0,0)T, e2 = (0,1,0)T e e3 = (0,0,1)T.
Equacao de conservacao do momento

A equacdo (43) é uma aplicagdo direta da segunda lei de
Newton e diz respeito a conservacdo do momento, isto €, a
taxa de variacdo temporal do momento do fluido € igual a
resultante de forcas F' que atuam sobre o fluido. Logo, um
fluido pode ser representado por uma cole¢@o de elementos
de fluido, onde cada elemento de fluido possui massa m,
tem velocidade v, aceleragdo a e ocupa um volume infinite-
simal AV cuja forma pode variar ao longo do escoamento.
Assim, para cada elemento de fluido podemos escrever a
segunda lei de Newton através da famosa equagdo:

F = ma. (46)

A aceleracdo de um elemento de fluido é dada pela derivada
material:

D
a= ?‘t’. 7
Usando a equagio (7)) podemos reescrever a equagio (@8]
como: D
F—m=—. (48)

Agora nos resta falar das forcas exercidas sobre um ele-
mento de fluido. Essas forgas sdo classificadas em forgas de
campo e forcas de superficie. As forcas de campo agem na
massa do fluido como um todo, isto €, sobre cada elemento
de fluido. Exemplos dessas forcas sdo: a for¢a gravitacio-
nal, eletromagnética e centrifuga. As forgas de superficie
agem diretamente na superficie do elemento de fluido e sdo
decorrentes das:

1. Forgcas de pressdo: agem perpendicularmente a su-
perficie do elemento de fluido em decorréncia da
pressdo exercida por um elemento exterior que en-
volve o elemento de fluido, pois em regides de alta
pressdo, o elemento de fluido é comprimido. Enquanto
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Figura 15: Forcas exercidas sobre um elemento de fluido na
direcdo do eixo z.

em regides de baixa pressao, o elemento tende a se es-
ticar. Portanto, as forcas de pressdo sdo proporcionais
a variacdo temporal do volume do elemento de fluido.

2. Tensdes viscosas normais e de cisalhamento: as
tensdes normais agem também perpendicularmente
a superficie do elemento de fluido, alterando o seu
volume (figura [[4la)). Enquanto que as tensdes de
cisalhamento agem tangencialmente a superficie do
elemento por meio da fric¢do com elementos vizi-
nhos causando-lhe uma deformacdo cisalhante (fi-
gura [[4(b)). A distribuicdo dessas tensdes nos coefi-
cientes do tensor extra-tensdo T (equacdo (#3)) se da
da seguinte forma: os coeficientes da diagonal de T
(Taz» Tyy € T22) 880 as tensdes normais e os demais co-
eficientes (Tpy, Taz, Tyzs Tyzs Tza> Tzy) SA0 as tensdes
de cisalhamento.

Consideremos um elemento de fluido com a forma de
um paralelepipedo, utilizando a figura vamos calcular
a forga resultante exercida sobre um elemento de fluido na
direcdo do eixo x:

F, = - (p—i— apdac) —p} dydz
i Oz

+ (Tm 4 Oree dm) - Tm} dydz
i Ox

[ OTyz
+ (TW + 8; dy) - Tyw:| dxdz

+ (sz + O dz) - 724 dzdy
i 0z

( O O | OTye | O

— dxdyd
dr Oz oy az>xyz,
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Se a forca de campo por unidade de massa exercida S(()brg
o elemento de fluido é F = (F,, F,, F,) e a aceleracdo
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Dv, Dvy Duv,
Dt > Dt Dt

segunda lei de Newton (8) e pelo fato de m = pAV =
pdxdydz obtemos:

do elemento é a = , entdo através da

Du, dp OTya
pdzxdydz Py a—xdacdydz—k o dxdydz
8 xX a zZT
+ Ty dxdydz + i dxdydz
Jy 0z
+ Fy (pdxdydz)
~ L, (50)
Portanto, a equagdo do momento na dire¢do x é:
Do, 1 1070, 107, 107
v _10p 10mg  10n 107 oo
Dt pdxr p O0x p Oy p 0z

Analogamente, as equagdes do momento nas diregdes y € z
sdo:

Dv,  19p 107y 107, 107 LB, (52)
Dt pOy p Oxr p Oy p 0z
D 1 107, 1 1

ve 100 10T 10T 10T (s
Dt pO0z p Ox p Oy p Oz

Um fluido newtoniano (por exemplo, dgua) € um fluido
no qual a tensdo 7 exercida sobre o fluido é proporcional
aos gradientes de velocidade, isto €, ao tensor taxa de
deformagdo D:

Tij = 2/J, |:D” — %(5” trago(]D))] (54)
com
1 avi 8vj
D”_z(axj +8xi)’ (53)

lembrando que 6;; é o delta de Kronecker e a constante
de proporcionalidade p é denominada de coeficiente de
viscosidade dindmica do fluido. No capitulo[fl abordaremos
fluidos que possuem um comportamento mais complexo,
onde a tensdo 7 possui uma dependéncia ndo-linear com o
tensor .

Quando supomos que a tnica for¢a de campo exercida
sobre os elementos de fluido € a forga gravitacional F;, =
mg, podemos agrupar as equagdes do momento (1)), (32))
e (33) na forma vetorial para obter finalmente a equagio do
momento @3):

Dv 1 1
— =—-V -Vv.T
Di P p+p +8g,

onde

1 1
T =2u []D) - 3tra(;0(]D))]I} , com D= §(Vv+VvT) .

Denotamos Vv como sendo a matriz transposta da matn%
jacobiana Vv e I representando a matriz identidade, sendo
que cada matriz possui dimensdo 3 x 3. Observamos que
trago(D) =V - v.
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Equacio de conservacao da massa

A equacdo (4] obedece a lei de conservagdo da massa
e é conhecida como equacdo da continuidade. Na mecanica
dos fluidos, um volume arbitrario no espago através do qual
o fluido escoa, recebe 0 nome de volume de controle. Na
auséncia de fontes de massa ou de locais onde a massa
possa desaparecer, o balan¢o de massa dentro de um vo-
lume de controle fixo no espago pode ser traduzido como:

Fluxo de massa resultante
através da fronteira do vo-| =
lume de controle

Variacdo temporal do de-
crescimento da massa no
volume de controle

Assim, dado um volume de controle finito ocupado pelo
fluido em um instante de tempo, vamos denotar por ) esse
volume e S = 0f2 a sua superficie (fechada). A variacdo da
quantidade total da massa dentro do volume €2 é dada por:

/pv-ndS:—/@dQ, (57)

onde n € um vetor normal (unitario e exterior) a superficie
S. A expressao pv é denominada de fluxo de massa.
Utilizando o teorema de Gauss no lado esquerdo da equagao

(&7) temos:
__ [

Podemos reescrever a equagdo anterior da seguinte forma:

dp B
/Q[V'(pV)JraJ a0 =0. (58)

Supondo que o integrando da equagdo (58) seja continua.
Por outro lado, essa equacdo nos diz que a integral em um
instante de tempo arbitrrio, sobre um volume qualquer é
nula. Isto s6 é possivel se

dp

2% 0. (59)
Finalmente, a equagdo da continuidade na forma lagran-

geana (equagio[d4)) é deduzida diretamente da equacdo (39)

e da seguinte identidade:

V- (pv)+

V- (pv)=pV-v+v- -Vp. (60)
Substituindo a equagio (60) na equagio (59) obtemos:
0
8—5+V-Vp=—pV~v. 61)

Os dois termos do lado esquerdo da equagio (6I) sdo a
derivada material da densidade. Dai, a equagdo (6I) se
torna:
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Observamos que deduzimos a equagio da continuidade
na forma euleriana (equagdo para depois conseguir a
forma lagrangeana (equacdo [44), tarefa realizada gragas a
derivada material. Uma deducdo direta da equagdo da conti-
nuidade na forma lagrangeana pode ser encontrada em [84];
uma maneira mais elegante de demonstrar a equagdo da
continuidade pode ser feita através do teorema do trans-
porte [[139].

(b) Incompressibilidade

Um fluido € dito incompressivel quando a densidade
de um elemento de fluido ndo ¢ afetada pela variacdo
da pressdo, ou seja, durante o movimento o volume de
qualquer elemento de fluido € preservado mesmo sobre
influéncia da pressdo; pode-se aumentar ou diminuir a
pressd@o que a densidade permanecerd constante. A den-
sidade de um elemento de fluido pode variar em virtude
da condugdo térmica; porém, as variacdes de tempera-
tura serdo consideradas “pequenas”o suficiente para que as
alteracdes na densidade sejam consideradas despreziveis.
Logo, podemos considerar a densidade em cada elemento
de fluido como constante. Assim, em um escoamento de
fluido incompressivel, a variacdo temporal da densidade p
€ nula, isto é,

Dp

Dt
Dessa maneira a equagdo da continuidade (@4) toma a
forma simples:

0.

V.-v=0. (62)
Matematicamente, um fluido que escoa através de um
campo velocidade de divergéncia nula € incompressivel. A
restri¢do (62) € dita condigdo de incompressibilidade. Uma
rica classe de fluidos incompressiveis sao os liquidos. En-
tretanto, no mundo real nenhum fluido € realmente incom-
pressivel, até mesmo um liquido pode ter a sua densidade
aumentada aplicando-se uma pressio suficiente.
Além disso, através da condi¢do de incompressibili-
dade, podemos simplificar o tensor extra-tensdo T dado na

equacdo (36):

v A,
T = 24D, com Tij_u(agjua;"). (63)
7 i

Utilizando a equag@o anterior temos:

V-T = p[V-Vv+V- (V)]
= p[V(V-v)+V3] (64)
= uViv,
onde V2v = (VZ2vy, V2vy,VZ03) é chamado de vetor

laplaciano. Com isso, podemos simplificar a equacdo do
momento (43)):

D 1
= CUp+ Eviv g 65)
Dt p p
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Intuitivamente a viscosidade de um fluido descreve o
quanto um fluido em movimento resiste a deformagao, isto
¢, a maneira como a velocidade do fluido se dissipa. Logo,
nada mais natural do que o surgimento do vetor laplaci-
ano V2v no termo das tensdes viscosas na equagio acima.
Pois o operador diferencial relacionado a dissipacdo fisica
é o operador laplaciano V2, para isso basta lembrar da
equagdo do calor.

Portanto, para simular escoamentos de fluidos incom-
pressiveis, utilizam-se as equacdes (62) e (63). Essas
equagdes sdo conhecidas como as equagdes de Navier-
Stokes para escoamentos incompressiveis na forma lagran-
geana.

Exercicio (fdcil). Dé um exemplo de um campo veto-
rial ndo-nulo definido no plano euclidiano que satisfaz a
condigdo de incompressibilidade.

(c) Discretizacao SPH das Equacdes de Navier-Stokes

Nessa secdo mostraremos como ¢é feita a aproximagdo
SPH para simular fluidos incompressiveis. Para isso vamos
representar o fluido como um sistema de particulas onde
cada uma delas, além de ser um centro de interpolagcdo SPH,
possui quantidades fisicas do fluido como, por exemplo:
massa, velocidade, densidade, viscosidade, pressao, etc.

Aproximacao SPH da equaciao do momento

A aceleracdo em cada particula 7 é calculada através da
equacdo do momento (63):

DVi
Dt

A idéia aqui € aplicar as regras de aproximacdo SPH, dis-
cutidas no capitulo 2] nos dois primeiros termos, pressio e
viscosidade, do lado direito da equagdo (66). Primeiro va-
mos aproximar termo proveniente das forcas exercidas pela
pressdo na particula e em seguida vamos aproximar o termo
Viscoso ﬁv%i.

1
=——Vp; + ﬁVQVi +g. (66)
Pi Pi

Equacaes de estado Tradicionalmente no método SPH a
pressdo, ao contrdrio dos métodos com malha onde ela € a
solu¢do implicita de uma equagao de Poisson [[130], € uma
funcdo explicita da densidade local do fluido semelhante as
equagdes de estado da termodinamica [47].

Apesar do método SPH ter sido criado para simular flui-
dos compressiveis, podemos aproximar um fluido incom-
pressivel por um fluido quase-incompressivel utilizando
uma equagdo de estado [[100]. Assim a pressdo p; pode ser
calculada por uma equagdo de estado sugerida por Batche-
lor [8] e tem a forma:

. Y
zn:B[<”> —4, (67)
Po

com vy = 7 e pg € a densidade (ou massa especifica)
de referéncia. O parametro B é o termo relacionado as
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flutuacdes de densidade do fluido e é estimado por

onde c é a velocidade do som. A velocidade do som re-
presenta a velocidade pontual mais rdpida de propagacio
de onda naquele meio, nas simulagdes SPH ela € escolhida
como sendo aproximadamente dez vezes a maior veloci-
dade esperada no escoamento do fluido, isto €, um nimero
de Mach em torno de 0.1. A equagio (67) é conhecida como
equagdo de Tait. Posteriormente, Morris ef al. [105] si-
mularam fluidos quase-incompressiveis de alta viscosidade
através da seguinte equacdo de estado:

pi = (pi — po) - (68)

O célculo da pressdo ainda continua sendo um ponto de-
licado nas simulagdes de fluidos incompressiveis usando
SPH, pois hd uma dificuldade de manter a incompressibi-
lidade do fluido devido a falta de um controle explicito da
densidade global. No capitulo [5] vamos mostrar uma va-
riante do método SPH para simular escoamentos de flui-
dos incompressiveis, isto €, escoamentos que satisfazem a
condi¢do de incompressibilidade (62).

Gradiente da pressdo Ap0s atualizar a pressdo em todas
as particulas usando uma das equacdes de estado acima,
podemos avaliar em cada particula o gradiente da pressao
na equagdo do momento (66). Uma maneira de calcular
o gradiente da pressdo é dada pela aproximac¢ido SPH do

gradiente 22)):

_ —sz _ Z m; Pi p;-

VWi (69)
JEV; pz pj

Termo viscoso O céalculo do termo viscoso “ Vv, da
equagido do momento (6f) pode ser apr0x1mad0 numeri-
camente através da aproximagdo SPH do laplaciano (ZI))
aplicada em cada coeficiente do vetor laplaciano V2v;:

Loy, = Qﬁ > ﬁ?vij%, (70)
JEV; J 7
onde Vij =V =V, X =X — X €755 = HXin.
Finalmente, através das equagdes ([Q9) e (ZQ), para cada
parti-cula 4 a versdao SPH da equa¢do do momento (G6) é
dada por:

DVi pj
= - D> omi| 5+
Dt jevi Pi Pj

ViWij

2,LL m; Xij V,Wu
Z Vij b3 + 8.
f pﬂ rl]

(71)
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Aproximacoes SPH da densidade

Nos métodos SPH tradicionais, a aproximagao da den-
sidade em uma particula 7 é feita diretamente através da
aproximagio SPH (13):

pi = ZPjWijm = m;Wi;. (72)
Vi bijev,

Entretanto, a aproximacio (72) requer um ciclo ex-
tra de computagdo, pois a densidade € calculada antes
dos outros parametros, tornando assim a simulacdo mais
lenta no ponto de vista computacional. Outra op¢io para
o célculo da densidade é através da equacdo da continui-
dade (@4), simplesmente aplicando a aproximagdo SPH do
divergente (I6) na equagio @d). Assim, a versdo SPH da
equagdo da continuidade € da forma:

DDptl = —pPs Z (Vj — Vi) . Vlww% . (73)
jeV;

A densidade da particula ¢ é obtida integrando a

equacdo (Z3) em relagio ao tempo.

No préximo capitulo, vamos discutir os aspectos
numéricos e computacionais para a implementacdo de
um sistema baseado no método SPH para simular escoa-
mentos de fluidos.

4 Aspectos numéricos do método SPH

Se a fisica usa do célculo infinitesimal para modelar a
natureza, o computador infelizmente € limitado a operacdes
algébricas com uma quantidade finita de nimeros. Uma
op¢ao € tentar modelar a natureza diretamente com as ferra-
mentas computacionais. Outro caminho, mais acessivel por
enquanto, é aproximar, no sentido matemadtico, o modelo
fisico. Isso torna os aspectos computacionais ndo apenas
um problema de tradu¢@o em linguagem de programacao,
mas um processo matemdtico delicado, submetido as
limitacdes das maquinas, e que deve respeitar o fendmeno
fisico.

Nesse contexto, os métodos SPH ganharam espaco em
aplicacdes de diversos horizontes: desde a simulag¢do pre-
cisa de fendmenos fisicos até efeitos para jogos. Essa vari-
edade de contexto corresponde a uma variagdo significativa
de estratégias para implement4-lo: os jogos procuram resul-
tados apenas visualmente coerentes mas requerem c6digos
extremamente eficientes, enquanto a simulacdo fisica exige
a maior precisao possivel independente do custo computa-
cional.

Além disto, os tipos de simulagdo influenciam na esco-
lha das estruturas de dados a serem usadas. Por exemplo,
escoamentos turbulentos de um liquido confinado acon-
tecem em um volume limitado e o método SPH mani-
pula informacdes densas durante um longo tempo simu-
lado, enquanto a simulacdo de explosdes de gases atualiza
informagdes esparsas em um grande volume durante pou-
cos instantes. Estes contextos mudam a combinatéria do
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problema de simulagdo, como descrito nas sec¢des e

Finalmente, as interacdes de fluido com outros meios sdo
delicadas de modelar fisicamente, apesar de ter um efeito
decisivo em particular no caso de fluidos incompressiveis.
Essas interacOes, pelas suas complexidades, sdo geralmente
tratadas localmente durante o algoritmo como detalhado
nas secdes[@(b) e

Os exercicios deste capitulo, colocados ao longo do texto
e no final de cada se¢do, sdo de trés tipos: andlise de uma
formulag@o para calcular as equacdes fisicas, andlise de
um algoritmo e implementacdo de um método. Uma visdo
geral do método, onde encaixam as secdes deste capitulo, é
ilustrada na figura[I6] e detalhada na tltima secdo

Densidade e através da
Pressédo Equagéo de Momento

Sistema SPH Particulas Vizinhas

Superficie Livre Fronteira Temporal

Figura 16: Visio geral do ciclo de simulacio de um sistema
SPH.

(a) Integracao temporal

O método SPH permite, entre outras coisas, calcular
no computador aproximagdes de derivadas espaciais (ver
capitulo ). Esse problema é chamado de discretizagdo
espacial. Em particular, o método SPH permite calcular
as derivadas a partir de particulas (amostras) distribuidas
aleatoriamente no espaco, obtendo, no caso de simulacdo
de fluidos, densidade, pressdo, viscosidade... Porém, a
equacdo de conservagdo do momento envolve derivadas
espaciais e temporais, e esta secdo detalha alguns métodos
para aproximar essas derivadas a partir de amostras de
tempo distribuidos uniformemente, do tipo:

dv

E(t) ~F(-v(t—2AL) ,v(t—At) ,v(t), v(E+AL) , v(t + 2AL) -

Portanto, a integracdo temporal se aparenta com a
discretizacdo de derivadas em reticulados (grades), onde
os métodos de diferencas finitas sdo os mais usados [38]].
Porém, no contexto temporal, tentamos calcular um ponto
do reticulado em fung¢@o apenas dos pontos inferiores (ins-
tantes anteriores). Quando o cdlculo € direto, ou seja,
quando temos apenas uma incégnita a resolver (o instante
atual), o método é chamado de explicito. Ao contrario, ti-
picamente quando colocamos os instantes futuros como
incégnita e isolamos o instante atual, o método é cha-
mado de implicito. Essa tltima classe de métodos € deli-
cado no contexto lagrangeano, e ndo sera abordado neste
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livro. Nos métodos explicitos, tem um meio termo entre a
qualidade de aproximag@o a priori de uma discretizagdo e
o seu custo computacional. Nesta secdo, revemos rapida-
mente dois métodos, Euler e leap-frog, e mencionaremos
técnicas usuais para estimar o passo de tempo.

Método de Euler

O método explicito mais simples € conhecido como
método de Euler. Ele corresponde a primeira aproximagao
da derivada, conhecida como diferenca para frente, que no
caso da velocidade pode ser escrita como:

dv, . v(t+h)—v(t)  v(t+At) —v(t)
= iy h ~ At '

Esta estimativa de derivada envolve apenas dois pontos
de tempo: t e t+ At, o que permite calcular o instante a
seguir diretamente a partir do instante atual. Isto torna este
integrador eficiente, pois basta calcular e armazenar apenas
um instante para calcular o seguinte.

Na pritica, a aceleracdo a; de uma particula ¢ é calculada
a partir da soma das forcas na equacdo do momento de
Navier-Stokes, e assim a velocidade v; e a posi¢do x; sdo
atualizadas conjuntamente a partir da aproximagao anterior:

v, (t+At)
x; (t+At)

x; (1) +Atv; (t+Af)

E possivel estimar a precisdo a priori deste método:
a velocidade de uma particula pode ser vista como uma
funcdo vetorial do tempo. Se essa funcdo é bem aproximada
por seu polindmio de Taylor, temos:

d
V(t+AL) = v(t) + At - d—‘;(t) +0 ((At)2) .
A aproximacdo do método de Euler pode ser escrita, neste
caso, como:

Por causa dessa andlise, o0 método de Euler é qualificado
de método de primeira ordem. Observe que a andlise supde
que a velocidade seja uma fung@o suficientemente suave,
0 que ¢ comum em matemadtica, mas que certamente nao
€ o caso para um fluido perto de um vdrtice ou de uma
turbuléncia, que sdo os casos mais interessantes.

Essa andlise permite, porém, ter uma comparacdo de
integradores temporais, e a baixa ordem deste integrador
pode tornar uma simulacdo bastante instavel em certas cir-
cunstancias — uma propriedade indesejavel para qualquer
integrador. Essa instabilidade pode ser remediada tomando
um passo de tempo At muito pequeno, idealmente para ter
o termo o (At) inferior a precisdo desejada.

4(a) Integracdo temporal

Exercicio (dificil). Use o método de Euler para resolver,
na mdo ou no computador, um sistema massa-mola unidi-
mensional: a = —k - x. Observe que ele aumenta a energia
total do sistema (por exemplo, a velocidade nos pontos ex-
tremos da mola cresce).

Integrador Leap-Frog

Um integrador mais atraente e tdo simples quanto o
método de Euler, mas com uma precisdo de segunda ordem,
¢é o integrador leap-frog [38]. Ele é baseado na estimativa de
derivada como diferencga centrada:

1) oL
() = limy_o —v(t+2h)hv(t 2!)

v(t—&-% At) —v(t—% At)
At .

/’/Jf\\ /’/Jf\\
x(0) x(1) X(2)
| |

[ T | T [
v(1/2) v(3/2)

N T~ 7

~Y

Figura 17: Esquema de integrac@o leap-frog: posicdo x; e
velocidade v; em uma particula 7 sdo avaliadas de maneira
intercalada em relacdo ao tempo ¢.

Esta estimativa de derivada envolve de novo apenas dois
pontos de tempo: t — %At et+ %At, 0 que torna este inte-
grador tao eficiente como o de Euler. Porém, para calcular
o instante a seguir diretamente a partir do instante atual, usa
instantes intermedidrios, o que ndo cria problema do ponto
de vista da aproximacao.

Na prética, a velocidade de cada particula é calculada
nos pontos médio dos intervalos de tempo (figura ea
posi¢@o nos pontos inteiros. Assim, posi¢cdo e velocidade
sao avaliadas intercaladamente da seguinte forma:

v; (t+ 3At) v (t — $At) + Atag(t)
x; (t+At) = x;(t)+Atv; (t+1At).

Quando € preciso calcular a velocidade em um passo de
tempo inteiro, ela pode ser interpolada a partir dos pas-
sos intermedidrios. O mais simples é calculd-la através da
média entre a velocidade anterior e posterior:

Além disso, a inicializagdo do método requer uma etapa
adicional no calculo da velocidade v; (—%) através do
método de Euler

(74)

1

v, (_2) = v;(0) — %At a;(0). (76)
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Ao contrario da diferenga para frente usada no integra-
dor de Euler, o integrador leap-frog é reversivel no tempo
devido a forma simétrica na qual ele é definido. A reversi-
bilidade no tempo € uma propriedade importante, pois ela
garante conservagdo de energia do sistema.

Exercicio (fdcil). Baseado na andlise do método de Euler,
mostre que o integrador leap-frog é um integrador de ordem

2:

(50) = TOTO()

Estimativa de passo de tempo

Nos métodos anteriores, vimos que idealmente a deri-
vada temporal converge para a derivada caso o passo de
tempo At tende a zero. Porém, é impossivel na pritica,
pois € preciso ter uma resposta da simulagdo em um tempo
razoavel. Assim, existe um meio-termo entre precisdo do
método e tempo de resposta. Observe ainda que os compu-
tadores tenham dificuldades em manipular diferencas muito
pequenas de nimeros, gerando erros numéricos quando o
passo de tempo € pequeno demais. Isto pode tornar cer-
tas simulagdes impossiveis com métodos existentes, mesmo
com tempo infinito!

Para estimar a priori o passo de tempo de uma simulagao,
podemos usar dois tipos de avaliagdes: fisicas e numéricas.
A avaliagdo fisica € relacionada as propriedades do mate-
rial simulado, geralmente caracterizado pela velocidade do
som c no material. Essa velocidade caracteriza a velocidade
méxima com a qual uma modifica¢do se propaga mecani-
camente. Por exemplo, no método SPH, uma particula in-
fluencia as suas vizinhas, em um raio xh. Esta influéncia
ocorre com velocidade %, que ndo pode exceder a veloci-
dade ¢, obtendo assim At < %h Consideracdes similares
em relacdo as propriedades perto de turbuléncias, formagao
de estrutura podem gerar outros valores maximos de passo
de tempo.

Outra estimativa do passo de tempo € dada pela condicio
de estabilidade de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL), obtida
em 1928, pelos professores Richard Courant, Kurt Friedri-
chs e Hans Lewy. Ela se aplica a priori para solucdes através
do método de diferengas finitas para fenomenos regidos por
EDP’s hiperbdlicas. Ela pode ser extrapolada, no nosso con-
texto, em um passo de tempo adaptativo determinado pela
expressao [[105]:

2
At:O.lmin{h7 h”i} . (77)
i Uvill +¢” 8
Exercicio (médio). No caso de um passo de tempo
At adaptativo, respeitando a condi¢do CFL, quais
modificagbes devem ser feitas nos coeficientes de derivagcdo
e interpolagdo do método leap-frog?
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(b) Tratamento da fronteira

A simulacdo de fluidos a partir das equacdes de Navier-
Stokes pode ser vista como um grande problema de
equagdes diferenciais parciais. A solucdo desse tipo de
equacdes depende fortemente das condicdes iniciais e de
fronteira. O comportamento dos fluidos perto da fronteira,
porém, tem uma fisica muito particular, onde podem se mis-
turar tensao superficial (no caso de fronteira livre), colisdo e
fric¢do (gas em fronteira rigida), molhamento (liquido perto
de um meio permedvel), capilaridade... Além do signifi-
cado fisico da prépria condi¢@o de fronteira das equagdes,
em termo de velocidade e pressdo. Esses fenomenos com-
plexos intervém em vdrias escalas, e sao ainda mal modela-
dos pela fisica.

Portanto, a incorporagdo de condi¢des de fronteira nas
simulacdes é um problema complexo, onde ainda ndo se
tem uma solu¢do corretamente fundamentada. Esta secdo
menciona apenas trés aspectos mais usuais: a avaliacdo
dos operadores SPH perto da fronteira, a modelagem da
interacdo com a fronteira e as condigdes limites com o
tratamento das descontinuidades decorrentes.

Operadores SPH na fronteira

A definicdo de continuidade, derivacdio e outras
operacdes basicas de andlise funcionam em uma vizinhanca
de um ponto do dominio. Portanto, trata-se essencialmente
de conjuntos abertos. A fronteira de um fluido é o bordo
do dominio, e portanto fechado. A defini¢cdo de derivadas
nestes casos € delicada. A solu¢do matemdtica usual seria
os teoremas de Stokes (recapitulados no apéndice), relaci-
onando médias de derivadas em um dominio com médias
no bordo desse dominio. Essa solu¢do ndo cabe na prética,
pois nem sempre podemos estimar essas médias no bordo.
Outras solucdes rigorosas poderiam ser propostas, porém
precisar-se-ia entender melhor as préprias equagdes de
Navier-Stokes, o que € um problema em aberto. Sobram
entdo heuristicas. Mencionaremos duas heuristicas que
exemplificam duas estratégias comuns: definir operadores
truncados na fronteira e estender o dominio para a fronteira
se tornar uma interface.

A primeira estratégia consiste em definir corretamente
uma aproximacdo SPH perto da fronteira. Tipicamente,
podemos imaginar as particulas no semi-plano z > 0 e
tentar estimar a densidade (operador direto) ou o termo
viscoso (operador derivado) em um ponto perto de z =
0. Se usarmos diretamente os operadores introduzidos no
capitulo Pl perderiamos o requisito de normaliza¢do do
nicleo: se a integral do nicleo no plano inteiro é 1, serd
menor no semi-plano. Uma opg¢do simples seria de forcar
esta normalizag@o na fronteira, dividindo pelo valor médio
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do niucleo:

fi=>] E_jijVij/Z %Wm

jev, Pi JEV

Essa correcdo foi proposta por Chen-Beraun [21], porém,
nao podemos estendé-las para operadores de derivada, pois
o valor médio dos nucleos derivados tem que ser 0. Por
outro lado, a derivada na direcdo ortogonal a fronteira ndo
¢ bem definida, portanto usa-se geralmente a normalizagdo
do niicleo ndo derivado.

A segunda estratégia consiste em estender o dominio,
acrescentando particulas fora da fronteira, chamadas de
particulas fantasmas (ghost particles) [100]]. Nesse caso, a
avaliacdo SPH continua geralmente igual a avaliacdo do
interior do dominio, porém, as particulas fantasmas nao
podem ser transportadas (mudar de posi¢do) normalmente
para elas ndo entrarem no interior do dominio. Agora é pre-
ciso definir a posi¢do dessas particulas, e as quantidades
fisicas que elas carreguem para a aproximacdo SPH.

A posicdo dela é geralmente definida como sendo a
reflexdo de particulas reais situadas perto da fronteira.
Isso permite atribuir facilmente as quantidades fisicas das
particulas fantasmas como iguais ou simétricas (mudanca
de sinal) das particulas reais. Observe que, no primeiro caso
(quantidade iguais), os gradientes serdo ortogonais a fron-
teira. O problema dessa opcdo € que, se houver deficiéncia
de particulas (poucas particulas em um dado volume), o
que é comum perto da fronteira, as particulas fantasmas nao
compensariam muito esta deficiéncia.

(i‘_‘:_{h{‘_‘:_{‘_‘:_{hf‘_xr ~ fronteira

N4 o < | O particula de fluido
<1> o O o o o I‘) & particula fantasma
(1} OOOO o O jl} o P

<@ o

I 0%00%0° $

Figura 18: As particulas fantasmas sao utilizadas para es-
tender o dominio da simulagdo.

z

Outra opgdo para evitar esta deficiéncia € colocar
particulas fantasmas regularmente em uma faixa fora da
fronteira (ver figura [I8). Isso tem a vantagem de garantir
a concentracdo de particulas, porém torna mais trabalhoso
a defini¢do das propriedades fisicas nestas particulas fantas-
mas. Imitando o caso anterior, podemos avaliar essas quan-
tidades por simetria, usando a interpolacdo SPH dentro do
dominio perto da posicao simétrica a particula fantasma.

4(b) Tratamento da fronteira

Exercicio (fdcil). No caso bidimensional, com fronteira
vertical em x = 0 e uma distribuicdo regular (em uma
grade) de particulas, calcule a aproximacdo SPH da funcdo
f(@) = 2? + y? no ponto (0; %) usando as estratégias
mencionadas acima.

Interacao com a fronteira

A interacdo com a fronteira tem geralmente dois as-
pectos: confinar as particulas no dominio da simulagdo,
isto é. evitar que as particulas escapem, e aproximar as
forcas fisicas ocorrendo na fronteira. Detalharemos aqui
duas técnicas para modelar fronteiras sélidas: potenciais re-
pulsivos [[100]] e colisdo [L18]].

O tratamento de fronteiras s6lidas no SPH proposto por
Monaghan em [100]], aproveita a estratégia das particulas
fantasmas descrita na sec¢do anterior. No modelo dele, as
particulas fantasmas geram forcas altamente repulsivas e
assim previnem a interpenetracdo de particulas do fluido
nas fronteiras s6lidas do problema. Essa forca de repulsao
¢é calculada usando uma expressdo matemdtica semelhante
a do potencial de Lennard-Jones utilizado em dindmica
molecular [5]. Portanto, a for¢a de repulsdo sobre uma
particula de fluido ¢ que colide com uma particula fantasma

gé
) ()] 5=
Ty = ig ra) | T e =0 (78)
0, [—Og >1
com X;q = X; — Xg, Tig = ||X; — X4||. A constante C' de-

pende do problema e deve ser da mesma ordem de gran-
deza do quadrado da maior velocidade esperada no escoa-
mento. O raio de interacdo ro € importante na simulagdo.
Pois se for escolhido um valor muito alto para rg, a forca
de repulsdo pode causar uma grande perturbagdo no estado
inicial das particulas e consequentemente arruinar toda a
simulacdo. Se for escolhido um valor pequeno, a forga de
repulsdo ndo serd suficiente para evitar a interpenetracao
de particulas na fronteira. Na maioria dos casos, é reco-
mendado ry ser um valor proximo da distancia inicial das
particulas do sistema.

Uma das maiores dificuldades da abordagem acima ¢é
a de modelar fronteiras que possuem geometria complexa
através de particulas fantasmas. Além disso, o potencial
artificial incrementa a energia total do sistema fisico, en-
quanto o comportamento da fronteira é geralmente de ab-
sorver energia. Finalmente, o potencial de Lennard-Jones
ndo pode garantir que as particulas sejam corretamente con-
finadas no dominio. Por outro lado, € uma estratégia facil de
implementar com particulas fantasmas, e se tornou popular
na literatura.

Para evitar esses problemas, pode-se usar uma aborda-
gem puramente geométrica, calculando explicitamente a
resposta da colisdo com a fronteira (ver figura [[9). Este
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colisao(x;)
0\ Xi + tVi

Figura 19: Resposta da colisdo particula x tridngulo.

tratamento ¢ muito adequado quando a fronteira é des-
crita usando uma malha triangular, o caso mais comum na
computacgdo. A colisdo atualiza a posi¢ao e a velocidade da
particula para as particulas cuja trajetdria intersecta a fron-
teira. A dificuldade do método € detectar de forma efici-
ente este teste de interse¢cdo. Uma maneira eficiente é usar
a estrutura de busca de particulas vizinhas, descrita no final
deste capitulo [T17].

(a) Colisao suave. (b) Colisdo ndo-escorregadia.

Figura 20: Simulagdo de um escoamento de lava apés
1910 iteracdes com colisdo suave (esquerda) e com colisdao
nao-escorregadia (direita), com os mesmo parametros: 545
particulas e 9566 tridngulos na fronteira. O mapa de cores
representa a densidade de cada particula. A colisdo suave
faz a lava deslizar mais rapidamente.

As novas posi¢ao e velocidade da particula podem seguir
simplesmente a lei de Snell-Descartes (ver figura [[9). Em
uma colisdo perfeitamente eldstica é invertida apenas a
componente normal da velocidade. Para colisdes suaves, a
componente tangencial e normal podem ser escaladas por
coeficientes constantes entre 0 e 1, o coeficiente que dissipa
a velocidade tangencial € chamado de coeficiente de fric¢do
enquanto o que dissipa a velocidade normal é conhecido
como coeficiente de restituicdo. Nos casos em que ambos
os coeficientes sdo 0 a colisdo € dita ndo-escorregadia
(ver figura 20). Esta dissipacdo simples na velocidade de
resposta permite simular a absorcio de energia gerada pela
colisdo com o bordo.

Exercicio (médio). Em 2D, considere uma fronteira des-
crita com particulas fantasmas colocadas nas posicéoes in-
teiras do eixo y. Calcule a trajetoria de uma particula com
velocidade v = (—1,—1) perto da fronteira, submissa
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apenas ao potencial de Lennard-Jones. Calcule a energia
cinética da particula ao longo do tempo.

Condicoes de contorno

A modelagem fisica usual utiliza equagdes diferenciais
para prever o comportamento de um sistema a partir das
condigdes limites. Dadas as equagdes de Navier-Stokes e
as propriedades fisicas, essas condi¢des determinam intei-
ramente o comportamento do sistema. Sdo geralmente as
propriedades iniciais do fluido, o dominio e as proprieda-
des do fluido forgadas pela interacdo com a fronteira. Tipi-
camente, a temperatura de um gas confinado é constante na
fronteira, pois o exterior atua como regulador. Na pratica,
isto significa que qualquer particula perto da fronteira (ne-
nhuma estd exatamente na fronteira) manterd a sua tem-
peratura constante durante a simulagfo, independente das
interacdes térmicas com as vizinhas.

Esses tipos de condi¢cdes de contorno sdo as mais
simples e as mais usadas nas simulacdes numéricas. As
mais cldssicas sdo: a velocidade perpendicular a fronteira
(condig¢@o no slip), o gradiente da pressdo perpendicular ao
bordo (interpretagdo da equagdo da continuidade), tempe-
ratura constante. . .

Infelizmente, essas condi¢des introduzem descontinui-
dades no sistema. Na abstracao diferencial, a condi¢ao afeta
o bordo que é fora do dominio, mas na simulagdo, as-
sim como o tratamento da fronteira da sec¢do anterior, ela
afeta uma camada perto do bordo. As quantidades fisicas
aproximadas perto da transicao entre esta camada perto do
bordo e o interior podem nao ser diferencidveis. Por um
lado, a aproximag¢dao SPH suaviza estas quantidades (SPH
comega por smoothed), e por outro lado é um problema
de aproximacdo discreta onde uma amostragem pode apro-
ximar varias fungdes, inclusive C°°. As descontinuidades,
porém, mudam o modelo fisico, além de geralmente causar
instabilidades numéricas.

Um paliativo heuristico a este problema € impor as
condigdes de contorno explicitamente em uma camada li-
mite perto da fronteira, em vez de impd-las integralmente
para as particulas perto do bordo. Por exemplo, a condi¢ao
de temperatura fixa pode, em vez de fixar a temperatura das
particulas que tocam bordo e deixd-las logo depois livre,
pode-se definir que a temperatura deve variar linearmente
dentro de uma camada um pouco maior perto do bordo. Se
a temperatura do bordo for 0, isto pode ser simplesmente
calculado multiplicando as temperaturas por um fator pro-
porcional a distincia da particula ao bordo. No fundo, troca
uma condi¢do de fronteira descontinua (sim ou ndo) por
uma interpolacdo mais suave (linear, quadratica. .. ), permi-
tindo uma melhor aproximacao das derivadas.

Exercicio (dificil). No caso unidimensional, calcule a
dissipacdo de calor (% = V2T) de uma barra identifi-
cada com o semi-eixo x > 0 e mantida a temperatura Ty
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na fronteira x = 0, usando a solugdo diferencial, a solugcdo
SPH com particulas fixas nos pontos inteiros do eixo x > 0,
com e sem camada limite.

(c) Busca de particulas vizinhas

Todos os célculos dos operadores SPH sdo realizados
através de somas sobre particulas vizinhas. Este aspecto é
parecido com a maioria dos métodos de simulagdo, porém
no SPH as particulas mudam de posi¢do ao longo do tempo.
Portanto, as particulas vizinhas nem sempre sdo as mesmas,
e precisa-se entdo buscar as particulas vizinhas de cada
particula com frequéncia. Se o algoritmo de busca nao for
bem desenhado, essa tarefa pode tomar quase todo o tempo
do processador, tornando-a invidvel. Esta secdo mostrard os
algoritmos e as estruturas de dados usuais para calcular os
vizinhos de forma eficiente.

A dificuldade é que ndo se tem uma solugdo universal:
uma particula de um gds ndo confinado, ocupando uma
fracdo pequena do dominio, terd um nimero varidvel de
vizinhos dependendo se estd em uma regido densa ou es-
parsa, enquanto em um liquido o nimero de vizinhos é
mais estdvel. Também, se tiver um nimero muito grande
de particulas, armazenar todos os vizinhos pode ser proibi-
tivo para a memoria da maquina. D4 ainda para aproveitar
certas propriedades, por exemplo, se o passo de tempo da
simula¢do é muito pequeno, os vizinhos mudam pouco. ..
Estes aspectos sdo as restrigdes de um grande problema de
otimizacio combinatéria para conseguir o melhor desem-
penho da simulag@o.

Forca bruta

O algoritmo mais simples é considerar cada par de
particulas, e testar se elas estdo em uma distancia inferior a
kh. Esse algoritmo é chamado de forca bruta, pois precisa
de muito esfor¢co computacional e pouco trabalho de raci-
ocino. E importante entender porque este algoritmo pode
ser desastroso, € como podemos tornd-lo 6timo em certas
configuracdes.

Considere que o sistema tem n particulas, e que elas t€ém
na média k vizinhos. Para se ter uma ordem de grandeza,
n é da ordem de milhares a centenas de milhares, e k
e de algumas dezenas. O tempo de busca serd o nimero
de pares distintos ordenados de particulas % vezes o
tempo de achar os pares e efetuar os testes para ver se sdo
duas particulas vizinhas, e ainda o tempo de retornar as
kn vizinhas. Se n é muito grande, o tempo cresce como
O(n?), que pode significar séculos de computagio! Em
compensagdo, esse sistema nao usa nenhuma estrutura de
dados e, portanto, ndo tem nenhum requisito de meméria
adicional.

Este método pode ser melhorado significativamente com
duas observacdes. No caso que as particulas se movem
pouco a cada passo, ou porque o passo de tempo € pe-
queno ou porque o fluido € muito viscoso, os vizinhos de

4(c) Busca de particulas vizinhas

uma particula raramente mudam. Assim, basta calcular os
vizinhos apenas quando mudam; esse processo € chamado
de atualizagdo preguigosa. Na verdade, podemos testar ex-
plicitamente se uma particula vai mudar de vizinho: se ela
percorreu mais de %K]h. Neste caso, temos que re-calcular
os vizinhos dela e atualizar os vizinhos antigos. Isto ocorre
acadat = 222 - passos de tempo em média, onde ¢ € a ve-
locidade média de uma particula. O custo da busca é amor-
tecido de um fator ¢ ao longo da simulagfo. Se ¢ for com-
pardvel com n, a busca forca bruta com esta atualizacao
preguicosa pode ser muito eficiente.

Outra melhoria eficiente vem da seguinte observagdo: se
uma particula se afasta dos seus vizinhos, ela geralmente
ndo vai muito longe. Assim, ndo precisa buscar os vizinhos
em uma posicdo qualquer, mas apenas nos vizinhos dos
vizinhos. Isto requer que o deslocamento das particulas a
cada passo seja pequeno, mas em compensagao gestringe 0

n(n—1) nk

nimero de pares a considerar de ——— para “3-.

Exercicio (fdacil). Calcule o custo em tempo de execugdo
da busca se for combinar a forca bruta com a atualizagdo
preguicosa e o cdlculo pelos vizinhos.

Busca em grades
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Figura 21: Busca das particulas vizinhas utilizando uma
grade uniforme bi-dimensional com o espagamento sendo
o raio de influéncia xh. A regido cinza representa as células
da grade onde serd realizada a busca.

E possivel obter os vizinhos de uma particula com um
tempo que ndo cresce com o nimero de particulas (cha-
mado de O(1)). Mais ainda, podemos acelerar a busca,
porém estamos condicionados a gastar um pouco mais de
memoria. Esse caso € particularmente interessante se o raio

h de cada particula é constante ou tenha apenas peque-
nas variagdes, aplicacdo tipica em simulagdes de liquido
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ou, mais geralmente, fluidos incompressiveis. Nestes ca-
sos, podemos construir uma grade regular em cima do
dominio de simulacdo, de intervalo kh,,,, em cada di-
mensdo, onde A, € 0 maior raio de uma particula ao
longo da simulacdo. Essa grade particiona as particulas de
acordo com a posicdo delas. Pela escolha do intervalo, as
particulas vizinhas da particula ¢ sé podem estar na mesma
célula ocupada pela particula ¢ ou em suas células direta-
mente adjacentes (figura2T]). Assim, a busca por particulas
que possuem uma distdncia menor do que xh a partir da
particula ¢ € restrita a 3" células, onde n € a dimensao do
espaco.

Esse algoritmo € extremamente eficiente para dominios
densos e compactos. Alguns cuidados podem ainda me-
lhord-lo: primeiro, para evitar desperdicio de memdria,
deve-se orientar a grade, retangular, para cobrir o dominio
com o minimo de drea fora do dominio. Isto é feito
usualmente calculando as dire¢des da grade por uma
decomposicdo em valores singulares (SVD) da matriz de
covariancia dos pontos da fronteira. Segundo, em vez de
apagar a grade a cada passo de tempo e preencher ela com
as novas posicoes, pode-se apenas atualizd-la quando uma
particula sai de uma célula. Isto ndo muda a complexi-
dade assintética do algoritmo, mas geralmente melhora o
seu desempenho. Finalmente, para evitar o carregamento
de pedacos de memoria em ordem nio linear, acessando to-
das as células vizinhas, pode-se armazenar cada particula na
sua célula e nas suas vizinhas. Esta duplicagdo de meméria
permite procurar apenas em uma célula os seus vizinhos.

Exercicio (médio). Calcule o custo em tempo de execugcdo
da busca se for combinar a grade com a atualizacdo
preguicosa.

Busca em estruturas adaptativas
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Figura 22: Estrutura de arvore utilizada no algoritmo de
busca e a subdivisdo hierdrquica do espago bi-dimensional.
A busca € realizada através de um teste de interseccao do
cubo envolvente da particula ¢ (regido em cinza) com as
células representadas pelos nds da arvore.

No caso que o raio de cada particula varia (gases), ou
que o dominio é em grande parte vazio (fluidos ndo con-
finados), o uso de grades regulares pode requerer quanti-
dades importantes de memoria, pois particionam o espago
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da mesma forma caso tenham fluido ou ndo. Uma alterna-
tiva as grades nestes casos € de usar particdo adaptada do
espago, com células grandes nas regides mais vazias e me-
nores nas regides densas. Assim, o nimero de particulas por
célula estard mais homogéneo.

Existem vdrias estruturas adaptativas. A mais geral € a
particdo binaria do espaco (BSP), que consiste em dividir
recursivamente cada célula por um plano, gerando duas
novas células chamadas de células filhas. Esta estrutura
come¢a do dominio inteiro, e associando cada célula a
suas filhas, obtém-se uma estrutura de arvore bindria. A
busca de particula vizinha se resume entdo a percorrer esta
arvore, selecionando as células filhas que ainda contém uma
determinada posi¢ao.

Esta estrutura de BSP pode ser particularizada se usar
apenas planos perpendiculares aos eixos (kd-tree), e ainda
se recordar cada célula no meio (octree, ver figura 22)).
Neste ultimo caso, a estrutura tem certa regularidade que
permite representar ela de forma otimizada, e ainda melho-
rar o tempo de busca [20].

Finalmente, no caso extremo de gases esparsos, por
exemplo, em simulacgio de astrofisica, as particulas podem
estar tdo dispersas que gerar uma estrutura a partir da geo-
metria do dominio requeira memoria demais. Neste caso, é
possivel codificar a posicdo de cada particula de tal modo
que seja facil agrupar os codigos vizinhos. O agrupamento
dos cdédigos pode ser construido por estruturas comuns em
computagdo, chamadas de tabela de dispersao (hash table).

Exercicio (dificil). Considerando que a BSP esta cons-
truida para ter apenas uma particula por célula na iltima
divisdo, calcule o niimero de divisdes efetuadas para n
particulas. Deduza o custo da busca baseada na BSP.

(d) Visualizacao da superficie livre

O objetivo de simular fluidos € extrair informacdes de
um modelo fisico, por exemplo, medir a sustentabilidade de
um avifo, avaliar a resisténcia de pilastras de plataformas de
extracdo de petrdleo, validar modelos de astrofisica... Es-
tas informagdes sdo contidas nas propriedades fisicas das
particulas ao longo da simulagdo, porém apresentar uma
lista de particulas com as suas respectivas propriedades nao
€ muito cdmodo! Existem inimeros métodos para apresen-
tar estas informagdes, agrupadas na linha de pesquisa de
visualizag@o cientifica, como por exemplo, a representacio
do campo vetorial de velocidade ou do fluxo, extragdo de
trajetorias relevantes de matéria ou detecgao dos vortices. . .
Descrever esses métodos fugiria do foco deste texto, porém
um aspecto em particular é relevante para a simulagio: a
representacdo da superficie livre do fluido.

Primeiro, a geometria da superficie livre intervém na
fisica do fluido, através da tensdo superficial e da interface
com outros meios. Por exemplo, um fluido tende a evitar
altas curvaturas na sua superficie, ou ainda a interacio da
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dgua com o vento tem um papel forte no estudo das ondas.
Segundo, a superficie livre € a maneira mais elementar de
visualizar o comportamento do fluido. E necessaria tanto
na parte de simulacdo fisica, e ainda mais nas aplicagdes
mais graficas onde € o objetivo final. Veremos que a geracao
da superficie livre é um problema muito ilustrativo dos
problemas de discretizagdo. Em particular, veremos que ndo
¢ simples definir nem a topologia dessa superficie, e que a
geometria dela depende as vezes mais da maneira de gera-la
do que das propriedades fisicas.

Uniao de bolas

A modelagem SPH representa o fluido por particulas,
associadas a um dominio de raio xh. A representagdo na-
tural de cada particula seria entdo por uma bola, centrada
na posicdo da particula. Qual seria o seu raio? Escolhe-
mos kh e a posi¢do inicial das particulas para ter um
numero suficiente de particulas vizinhas, portanto este raio
deve ser grande demais. Por outro lado, se colocarmos
um raio pequeno demais, temos o risco de desconectar as
particulas, gerando uma topologia indesejavel. Além disso,
a superficie fronteira da unido de bolas tem curvatura ou
localmente constante (perto de uma bola s6) ou infinita (na
intersecdo das bolas), dificultando estimativas de tensdo su-
perficial.

O problema topolégico dependendo do raio é um pro-
blema classico de geometria computacional, baseado nos
diagramas de Voronoi [13]. E possivel calcular de forma
nio tdo lenta uma estrutura discreta, chamada de o-
shapes [39, @3], que retorna rapidamente a topologia da
unido de bola para diferentes raios, mesmo se estes raios va-
riam proporcionalmente de particula em particula. Assim,
pode-se escolher o menor raio possivel para ter um fluido
conexo. Note-se que, visto o custo de calcular essa estru-
tura, € recomenddvel construi-la apenas para alguns tempos
de simulagdo, similarmente a avaliagdo preguicosa da se¢do
anterior.

Essa estrutura serve também para resolver parte do pro-
blema geométrico, inspirando-se nos modelos de superficie
molecular. Neste caso, também baseado em unido de bo-
las, pode-se calcular a superficie acessivel ao solvente, ou
seja, a superficie obtida rolando uma esfera de raio fixo r
sobre a unido de bolas. Esta superficie é mais suave, tendo
curvatura limitada por % Cada elemento do a-shape para-
metriza uma parte desta superficie. A dificuldade é calcular
o a-shape para cada passo de tempo eficientemente.

Exercicio (fdcil). Desenhe a unido de bola e a superficie
acessivel ao solvente para diversos raios, em um modelo
de fluido em um dominio em forma de retdngulo. Observe
a diferenca das superficies obtidas ao se usar particulas
colocadas de forma regular em uma grade e ao se usar
particulas dispostas irregularmente.

4(d) Visualizagdo da superficie livre

Figura 23: Visualizac¢do da superficie implicita extraida do
modelo Stanford Bunny constituido de particulas.

Formulacgao implicita

A formulacdo acima, apesar de geometricamente sim-
ples, ndo respeita muito o modelo SPH. De fato, o operador
SPH escalar para a fun¢do constante igual a 1 permite cal-
cular diretamente a funcéio densidade SPH y(x) do fluido
em qualquer ponto x do espago R3 [107]:

xx) =Y Mw, .

jev, Pi

E entdo possivel definir a superficie externa S do fluido de
forma implicita por S = {x €R3, x(x) = XO}, onde es-
colhemos uma densidade minima . Observe que ndo de-
vemos escolher xo = 0, pois sendo o nicleo do operador
SPH estritamente positivo em um raio «h, obteriamos ape-
nas a unido de bolas de raio xh descrita anteriormente. O
parimetro Y deve ser escolhido no intervalo ]0, 1], em ge-
ral perto de 1 (ver figura23).

Figura 24: Superficie implicita de duas esferas préximas
uma da outra. A esquerda a superficie é gerada através do
algoritmo de MC original. A direita a superficie é gerada
utilizando o algoritmo de MC com garantias topoldgicas.

Apesar de essa formulacdo ser mais compativel com o
modelo fisico, em particular com o termo de tensdo super-
ficial na versdo SPH das equacdes de Navier-Stokes, esta-
mos novamente com um problema de escolha de parametro
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Xo- Esse parametro, além de influenciar a geometria, in-
fluencia a topologia. So que, neste caso, ele representa a
topologia considerada pelo modelo SPH, e torna-se im-
portante respeitd-la. Dentre os algoritmos para geracdo
de superficie (malha triangular) a partir de uma equagdo
implicita, como por exemplo, o método Marching Cu-
bes [92]], devemos entdo escolher um que trata corretamente
a topologia [[79] (ver figuraPd). Estes métodos reque-
rem calcular a fun¢do densidade em uma grade (ndo ne-
cessariamente regular), e a curvatura maxima da superficie
depende do x( e da precisdo da grade.

Exercicio (médio). Desenhe a superficie s para xo = 1 no
caso de particulas dispostas em um semi-circulo de raio 1,
uma a cada dngulo {5, com kh = 0.1.

Adveccao da superficie

Para evitar o custo de recalcular a superficie livre a cada
passo, € possivel calcular a evolugdo da superficie a par-
tir da velocidade das particulas em volta. Esta estratégia
pode ser aplicada a vérios niveis da geracdo de superficie.
Por exemplo, pode-se transportar diretamente os vértices da
malha triangular que representa a superficie. Isto permite
gerar a malha apenas uma vez, mas requer muitos cuida-
dos para evitar que aparecam tridngulos degenerados, além
de problemas mais sérios para conservar o volume ou para
manter a coeréncia quando houver mudanga topolégica. Fi-
nalmente, € possivel gerar e transportar uma superficie dire-
tamente a partir das particulas perto da superficie livre [34],
apesar de ndo ser tdo simples identificid-las. Porém, estes
métodos permitem conservar o volume e outras proprieda-
des fisicas do fluido.

Exercicio (médio). Comecando de uma malha qualquer
com vértices em um paraboldide de eixo z, transporte os
vértices da malha com um campo de velocidade v = (z% +
y?, 2% +y?, 1—x). Observe a deterioragdo da aproximagdo
da superficie livre.

(e¢) Exemplo completo

Vimos na secdo anterior que cada passo tem, ja na sua
formula¢do matematica, muitas variagdes para representar
corretamente a fisica ou entdo produzir um algoritmo que
execute em um tempo aceitdvel. Estas secdes se encaixem
segundo a figura que pode ser traduzida no seguinte
algoritmo:

1: Inicialize o sistema

2: repeat
Faca a busca das particulas vizinhas. (se¢io [(c))
4. for cada particula ¢ do
5: Atualize a pressao p;. (se¢do[3.c(1))
6:  end for
7
8

[95]

for cada particula 7 do
Calcule a derivada da densidade. (equacdo (Z3))
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9: Calcule a aceleragio. (equagio do momento (71))
10:  end for
11:  for cada particula ¢ do
12: Atualize v; e p; com o integrador temporal.
(secao ()
13: Aplique a condigdo de fronteira (se¢ao[d(b)) e faga
as corre-¢Oes numéricas. (essa secio)
14:  end for
15:  Atualize At usando a condig¢do CFL.
16:  tempo = tempo + At
17: until tempo < tempoiorar

Figura 25: Simula¢do SPH da quebra de uma barragem
utilizando 10* particulas.

Veremos esse processo, em particular os passos ainda
ndo descritos (inicializagdo, corre¢cdes numéricas) no exem-
plo cléssico da aplicacdo do método SPH em superficie li-
vre: a simulagdo da quebra de uma barragem (dam
break), ilustrado na figura[23]e no rodapé deste livro. O pro-
blema consiste em um volume de dgua confinado em uma
regido cibica de um canal onde € instantaneamente retirada
a barragem da represa. O método SPH ¢ utilizado para si-
mular o comportamento da queda da coluna de dgua.
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Inicializacao
O dominio é definido e discretizado. Nesse caso sim-
ples, o dominio € um paralelepipedo, e cada face dele é
representada por dois tridngulos retdngulos. O fluido € ini-
cialmente colocado em um paralelepipedo menor (ver fi-
gura26). Dado o volume total do fluido V, a massa de uma

Figura 26: Configuracio inicial do problema.

particula ¢ é determinada por m; = pg %, sendo n o nimero
total de particulas do sistema. Cada particula do sistema é
representada por uma esfera, logo o raio de uma particula ¢

py = o3 M
 Vdperm

é
J4 que o fluido que queremos simular é incompressivel,
manteremos o raio r; fixo durante a simulagio.

Na simulagdo do problema utilizamos 10* particulas
(figura 23), portanto a massa de cada particula vale m; =
3.15 x 10~ 2kg. As particulas sdo inicialmente geradas em
uma grade uniforme onde o raio de influéncia xh € tomado
como sendo 1.2 vezes o tamanho do espagca-mento da grade,
recomenda-se que em simulacdes SPH que o nimero de
parti-culas vizinhas seja no minimo 20 em simula¢des 2D e
56 em simulagdes 3D [84].

Estimativa dos parametros fisicos

O sistema € iniciado com densidade inicial da 4gua
sendo pg = 1000kg/m?, a viscosidade g = 10~>Ns/m?
e a gravidade g = 9.8m/s?. A velocidade caracteristica
do escoamento v, € estimada a partir da conservacao de
energia mecanica do sistema (transformagdo de energia
potencial em cinética), segue que

2

% = mgH, (79)

como a coluna de dgua possui altura H = 0.9m, logo v, =

V2gH = 4.2m/s. Assim, podemos estimar a velocidade

do som ¢ &~ 42m/s e obter a constante B = 252kPa da
equacdo de estado.

A velocidade do som ndo corresponde necessariamente
a velocidade do som fisica. Isto € infelizmente uma neces-
sidade da discretizag¢do, e cada modelo numérico terd uma

4(e) Exemplo completo

corregdo particular. Observe que foi 0 mesmo caso quando
foram estabelecidas as velocidades do som para os modelos
diferenciais da fisica.

Além disso, cada particula carrega os seguintes atributos
fisicos:

Atributo Descricao

b'q posi¢do

v velocidade

Vi/2 velocidade para o integrador
a aceleracao

D tensor de deformagdo

P densidade

n viscosidade

T outros atributos: temperatura. . .

Suavizacao da velocidade: XSPH

Com o objetivo de prevenir a interpenetracdo de
particulas, a qual pode gerar aglomerados instaveis de
particulas, Monaghan [98] introduziu a técnica XSPH
que consiste em calcular uma média das velocidades das
particulas vizinhas. A técnica permite que as particulas se
movimentem de uma forma mais suave em um escoamento
incompressivel, reduzindo o problema de desordem de
particula nas simula¢des SPH (figura 27)).

(a) Sem XSPH.

(b) Com XSPH.

Figura 27: Simulagdo de um escoamento de lava apds
1910 iteracdes, sem XSPH (esquerda) e com a correcdo
XSPH (direita), com a mesma configuragdo da figura
A simulacdo explode sem XSPH, devido a distancia arbi-
trariamente pequena entre as particulas.

Na técnica XSPH, a velocidade de cada particula 7 é cor-
rigida através da média das velocidades de suas particulas
vizinhas ponderada por um pardmetro global constante € €
[0, 1] da seguinte forma:

2m;
levlJrsz e

— Vi) Wij .
jev; pi + /0]
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Correcao numérica: viscosidade artificial

Para evitar instabilidades numéricas devidas as
oscilacdes nos campos vetoriais da velocidade e pressao,
no caso da pressdo ser calculada por uma equagdo de
estado, existe uma técnica muito comum em elementos
finitos e diferencgas finitas que consiste em adicionar um
termo de viscosidade artificial na equacdo de momento a
fim de dissipar essas oscilagcdes indesejadas. Isso € feito da
seguinte forma:

Dv
Dt

DVi
Dt

“—

: + Zm,H”VlWU .
JEV:

O efeito da viscosidade artificial em sistemas SPH se
deve ao seguinte termo:

2)\()L7jjc
Vi X <0
pitp; 27 ij < h(VZ‘j . Xij)
Hij: com gy = 5 ArT19
2
ri; +0.01h
0, vij-x; 20
com v;; = Vv; — v;. A constante A corresponde a vis-

cosidade volumétrica. Geralmente, o valor de \ € tomado
proximo de 1.

E ainda possivel calcular a pressdo exatamente para ga-
rantir a incompressibilidade a partir de uma versdao SPH da
equacdo de Poisson [121], como serd exposto no préximo
capitulo.

5 Incompressibilidade SPH

Nesse capitulo apresentaremos uma variagdo do método
SPH para a simulagdo de escoamentos incompressiveis,
onde a condi¢do de incompressibilidade do escoamento é
obtida através do cdlculo da pressdo por uma equacdo de
Poisson. Ao contrdrio de outros métodos, onde a equacio
de Poisson € resolvida em uma malha [40l 42, (117, [130],
na discretizacdo da equag@o de Poisson apresentada nesse
capitulo, utilizam-se as particulas da discretizagdo como es-
trutura. Portanto, a equacdo de Poisson € resolvida direta-
mente nas particulas, ao invés da pressdo ser calculada em
uma malha ou grade.

O calculo da pressdo usa essa solucio SPH para a
equagdo de Poisson no contexto do método da projecao.
Este método projeta a velocidade obtida pela equagao do
momento num espaco de divergéncia livre, garantindo a
conservacdo da massa (equacdo da continuidade). Essa
projecdo pode ser interpretada como a soma de um gradi-
ente a velocidade (a sua componente irrotacional). Assim,
a projecdo substitui a for¢a de pressdao na equacio do mo-
mento e ainda garante a incompressibilidade do fluido. A
solu¢@o da equagdo de Poisson no contexto SPH permite a
elaboracdo de simula¢des inteiramente lagrangeana usando
o método da projecao.

35

(a) Pressao em fluidos incompressiveis

O processo de solucdo das equacdes de Navier-Stokes
para escoamentos incompressiveis

— equagdo do momento

D 1
=Y Cvp+ Evivat, (80)
Dt p p
— equagao da continuidade
V.-v=0 (81)

requer que cada varidvel tenha uma equagao para evoluir no
tempo. Porém, ndo existe nenhum termo nessas equagdes
que determine a variagdo temporal da pressdo p.

Vimos no capitulo 3] que no método SPH, tradicional-
mente, um fluido incompressivel é representado através
de um fluido quase-incompressivel, isto é, as equagdes de
Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis sao resol-
vidas por meio de técnicas numéricas utilizadas em escoa-
mentos compressiveis. Essa técnica é conhecida como in-
compressibilidade artificial [43]].

Em particular, em aplicagdes do método SPH, tradicio-
nalmente, a pressdo € calculada através de uma equacgdo de
estado:

p=r(p) .

Em escoamentos incompressiveis, porém, p ndo poderia
ser obtido em funcdo da densidade, pois a densidade de-
veria ser constante, e assim Vp representaria mais o erro
de aproximag¢do do que uma quantidade fisica. Em outras
palavras, p ndo é uma grandeza termodindmica em um es-
coamento incompressivel. Resultados utilizando essa abor-
dagem sdo aceitdveis em algumas aplicacdes, como por
exemplo, para simula¢des de superficie livre com baixos
nimeros de Reynolds [105]. Em escoamentos confinados
ou com altos nimeros de Reynolds, porém, essa aborda-
gem requer um passo de tempo de integracdo muito pe-
queno [29]. Além disso, nesses algoritmos, a condi¢ao de
incompressibilidade do escoamento (equagio [§) pode nédo
ser satisfeita pelo campo de velocidade do escoamento.

Em simula¢bes de escoamentos incompressiveis quere-
mos que, durante toda a simulacdo, o campo de veloci-
dade obtido em cada instante de tempo tenha divergéncia
nula, o que é de extrema importancia devido ao seu sig-
nificado fisico: conservacdo de massa. Na literatura, existe
uma classe de métodos para simular escoamentos incom-
pressiveis, na qual o papel desempenhado pela pressao é
fazer com que o campo de velocidade, obtido a partir da
equacdo do momento, satisfaca a condi¢do de incompressi-
bilidade. Essa classe de métodos é conhecida como método
da projegdo.
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(b) Método da projecao

O método da projecgdo foi introduzido na década de 60
por Chorin [23]] para simular escoamentos incompressiveis
eficientemente. Rigorosamente falando, o método da
projecdo é baseado na seguinte filosofia: em escoamentos
incompressiveis, a pressdo ndo exerce nenhum signifi-
cado termodindmico, comportando-se apenas como um
meio (mais precisamente, um multiplicador de Lagrange)
para obter a incompressibilidade do escoamento. Essa
observac¢do motivou um esquema de discretizacdo no qual
os campos de pressdo e de velocidade sdo obtidos separa-
damente, e essa € a principal caracteristica dos métodos da
projecao.

O método da projegao pode ser separado em duas etapas.
No primeiro passo, um campo de velocidade intermedidrio
¢ calculado utilizando a equagdo do momento (equacdo
sem que a condi¢do de incompressibilidade (equagio [8T)
seja satisfeita. No segundo passo, o campo de velocidade
intermedidrio € projetado no sub-espaco de divergéncia
nula, obtendo assim os novos valores para os campos de
velocidade e pressao.

Essa classe de métodos tem se tornado dominante na
simulagdo de escoamentos incompressiveis [9, 29, (56|
112} [143]]. Além disso, outros nomes para variacdes desse
método podem ser encontrados na literatura, como método
de passo fracionado [3} 91} [71] ou método de desacopla-
mento pressao-velocidade [153} [1535]].

A andlise do método da projecdo foi iniciada por Cho-
rin [151] e Temam [161], onde condi¢des de contorno
periddica foram utilizadas. Posteriormente, para condi¢io
de fronteira ndo escorregadia (velocidade nula na fronteira),
Shen [159} [160]] mostrou a convergéncia e algumas estima-
tivas de erros para vdrios métodos da projecdo. Um estudo
sobre vdrias versdes numéricas do método da projecdo foi
realizado por Weina [143].

Baseado no método da projecdo, uma formulagdo pu-
ramente lagrangeana para obter a incompressibilidade em
SPH sera apresentada no final desse capitulo, onde a
condicdo incompressibilidade (equagdo ¢é obtida, den-
tro dos limites dos erros de discretizagdo, resolvendo uma
equagdo de Poisson para a pressio.

A importancia da equacdo de Poisson para a pressao é
que ela faz a ligagc@o entre as equagdes do momento e da
continuidade. Essa equacdo fornece valores de p que per-
mite a velocidade, obtidas a partir da equagdo do momento,
satisfazer a equag@o da continuidade, dentro dos limites dos
erros de discretizacio dessas equagoes.

(¢) Solucao SPH da equacao de Poisson

Veremos que a incompressibilidade do escoamento pode
ser obtida através do cdlculo da pressao por uma equacgdo de
Poisson. Ao contrdrio de outros métodos, onde a equagdo
de Poisson € resolvida em uma malha [40l 42, [117, [130],

5(c) Solugdo SPH da equacao de Poisson

na discretizag¢do da equagdo de Poisson apresentada nessa
secdo, utilizam-se as particulas da discretizagdo como es-
trutura, isto é, a equagao de Poisson € resolvida diretamente
nas particulas, ao invés da pressdo ser calculada em uma
malha ou grade.

A equacio de Poisson € uma equagao diferencial parcial
utilizada em varias areas, dentre elas: matematica, fisica
e engenharia. Em eletrostatica, por exemplo, pode-se es-
crever o campo elétrico ' em termos de um potencial
elétrico ¢

E=-V¢

dado pela solu¢@o da equagdo de Poisson

V2 (r) = —M, (82)

€
onde p (r) é a densidade de carga em r e € é uma constante
elétrica.
Em dinimica dos fluidos, a pressdo p (r) em um escoa-
mento incompressivel satisfaz a equacio de Poisson

Vip(r)=F(r), (83)

onde a fungdo F' (r) depende da velocidade do escoamento
e de alguns parametros fisicos do fluido.

Equacio de Poisson

Seja ) uma regido em R? limitada por uma superficie
fechada S = 0. Nessa secido, é apresentado um método
para resolver a equacdo de Poisson

VQU (xv y) = f (JZ, y) (84)

em (2, onde f é uma funcdo dada. A solucdo u (z,y) é
chamada de potencial.

A solugdo completa da equagdo de Poisson depende
dos valores do potencial na fronteira do dominio 2. Os
dois tipos mais comuns de condi¢des de fronteira para a
equacgdo de Poisson sdo as condi¢des de Dirichlet e Neu-
mann. Quando o potencial u € explicitamente definido em
todo ponto (z,y) € S tem-se a condi¢do de fronteira de
Dirichlet

u(x,y) =¢(x,y), V(zr,y) €S. (85)

Por outro lado, na condicdo de fronteira de Neumann, a
variagdo do potencial na dire¢do perpendicular a fronteira
é conhecida

Vu(z,y) -n(z,y) =¢(z,y), V(z,y) €S. (86)

O vetor n (x,y) é o vetor normal a fronteira .S no ponto
(z,y) apontando para fora da superficie.

Encontrar uma solucao analitica para uma equagdo de
Poisson num dominio qualquer € em geral uma tarefa dificil
e recorre-se entdo a métodos numéricos para encontrar
solugdes em um conjunto discreto de pontos no dominio
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Q. Pode-se citar a utilizacdo dos métodos das diferencgas
finitas [51)70] e dos elementos finitos [16]].

A proxima secdo propde um método para resolver a
equacgdo de Poisson utilizando o método lagrangeano SPH.
O operador laplaciano na equagio de Poisson (equacdo [84)
serd substituido por uma de suas versdes discretas de-
duzidas no capitulo 2. A aproximacdo em cada particula
que representa o dominio de interesse conduz, em geral, a
obtencdo de um sistema de grande dimensdo, caracterizado
por um alto grau de esparsidade. A solucdo desse sistema,
por algum método numérico, encontra o potencial associ-
ado a equag@o de Poisson em cada particula do sistema.

Discretizacao SPH

Nos métodos SPH, o dominio € discretizado por um con-
junto finito de particulas. Dada uma fung¢ao escalar ¢, o ope-
rador laplaciano SPH na particula ¢ pode ser aproximado
por (ver capitulo 2)

2 ) — ,
(V26)" (x:) = > m; 20 (x,) ¢(XJ))Xij'ViW(Xij) ;
T Pi Tij
onde x;; = X; — X; € 75 = ||Xy5]|. &7

Os ndcleos utilizados nesse livro tém a propriedade de
simetria (se¢do[2(d)) e podem ser reescrito como
Ti j

W (xij, h) =W (7) = Wi (Ry;) -

Consequentemente,
X; 7 8 Wz i
hr ij 3R ’

viWij =

Consequentemente, a equagdo (87)) é reescrita como

h m; 1 8Ww
(v%ﬂ(&)=2;2w@%&)—¢&jﬂhnj3Ra

ou, de uma maneira mais simplificada, dada por
h m;
(V2¢) (xi) = ZQTJ (¢(Xi ) —¢(Xj )) F(xij)
; J
J

(88)
onde
1 oW;;

F(x) =
(X j) h’l“ij OR

Dessa forma, discretizando a equagdo de Poisson
(equagdo [B4) na particula 4, obtemos a seguinte equacdo
linear

;%7 (0(x,)=0(x,)) Flxij) = flxi)  (89)

que aplicada em cada particula ¢ do dominio do problema
resulta num sistema de n equagdes lineares
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52 (00x0) -0 (x,)) F iy =fta)
32 (00x0) =0 (%)) F ey =fxa)
s (o(x, >:—¢<xj ) F (i) = f(x2)
e (o(x, >5— 6 (x;)) F (n)=F (1)

onde n é o nimero de particulas que discretizam o dom(I%(l)())
e V; € o conjunto de particulas vizinhas & particula .

O sistema linear de equagdes (@Q), obtido a partir da
aplicacdo do operador laplaciano SPH em cada particula
¢ do dominio do problema, é representado matricialmente

por Ap—b, 1)
sendo n o nimero de particulas que discretizam o dominio,
a dimensdo da matriz A é n X n, o vetor solugdo ¢ de
dimensdo n é um vetor das variaveis do sistema com

¢i=d(x;)

e o vetor independente b, também de dimensdo n, é dado
por

bi = f(xi) -

A i-ésima linha da matriz A, representada pelos coefici-
entes

aij7j€{1727"' 7n}7

¢ obtida pela equacdo (89) aplicada na particula ¢ com

2T p(xy), #i

aij =
Py
ai = =k
ki

Exemplo

Na figura a solucdo para a seguinte equagdo de
Poisson € obtida pelo método SPH descrito nessa se¢ao

{VQu (z,y) =6z —2

u(z,y) =2% —y? + 10 se  (z,y) € 00

92
O dominio €2 é representado por um conjunto ﬁ(nitg

de particulas amostradas de acordo com uma distribui¢dao
disco de Poisson. Essa distribui¢do assegura uma amos-
tragem uniforme na qual quaisquer dois pontos dessa
amostragem distam mais do que uma distdncia minima
r, ou seja, dado um disco de raio r sobre um elemento
qualquer da amostragem, ndo existe nenhum outro ele-
mento pertencente a amostragem dentro desse disco. Uma

em Q=[-1,1]x[-1,1] Cc R?
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Figura 28: Solug¢do da equacdo de Poisson usando o
método SPH. O termo fonte é dado por f(z,y) =
6z — 2 e a solucdo é conhecida na fronteira do dominio
(u(z,y) = 2 — y*> 4+ 10), ou seja, ¢ dada uma condigdo
de fronteira de Dirichlet.

implementag¢ao do algoritmo descrito por Dunbar e Humph-
reys [37]] é responsavel pela posi¢do inicial das particulas.
Definimos o volume para cada particula como sendo
o volume de 2 dividido pelo nimero de particulas da
discretizacdo do mesmo % = #&. Além disso,
particulas que estdo proximas a fronteira de {2 tem o po-

tencial definido pela condi¢do de fronteira de Dirichlet
¢i = ¢ (w5, yi) = 6x; — 2.

Erro Relativo

3000

546

15

Figura 29: Erro relativo obtido pelo resultado encontrado
com o método SPH para a solucio da equagdo de Poisson

(equagio[92).

O erro relativo obtido com a solucdo encontrada com
o método descrito acima para o exemplo dado pela
equagdo ([@2) € ilustrado na figura As particulas ori-
ginais cujo potencial foram definidos pela condi¢do de
fronteira de Dirichlet (equagdo ndo sdo levadas em
considerac@o nessa andlise estatistica do erro.

5(c) Solugdo SPH da equacao de Poisson

Resolucao do sistema

Pela construgdo da matriz A podemos observar que na
i-ésima linha da mesma o coeficiente a;; na coluna j € néo-
nulo se, e somente se, a particula j € vizinha da particula <.
A figura[30lilustra um simples exemplo.

Portanto, a matriz A é uma matriz com um elevado grau
de esparsidade, j4 que em SPH o nimero de particulas
vizinhas utilizadas no somatério da equagio (88) pode ser
consideravelmente menor do que o nimero de particulas
usadas na discretizagdo do dominio.

L=
8thline—>» 110 0 0 0 ® 0@ 0A0OAD O O O

Figura 30: Construgdo da matriz A. A linha 8 da matriz
tem como coeficientes ndo-nulos apenas as colunas, cujas
particulas de mesmos indices pertencem a vizinhanga Vg =
{5,6,8,10,11} da particula 8.

Para assegurar a eficiéncia numérica, torna-se impres-
cindivel a utiliza¢do de algoritmos especialmente desenvol-
vidos para permitir um tratamento eficaz de matrizes es-
parsas. Para explorar ao maximo as caracteristicas dessas
matrizes e, a0 mesmo tempo, garantir um bom desempenho
na solug@o do sistema, esses algoritmos devem respeitar as
seguintes regras basicas:

1. somente os coeficientes ndo-nulos presentes nas ma-
trizes devem ser armazenados; €

2. efetuar somente as operac¢des envolvendo coeficientes
nio-nulos, evitando cdlculos redundantes envolvendo
elementos nulos.

Os algoritmos que permitem trabalhar diretamente com
matrizes esparsas sdo mais complexos do que os algo-
ritmos utilizados no tratamento de matrizes cheias. Essa
complexidade resulta ndo s6 da necessidade de se evitar
sequéncias de operacdes redundantes, mas também do tipo
de armazenamento utilizado. Foram utilizadas as bibliote-
cas SparseLib++ [124] e IML++ [36] para o armazena-
mento e manuseio de matrizes esparsas e para encontrar a
solugdo do sistema linear.

Matrizes Esparsas Nas formulagdes antigas de elemen-
tos finitos, as matrizes esparsas sdo geralmente armazena-
das em semi-banda ou em perfil. No método SPH proposto,
a utilizacdo de tais estruturas de armazenamento € ina-
dequada. A distribuicdo irregular das particulas faria com
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que qualquer uma dessas estruturas tivessem um elevado
nimero de coeficientes nulos armazenados.

Exitem outros tipos diferentes de armazenamento de
matrizes esparsas utilizados. Dentre eles, encontra-se uma
forma bem simples e direta de armazenamento de matrizes
esparsas, onde se utilizam trés vetores com dimensao igual
ao nimero de elementos ndo-nulos da matriz, denotado por
nz. No primeiro vetor, V, armazenam-se os valores dos co-
eficientes ndo-nulos existentes. Os indices correspondentes
as linhas e colunas de cada um dos coeficientes nao-nulos
sdo armazenados em outros dois vetores, I e J, respectiva-
mente. Assim, para cada k € {1,2,--- ,nz} o valor néo-
nulo VAL (k) ocorre na posigéo (I (k),J (k)) da matriz es-

parsa.
A matriz de tamanho 5 x 5

3 00 -1 0

0 51 0 O

B = 0 1.3 2 0 (93)

-1 0 2 4 O

1 0 0 0 2
pode ser armazenada da seguinte forma
V=[543322211~-1-11
I = [ 241334523 1 4 5]
J =1241343532 4 1 1]

A estrutura de dados V, I e J € muitas vezes denomin(z?(‘lla)l
de esquema coordenado de armazenamento. Esse tipo de
armazenamento nio leva em conta que os vetores tenham
algum tipo de ordem, e embora seja muito simples, apre-
senta uma grande limitacdo: torna bastante pesado e moroso
o processo de obtencdo de todos os coeficientes situados
numa mesma linha ou coluna.

Uma das estruturas de armazenamento mais utilizadas
consiste em definir uma lista de vetores correspondente a
cada uma das linhas, armazenados sequencialmente. Dessa
forma, a representagdo de matrizes esparsa € feita gracgas
ao uso de trés vetores. O primeiro vetor VL é definido
de maneira semelhante ao vetor V, exceto que todos os
elementos da linha ¢ estejam antes de qualquer elemento
de qualquer linha ¢ + k£, £k > 0. O segundo vetor JL
representa a coluna associada a cada item listado no vetor
VL. Por tltimo, o vetor IL permite identificar onde iniciam
e terminam, em VL e JL, os valores referentes a cada uma
das linhas da matriz esparsa.

As dimensdes dos vetores VL e JL sdo iguais ao nimero
nz de coeficientes nao-nulos da matriz esparsa, porém, a
dimensao do vetor IL € igual ao nimero de linhas da matriz
esparsa, geralmente menor do que nz, mais uma entrada
adicional para identificar o final dos vetores VL e JL.
Por exemplo, a matriz B pode entdo ser armazenada pelos
vetores
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VL = [ 3 -1 51132 2
JL = [ 1 4 23234 1 3
IL =[] 1358 11 13 |
O armazenamento usando a tripla de vetores IL, VL e
JL € conhecido como armazenamento compacto de linhas.
Nesse processo as linhas tém de ser armazenadas por or-
dem, porém, dentro de uma mesma linha ndo é necessario
nenhuma ordenag¢@o. De acordo com a defini¢do dos apon-
tadores indicados pelo vetor IL, a linha ¢ de uma matriz es-
parsa é descrita pelas posi¢des IL (¢) até IL (7 + 1) — 1 dos
vetores VL e JL. Por exemplo, a terceira linha da matriz B
¢é armazenada entre as posigoes

IL(3) =5

ILB+1)—-1=8-1=7
dos vetores VL e JL, isto €,

VL = |

13 2 ]
JL = | 2

3
3 4 ]
Quando IL (I) = IL (I + 1) — 1 a 1-ésima linha da matriz
esparsa nao contém nenhum termo nao-nulo.

O armazenamento em lista de vetores foi utilizado para

guardar a matriz esparsa resultante da discretizacdo da
equacdo de Poisson em todas as particulas que representam
o dominio do problema. A biblioteca SparseLib++
[124] foi utilizada para tal propdsito. A biblioteca
SparseLib++, além de representar uma matriz es-
parsa em varios formatos de armazenamento, dentre eles
0 armazenamento compacto de linhas, também armazena
vetores e fornece as operacdes bdsicas entre matrizes es-
parsas ou matrizes esparsas e vetores de maneira eficiente,
como por exemplo multiplicacdo entre uma matriz esparsa
€ um vetor.
Meétodos iterativos A necessidade de resolver sistemas de
equacgdes lineares aparece numa grande quantidade de pro-
blemas cientificos. Vdrios pesquisadores t€m publicado ar-
tigos que exaltam as virtudes dos métodos iterativos, em
comparagdo aos métodos diretos para a solu¢do de gran-
des sistemas de equacdes lineares. Muitos métodos de-
monstram potencialidades para solucionar tais problemas.
A questao crucial € achar aquele que melhor se adapta ao
problema que se tem em maos, pois nao hé garantias de que
um método que funciona bem para um tipo de problema ird
funcionar bem para outro tipo. Varios métodos iterativos
para solucdo de sistemas lineares e outros tépicos impor-
tantes sao apresentados por Saad [126].

Os métodos iterativos trabalham pelo melhoramento
continuo da solu¢do aproximada até que esta esteja pre-
cisa o suficiente. Esse amplo grupo de técnicas utiliza
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aproximagdes sucessivas para chegar a solu¢des mais pre-
cisas a cada passo, para um dado sistema linear.

A eficiéncia dos métodos iterativos tem sido estudada
para a solucdo de sistemas densos, ndo-simétricos. Pesqui-
sadores de renome como Freund e Nachtigal [48]], Golub e
Van Loan [55], Hageman e Young [59] entre outros con-
tribuiram enormemente para o estudo e desenvolvimento
das técnicas iterativas.

Quando a dimensdo e a esparsidade dos sistemas li-
neares aumentam, os métodos iterativos comecam a ser
competitivos. Embora a convergéncia do processo envolva
um nimero indeterminado de operagdes, e seja necessario
discutir qual o critério de parada mais adequado, a sua
utilizacdo comeca a ser atrativa pela enorme economia que
podem proporcionar em termos de memoria envolvida no
armazenamento dos coeficientes. Tipicamente, a aplicagdo
de um método iterativo implica apenas o armazenamento
da matriz dos coeficientes na sua forma inicial e de um pe-
queno nimero de vetores de dimensdo igual a dimensdo do
sistema.

Nao € s6 a reducdo da necessidade de armazenamento
que torna a utilizacdo de algoritmos iterativos atraente.
Também se consegue assegurar em muitas circunstincias
melhores tempos de execucdo. Deve-se chamar, no entanto,
a atencdo para o fato de a aplicagdo dos algoritmos iterati-
vos na sua forma pura ndo ser em geral muito eficiente. Para
que tais métodos sejam competitivos, € necessdrio utilizar
formas para acelerar a convergéncia.

A razdo pela qual um método iterativo converge de-
pende das propriedades do espectro da matriz dos coefici-
entes. Por esse motivo deve-se procurar transformar o sis-
tema linear em outro equivalente, no sentido de possuir a
mesma solugdo, mas com propriedades do espectro mais
favoraveis. Portanto, os métodos iterativos usualmente en-
volvem uma segunda matriz, que transforma a matriz dos
coeficientes em outra com melhores propriedades. Essa ma-
triz de transformacdo é denominada pré-condicionador.

Uma apresentagdo mais formal dos métodos iterativos
pode ser encontrada em Barrett et al. [6] e inclui os seguin-
tes métodos iterativos.

Gradiente Conjugado

Residuo Minimo Generalizado

Gradiente Biconjugado

Residuo Quase-Minimo

— Gradiente Conjugado Quadrado
— Gradiente Biconjugado Estabilizado

O método Gradiente Conjugado, CG (Conjugate Gradi-
ent), € o método iterativo mais popular para resolver gran-
des sistemas de equacdes lineares. S6 pode ser aplicado,
porém, quando a matriz relacionada ao sistema € simétrica
e definida positiva.

5(d) Meétodo da proje¢ao SPH

As matrizes relacionadas a discretizagdo da equagdo de
Poisson no método SPH, além do alto grau de esparsidade,
podem ser assimétricas. Um método iterativo aplicavel a
matrizes assimétricas € o de Residuo Quase-Minimo, QMR
(Quasi-Minimal Residual). A principal idéia por trds do
método QMR € a solucdo do sistema tridiagonal, reduzido
no sentido dos minimos quadrados. Freund e Nachtigal [48]]
fornecem uma apresentagdo do método QMR com mais
detalhes.

A biblioteca IML++ [36] foi utilizada para resolver o
sistema de equacdes lineares obtido com a equagdo de
Poisson discreta. Varios métodos iterativos sdao encontrados
nessa biblioteca. Além desses, alguns pré-condicionadores
também sdo implementados, dentre eles: Diagonal de Ja-
cobi, Cholesky e LU.

(d) Método da projecao SPH

O método apresentado nessa se¢do faz uso da solucdo
da equacdo de Poisson obtida no inicio desse capitulo para
determinar um campo de pressdo durante a simulagdo do
escoamento de tal forma que a condi¢@o de incompressibi-
lidade para o campo de velocidade obtido seja garantida.

Cada passo no tempo € simulado em duas etapas. A pri-
meira delas obtém um campo intermediario de velocidade,
sem garantir a incompressibilidade do escoamento. Na se-
gunda etapa, o campo de velocidade é projetado em um
espaco de divergéncia livre. O campo projetado garante a
incompressibilidade do escoamento.

Campo de velocidade intermediario

No primeiro passo, um campo intermedidrio de veloci-
dade v* é obtido pela equac¢do do momento (equagio [80),
sem o termo da pressdo.

O termo viscoso vV2v, onde v é a viscosidade ci-
nematica do fluido, precisa ser discretizado utilizando
algum operador SPH. Em algumas implementa¢des do
método SPH [4), 129, |33 |94]] a viscosidade artificial, intro-
duzida para modelar frente de choques [102], é utilizada
para modelar a for¢a viscosa real, dada pelo termo vV>2v.
Morris, Fox e Zhu [105] afirmam que a viscosidade real
modelada pela viscosidade artificial gera perfis de velo-
cidades indesejados na simulag@o. Outras expressdes t€m
sido utilizadas para calcular a forca viscosa real, algumas
utilizando somas de somas [142] (e, portanto, dobrando o
esfor¢co computacional), e outras utilizam a derivada se-
gunda do nticleo para aproximar a viscosidade [109} [133],
tornando o método suscetivel a erros numéricos [[105].

Em nossa implementacdo, a aproximacao para o termo
viscoso proposto por Morris et al [105] € utilizada

)

(”Vzv) -y (b + 15) vig - %i5ViWij
p i 5 pipiT

onde as diferengas entre as posigdes e as velocidades das
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particulas ¢ e j sdo denotadas por X;; = X; — X; € 1y; =
||xij]|, respectivamente. Esta expressdo ¢é similar aquela
utilizada por Monaghan [101] para modelar conducio do
calor.

A integragcdo numérica € calculada utilizando o método
explicito de Euler (capitulo d). Portanto, o campo v* em
uma particula ¢ é obtido pela seguinte expressao

V=it Atz m; (ki + 1) Vij2' Xi; ViWij . (96)
j PiPiTi;
onde At é o passo de tempo da discretizagdo temporal.
A restri¢do

v*=0 em N

¢ aplicada ao campo obtido em[IT3]utilizando o conceito de
camada limite (capitulo[). Na camada-limite, a velocidade
varia de zero, na superficie s6lida, até a velocidade v, na
fronteira da camada limite. A velocidade v, € a velocidade
do escoamento livre em relacdo a fronteira do dominio.

Projecao no espaco de divergéncia livre

O segundo passo no método € a projecdo no sub-espaco
de divergéncia nula do campo de velocidade intermedidria
obtido anteriormente. Um novo campo de velocidade &
obtido 1
v=v"—At-Vp,, (CH))
onde a pressdo p ¢ obtida pela sol%gﬁo da seguinte equagdo
de Poisson

1 1
-V |-Vp|=—-V- V" 98
(p p> A o
- Op .
com a condi¢do de Neumann - 0 na fronteira do

dominio €.

A condicio de Neumann, dada pela componente do gra-
diente da pressdo na dire¢ao normal a fronteira S = 62,
¢ imposta usando particulas fantasmas (capitulo M), cujas
posicdes sdo dinamicamente definidas de acordo com as
particulas da discretizac@o. O efeito dessas particulas € im-
plicitamente incluido nas aproximag¢des SPH da seguinte
maneira: dada uma particula ¢ proxima a fronteira S, cada
iteracdo com uma particula vizinha j pode gerar uma nova
iteracdo com uma particula-fantasma jgp,.s;. Sendo que a
particula fantasma tem as seguintes propriedades:

— posi¢do: a posicdo da particula fantasma jgpost € €n-
contrada pela reflexdo da particula j através da su-
perficie S

— velocidade: a velocidade da particula fantasma jgp,0.s¢
€ estabelecida por simétrica em relagdo a particula
j. Portanto, uma particula-fantasma criada pela re-
flexao de uma particula indexada por j tem velocidade
Vighost — —Vj;

— pressdo: a pressdo da particula fantasma jgpos: € defi-

nida igual a pressdo da particula j.
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O seguinte diagrama ilustra os principais passos no
método da projecdo SPH:

= =
Equagdo do Equacdo de
Momento Poisson

[»] = ]

Projecdo

6 Aplicacoes

Nesse capitulo, mostraremos como as teorias e técnicas
apresentadas até agora podem se juntar para obter
simulagdes e interpretacdes de fendmenos fisicos com-
plexos. As aplicages requerem ingredientes diferentes
do método SPH, exemplificando tanto a diversidade de
aplicacdes possiveis como a dificuldade de escolher a
formulagdo numérica certa para obter o resultado mais
perto da fisica possivel.

(a) Fluidos viscoplasticos

No capitulo [l apresentamos as equagdes de Navier-
Stokes, as quais modelam o comportamento de um fluido
newtoniano. Agora estamos interessados em descrever o
comportamento de outra rica classe de fluidos, que ao
contrario dos fluidos newtonianos, possuem a viscosidade
varidvel. Essa classe é chamada de fluidos viscopldsticos.
Do ponto de vista de uma particula, as equacdes de governo
de um escoamento de fluido viscoplastico sdo deduzidas de
forma semelhante as equagdes de Navier-Stokes (43)-(@4),
onde a tunica diferenca reside no cdlculo do tensor extra-
tensao T.

Nessa secdo, apresentaremos como o método SPH pode
ser usado para simular com fidelidade os efeitos viscosos de
um fluido viscopléstico. Além disso, vamos mostrar varios
exemplos de animagdes realistas de deformacdes plasticas e
mudangas de fase s6lido-liquida que ocorrem em materiais
viscoplasticos, tais como: metal, plastico, cera, polimero,
argila e lava.

Plasticidade

Conceitualmente, um fluido € uma substincia que se
deforma continuamente quando submetida a uma tensao
de cisalhamento, ndo importando o quanto pequena possa
ser essa tensdo. Enquanto um sélido quando submetido a
acdo de uma tensao de cisalhamento, sofre uma deformacdo
reversivel até que um certo limite seja alcancado. A partir
deste limite, o s6lido ndo consegue mais recuperar a sua
forma inicial. A propriedade de um corpo mudar de forma
irreversivel, ao ser submetido a uma tensao € chamada de
plasticidade.

Vimos no capitulo ] que um fluido newtoniano é um
fluido no qual seu tensor extra-tensdo T possui uma de-
pendéncia linear do tensor taxa de deformagdo D. Caso
contrério, ou seja, quando essa dependéncia € nio-linear o
fluido é chamado de fluido ndo-newtoniano.
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Figura 31: Comportamento de um material viscopldstico.

Entre os fluidos ndo-newtonianos, o comportamento dos
fluidos viscoplasticos € caracterizado quando uma tensao
significante é aplicada no material antes que ele comece a
fluir como um liquido (efeito pasta de dente), essa tensdo
critica € conhecida como tensdo limite do escoamento.
Se a tensdo aplicada € menor do que a tensdo correspon-
dente a plasticidade limite entdo o material se comporta
como um sé6lido. Uma vez que a plasticidade limite é ex-
cedida, o material pode fluir como um fluido newtoniano.
Ao contrario dos materiais viscoeldsticos, materiais vis-
coplasticos ndo possuem memoria, ou seja, deformacdes
plasticas sdo deformacdes irreversiveis e permanentes so-
fridas por um corpo sob tensdo (figura31)).

Fluidos ndo-newtonianos sdo estudados extensivamente
em dina-mica dos fluidos computacional, e o estudo deles é
conhecido como reologia [113]]. Nessa se¢do, vamos mos-
trar os recentes avangos de Paiva et al. [117, 114, [T18]
na simulagdo de materiais viscoplds-ticos através de uma
versdo SPH baseada na formulacdo fisica de fluido new-
toniano generalizado proposta por Mendes et al. [96].
Neste livro vamos estudar apenas simulacdo de objetos
viscoplasticos, o leitor interessado em simular fluidos vis-
coeldsticos usando SPH pode consultar Clavet et al. [23].

Fluido newtoniano generalizado

No modelo fisico de fluido newtoniano generalizado,
para cada parti-cula ¢ do sistema, o tensor extra-tensao T; €
representado matematicamente da seguinte forma:

T, =2u(D;)D;, com D;= |traco(D;)| (99)

6(a) Fluidos viscopldsticos

1 (D) = (1 - exp [~ (J +1) D) (D?l n Di) ,

100
onde o tensor I; é dado pela equacdo (34). (100)

Essa formulag@o modela a viscosidade do fluido . como
uma fun¢do ndo-linear em termos da intensidade da taxa
de deformagio D; (figura 32), sendo inversamente pro-
porcional a tensdo de deformagdo aplicada ao material. A
funcdo da viscosidade i depende apenas de dois parametros
reolégicos: o indice de comportamento do escoamento n
e o termo J, conhecido como jump number. A grande
vantagem dessa formulacdo € a representagdo de varios
parametros reoldgicos, tais como a tensdo limite do esco-
amento e o indice de consisténcia, de forma concisa através
do parametro J.

160

0

Viscosidade

o oos o o1s 0z 025
Intensidade da taxa de deformacao

Figura 32: Gréfico da fun¢do de viscosidade baseada no
modelo de fluido newtoniano generalizado.

A viscosidade do fluido € controlada da seguinte forma
pela constante J, ou seja, quanto maior for o valor de .J
maior ser4 a viscosidade (figura[33)). Note que, na figura[32)
quando J = 15 o fluido possui um comportamento newto-
niano. Para simular o comportamento viscoplastico de um
fluido o valor de n deve ser entre 0 e 1, logo em nossas
simulagdes fixamos n = 0.5. Ao contrario dos métodos an-
teriores de simulagdo de materiais viscopldsticos baseados
em modelos fisicos da mecénica do continuo [110| [72] a
versatilidade da formulacdo de fluido newtoniano genera-
lizado nos permite representar um sélido como um fluido
nao-newtoniano de alta viscosidade.

Figura 33: Varia¢des da viscosidade de um fluido vis-
copléstico inicializado em uma esfera com 1200 particulas.
Acima, reduzimos a viscosidade do fluido usando J = 15
e abaixo aumentamos a viscosidade com JJ = 150.
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Aproximacao SPH do tensor extra-tensio

Agora vamos calcular a aproximag¢do SPH do tensor
extra-tensdo conforme a equacgdo (@9), mas antes precisa-
mos calcular a aproximacdo SPH do tensor do campo de
velocidade em cada particula ¢, ou seja, da matriz jacobi-
ana Vv;. Para isso vamos utilizar a aproximagdo SPH do
gradiente (19) em cada coeficiente (k,[) da matriz Vv;:

v _ > (vf - o}) Wiy (o

Ox ; Ozt
Lojev, P !

Apés o célculo do tensor ID;, a viscosidade p; atribuida
a uma particula ¢ € entdo calculada através da funcdo (100)
e em seguida o tensor extra-tensdo T; é atualizado de
acordo com a equacdo (99). Finalmente, o termo viscoso
da equagio do momento (ZI) pode ser calculado pela

aproximagio SPH do divergente 23):

1 T, T
—V-Ti=) mj| 5+
Pi jevi 2

=
&

(a) Temperatura inicial.

>

(b) 430 iteragdes.

> o

- -

(c) 1100 iteragdes. (d) 3500 iteracdes.

Figura 34: Temperatura das 10188 particulas do modelo
Stanford Bunny: as particulas com cores escuras estdo
abaixo do ponto de fusdo, e assim permanecem sdlidas.

Transicao de fase

A simulacdo de objetos que derretem e solidificam é uma
tarefa delicada, pois € necessdria a variacdo da viscosidade
durante a transicdo de fase, de acordo com as propriedades
do material. Em particular, nessa se¢dio concentraremos na
transi¢do induzida pela temperatura entre as fases sélida e
liquida. Modelamos essa transi¢cdo variando a viscosidade
de acordo com a temperatura de cada particula de fluido. A
varia¢do da temperatura em relagéo ao tempo é determinada
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pela equacdo do calor. Essa equagdo governa a difusdo
térmica de um material, transferindo energia térmica de
uma regido de alta temperatura para uma regido de baixa
temperatura.

A equagdo do calor é descrita, na forma lagrange-
ana, através da temperatura 7' e do coeficiente de difusdo

térmica k: DT

T kV2T. (102)
No derretimento, a temperatura de algumas partes do ob-

jeto aumenta até alcangar o seu ponto de fusdo no qual o
objeto se torna liquido (figura 34). Nos fluxos de lava, a
temperatura pode decrescer abaixo do seu ponto de fusao
fazendo com que a lava se solidifique e altere a topologia do
terreno inicial. Em ambos os casos, o jump number J de-
cresce com a temperatura. Aproximamos essa dependéncia
através de uma combinacdo linear em termos da tempera-
tura:

T— Tmin

J(T) = (l—u)Jmax—i—qum, ﬁ

com u=
Perceba que a funcdo de viscosidade equagdo (I00) de-
cresce quando a temperatura aumenta e vice—versa. Em
nossas simulacdes, assumimos que os objetos sdo ho-
mogéneos, isto &, possuem um coeficiente de difusdo
térmica constante.

Aproximagd@o SPH da equagdo do calor A equagio do
calor (I02), que governa a transi¢do entre as fases sélida
e liquida, requer uma aproximacdo por particulas do la-
placiano da temperatura V27;. Para particula 4, as deriva-
das de segunda ordem podem ser aproximadas utilizando a
convolugdao SPH usual dada pela aproximacgdo do laplaci-

ano (24): o
VT = Y LTV (103)
JEV: Pi

Porém, a equagio (103) possui algumas desvantagens
além da sensibilidade a desordem de particulas. Primeiro, a
transferéncia de calor de uma particula ¢ para uma particula
J pode ser positiva ou negativa devido a mudanga de sinal
da derivada de segunda ordem do niicleo (figura [[T)). Por
outro lado, a fisica nos diz que uma particula quente deve
transferir calor para uma particula fria sem se importar
de que maneira é feita a separacdo delas. Segundo, essa
expressdo ndo resulta em conservagdo de energia térmica
em um processo adiabatico.

Para evitar esses problemas, Miiller et al. [109] adici-
onaram em seu modelo um nicleo com derivada de se-
gunda ordem positiva exclusivo para o operador laplaci-
ano. Observamos entretanto que, além desse modelo ser
errado do ponto de vista conceitual, ele também introduz
mais avaliagdes no sistema. Por essas razdes, usamos uma
aproximacao do operador laplaciano que envolve apenas
derivadas de primeira ordem conforme a aproximagao SPH
do laplaciano (31):
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VT =2 (T - Tj) =22,

jev, Pi ij

(104)

Devido ao fato de x;;.V;W;; < 0, a equagdo acima tem a
propriedade de que se T; > T}, entdo o fluxo de calor serd
realizado da particula ¢ para j e vice-versa.

Exemplos

Utilizamos o método descrito nesse capitulo com a fi-
nalidade de simular fendmenos fisicos complexos. Nosso
principal objetivo estd ilustrado nos exemplos que apresen-
taremos a seguir, onde os resultados respeitam a intuicdo
fisica dos processos de deformacdo plastica, derretimento
de objetos solidos e fluxos de lava. A estabilidade numérica
do SPH aparece claramente na figura[33] onde a cabega do
modelo Gargoyle permanece bem definida mesmo quando
o modelo estd quase completamente derretido. Nesse caso,
todas as 6976 particulas iniciam com a temperatura acima
do ponto de fusdo e fluem como fluido ndo-Newtoniano.

e

(a) 20 iter. (b) 550 iter. (c) 780 iter.

(d) 1320 iter.

Figura 35: Derretimento do modelo Gargoyle totalmente
liquido.

A figura [36| mostra o derretimento do modelo Stanford
Bunny com 10188 particulas. A simulacdo € inicializada
com um gradiente linear de temperatura tal que a orelhas
derretem enquanto o resto do corpo permanece frio e sélido.

O controle eficiente da viscosidade através da
formulacdo de fluidos newtonianos generalizados per-
mite resultados visualmente realistas. Essa formulacdo
além de permitir simulagdes de fluidos viscoplasticos,
também possibilita a simulagdo de objetos sélidos que
sofrem deformacdes. A figura [37] mostra a simulag¢do do
impacto de uma esfera de metal contra uma parede pldstica.
Note que, momentos antes da esfera perfurar a parede, a
energia dissipada pelo choque da esfera produz uma grande
deformacdo no material.

No exemplo da figura criamos um objeto vis-
copléstico a partir da superficie implicita conhecida como
chair discretizado 7000 particulas e simulamos a sua
interacdo com um objeto complexo representado pelo es-
queleto de uma mao com 2351 tridngulos. O método além
de capturar muito bem os efeitos viscosos do material,
permite que o objeto sofra grandes mudancas topoldgicas
sem controle explicito de sua superficie livre. Observe que,
mesmo apds quase todo material escorrer entre os de-

6(b) Decomposi¢do de campos vetoriais

Figura 36: Evolucdo da superficie livre da simulag¢do de
derretimento do modelo Stanford Bunny, iniciando frio na
base e quente no topo do modelo, com 0, 400, 800, 1200,
1800 e 4000 iteracdes.

dos e tocar o chdo, parte dele fica agarrado no esqueleto.
A interacdo entre fronteira essa rigida e o material vis-
coplastico € feita geometricamente gragas ao teste de co-
lisdo discutido no capitulo [l

O exemplo illustrado pela figura exibe com fide-
lidade a morfologia vista em escoamentos reais de lava
tais como o espalhamento da frente de lava na auséncia
de solidifica¢do e o desenvolvimento de complexas e as-
simétricas estruturas em forma de dedos conhecidas como
lobos. A formagdo dessas estruturas se deve a influéncia da
topografia do terreno no escoamento da lava reproduzida
gracas novamente ao uso do teste de colisdo.

(b) Decomposicao de campos vetoriais

A crescente quantidade de vetores gerados por
simula¢des, devido ao aumento de processamento dos
computadores, torna a tarefa de visualizacdo um problema
delicado, o que é muito bem descrito por Helman e Hesse-
link [62]. A representacdo de dados por técnicas padrdes
como identificar através de uma seta todo vetor em um
campo vetorial ou linhas integrais pode ndo ser muito
informativa: visualizar milhdes de setas ou linha integrais
pode ser bastante confuso.

Existem duas possibilidades para evitar esse problema.
A primeira, proposta por Helman e Hesselink [62]], € enfa-
tizar a topologia do campo vetorial [141].

Calcular as localizagdes de fei¢Oes caracteristicas de
um campo e somente mostrar essas caracteristicas usando
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Figura 37: Colisdo de uma esfera metdlica contra uma
parede plastica: ap6s 0, 1300, 1500 e 2000 iteragdes.

(d) 2800 iteracdes.

(e) 6000 iteragdes. (f) 19000 iteragdes.

Figura 38: Superficie chair modelada como um material
viscoplastico, interagindo com um objeto sélido complexo
representado pelo esqueleto de uma mao.

linhas, pontos ou qualquer objeto grafico apropriado, é
a segunda possibilidade. Isso é chamado de visualizagdo
baseada em feicdes. A visualizacdo baseada em feicdes
¢ de extrema importancia para a interpretacdo do campo
vetorial por engenheiros e cientistas. Por exemplo, como o
comportamento do escoamento de um fluido ao redor de
um corpo rigido movendo-se é responsével pela resisténcia
aerodinamica. Essas fei¢des de um campo vetorial podem
ser obtidas usando a equac@o de Poisson (capitulo [3) para
determinar uma decomposi¢ao ortogonal do campo. Essa
decomposicdo é chamada de decomposicdo de Helmholtz-
Hodge e sera obtida nesse capitulo.

(a) 6169 iteragdes. (b) 8649 iteracdes.

(e) 30909 iteracdes.

(f) 419009 iteragdes.

Figura 39: Escoamento de lava em um terreno virtual.

Decomposicao de Helmholtz-Hodge

A decomposi¢do de Helmholtz-Hodge € aplicdvel em
varias areas da computagdo gréfica, tais como a deteccio
de vortices nas imagens do escoamento de um fluido em
torno do protdtipo aerodindmico de carros e avides [137]
e na estimativa de movimento dos tornados em campos de
imagens de satélite [30].

Tradicionalmente, solucdes numéricas dessa
decomposicdo sdo obtidas por métodos que utilizam
malhas, entre eles, diferencas finitas e elementos finitos.
No entanto, esses métodos ndo sdo adequados para li-
dar com a amostragem de ponto-vetores sem nenhuma
conexdo explicita entre eles ou com simulacdes usando
particulas. Nesse caso, métodos baseados em malhas
exigiriam a trabalhosa tarefa de geracdo de mapas to-
polégicos. O propdsito dessa sessdo € apresentar uma nova
técnica usando o método SPH para obter a decomposi¢ao
de Helmholtz-Hodge, chamaremos o nosso algoritmo,
simplesmente, de método SPH-HH.

A decomposicido de Helmholtz-Hodge diz que qualquer
campo vetorial, definido em uma regido simplesmente co-
nexa, pode ser decomposto como soma de trés componen-
tes: uma componente com rotacional nulo, outra compo-
nente com divergente nulo e uma tltima componente com
laplaciano nulo (figura Q).
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Figura 40: Decomposi¢do de Helmholtz-Hodge para um
campo vetorial.

Pela decomposi¢@o de Helmholtz-Hodge, um campo ve-
torial v pode ser decomposto em trés componentes

v=d+r+h, (105)
onde a componente d é um um campo vetorial irrotacional,

r é um campo vetorial solenoidal e h é um campo vetorial
harmoénico.

Vxd = 0
Vr = 0
V:h = 0

Vale lembrar que um campo vetorial harmonico tem rotaci-
onal e divergente nulos.

Essa decomposi¢@o pode ser obtida através de um poten-
cial escalar ¢ e um potencial vetorial ¥ com as seguintes
propriedades.

d = Vo
r = VxV¥
h = v—-d-r

Para campos vetoriais bidimensionais, porém, a
decomposicdo requer uma defini¢do introduzida por
Polthier e Preuss [122]]. Seja J um operador em cam-
pos vetoriais definido como a rotagdo de 90° no sentido

hOrdrio 1 (v} = J (vr, va) = (va, 1) . (106)
A decomposi¢ao de Helmholtz-Hodge bi-dimensional em
um campo vetorial € dada por
v=Vo+J(Vy)+h. (107)

onde a componente solenoidal € obtida aplicando o opera-
dor J sobre o gradiente de um potencial escalar . A fi-
gura [41] ilustra a decomposicdo de Helmholtz-Hodge para
um campo vetorial bi-dimensional.

O rotacional, em coordenadas
dimensionais, é definido por

cartesianas  tri-

B _ (Ovs  Ovy Qv Ovz vy
VXV = Vox(ug, vg,v) = <8y 0z 0z Ox’ Oz
onde v; = wv; (z,y,2). No espago bi-dimensional, onde

v; = v; (x,y), é conveniente defini-lo como a fungdo de
valor real
Ovy  Oup

VXVZVX(’Ul,’Ug):%—a—y.

Figura 41: Decomposi¢do de Helmholtz-Hodge obtida pelo
método SPH-HH. A visualizacdo ¢ dada pelo LIC com
algumas linhas de fluxo. Da esquerda para a direita: um
campo vetorial e suas componentes irrotacional, solenoidal
e harmdnica.

Contudo, pela definicdo do operador J, o rotacional bi-
dimensional pode ser reescrito como

VX(U1,U2):%—%

Vxvo= ox dy

= V. (’1}2, —’Ul) (108)

= V- (J(v1,v2))

= (V- J)v
Portanto, com as defini¢des e notacdes adotadas para o

caso bidimensional, as componentes da decomposi¢@o bi-
dimensional ainda ret€m as propriedades:

1. d = V¢ é um campo irrotacional

Vx(Ve) = (V-J)(Vy)

_ oo Oyp
=V <3y’ 333)

Do Py
oxdy  OJydx

=0

2. r = J (V) é um campo com divergente nulo

(G w)

B o o
= v (-5 %)

_%
0xdy

V- (J(VY) =

0?4
0xdy

=0
3. h é um campo com divergente e rotacional nulos

V-h=(V-J)h=0
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Consequentemente, valem as seguintes igualdades

V.v =V-(Vy) 4V-(J(V¢)) +V-h
=V-(Vye) +0 +0
:v2<p

(V- D)v=V-(J(Ve))+V - (J (J (V§)))+V - (Jh)

=0 +V - (=V¥) -V xh
=0 —V2y -0
= —V32y

Essas propriedades levam ao seguinte sistema de equagdes
de Poisson

Vv =V

, (109)
(V- J)v = -V%

onde os potenciais ¢ e 1) (equagdes[[Q7) sdo solugdes desse
sistema.

Em dominios fechados, a unicidade dos potenciais ¢ e ¢
€ garantida adicionando ao sistema acima as condi¢des de
fronteira:

o

on

9 _

om 0, (110)

onde n ¢ a normal na fronteira.

O sistema [[09 ser4 utilizado para obter as componentes
irrotacional d = Vo e solenoidal r = J (V1)) do campo
vetorial v dadas, respectivamente, pelos potenciais ¢ e .
Cada equacdo nesse sistema pode ser resolvida indepen-
dentemente (segdo [5.c(iD)). No que se segue, destacamos
os principais passos da decomposicao de Helmholtz-Hodge
usando o método SPH-HH.

Algoritmo SPH de decomposicao

Definicdo das particulas Seja V = {vq,va, -+ ,V,}
um campo vetorial discreto definido em 2 C R?, onde
v; = v (x;) com x; € ). Cada vetor v; é associado com
uma particula SPH indexada por ¢ e posicionada em x;. O
atributo massa ¢ definido constante em todas as particulas,
dado por m = % com Vo = Volume (). Finalmente,
a densidade em cada particula ¢ € calculada diretamente da
aproximagio SPH para uma funcéo (equagao[14):

Pi = ijWh(Xi - Xj) .
J

A coluna da esquerda na figura mostra um campo
vetorial sintético representado por 493 vetores.
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Condi¢do de fronteira As condi¢oes de fronteira
(equagdo [110) sdo diretamente incorporadas no sistema.

Dada uma particula ¢, que dista menos de %, /% da

fronteira. Ao invés de substituir uma das equagdes de
Poisson (equagdo pela respectiva condi¢do de fron-
teira (equacdo [IT10), o qual deve ser considerada apenas
em particulas exatamente na fronteira, nés adicionamos
ao lado direito da equag@o de Poisson o termo nulo dado
pela condicdo de fronteira, o que leva a uma transicdo
mais suave. Por exemplo, para o potencial ¢, em uma
dada particula ¢ préxima a fronteira, o lado esquerdo da
equacdo de Poisson discretizada pelos operadores SPH
nessa particula é substituida por

22@ (65 — &) Fxi) + Y ﬁ (¢5 — &) ViWiy - 1y,
J pJ 7 p]

V24 V¢n=0

onde a normal n; € dada por uma média das normais
vizinhas na fronteira.

Inconsisténcia de particulas na fronteira Como discuti-
mos anteriormente, em particulas proximas a fronteira do
dominio, os operadores SPH podem obter aproximacdes
imprecisas devido a falta de particulas em direcdes es-
pecificas. Para contornar essa deficiéncia na aproximacao,
nds criamos particulas virtuais, conhecidas como particulas
fantasmas. As particulas fantasmas sdo criadas préximas
a fronteira do dominio, do lado externo, usando a mesma
amostragem por disco de Poisson [37].

Como vimos no capitulo Ml qualquer atributo nas
particulas fantasmas podem ser definidos pela seguinte
aproximacio SPH

_ ieV(@) Pi

jevie) P

A; ; (111)

onde a soma ocorre somente sobre as particulas originais
vizinhas de uma particula fantasma.

A figura mostra um exemplo da geragdo das
particulas fantasmas [(a)| e ilustra a extensdo de um campo
vetorial v em uma particula fantasma|(b)|

Para evitar que as particulas fantasmas incluam uma
equacgdo extra no sistema linear obtido pela discretiza¢dao
SPH da equagdo de Poisson (equagdes P0), o que evita a
aproximacdo de derivadas em suas posigdes, nds utiliza-
mos a aproximagdo (I11)) para representar o potencial de
uma particula fantasma da seguinte maneira. Dada uma
particula ¢, quando uma particula vizinha j é uma particula
fantasma, entdo o potencial ¢;, na aproximagdo do laplaci-
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6(b) Decomposi¢do de campos vetoriais

Figura 42: Decomposi¢do de Helmholtz-Hodge obtida pelo método SPH-HH. O campo vetorial a vector field v (coluna da
esquerda) é decomposto em uma componente irrotacional d (coluna do meio) e uma componente solenoidal r (coluna da
direita). Podemos ver o campo vetorial em algumas das 18221 amostrar (topo) e o mapa de cor da magnitude do campo com

alguma linhas integrais (base).

(a) Particulas

(b) Campo vetorial

Figura 43: A geracdo das particulas fantasmas no método
SPH-HH evita a aproximagdo imprecisa em particulas
proximas a fronteira.

ano (equagdo[88) € substituido por

m
> Wi
% Pk
¢.:—
Ty My,
J
w Pk

onde a soma ocorre somente sobre as particulas originais.

Componente irrotacional A componente de rotacdo nula
d é obtida pelo gradiente SPH do potencial ¢ dado pela
equacdo de Poisson

V=V v,

incluindo a compensagdo nas particulas proximas a fron-
teira discutida acima.

Resolvendo a equagdo de Poisson SPH, incluindo a
condicdo de fronteira Vi - n = 0, obtemos o potencial .
Finalmente, a componente irrotacional é obtido aplicando o
operador gradiente SPH (equagdo [19)):

.
d;=Vpi =) p—] (pj — i) ViWi; (112)
j J

A coluna do meio na figura [42] mostra a componente
irrotacional obtida pelo método SPH-HH de um campo
vetorial sintético representado por 493 vetores.

Componente solenoidal A componente de divergente
nula € obtida da mesma maneira que a componente irrota-
cional. Nés primeiro resolvemos a equacdo de Poisson as-
sociada ao potencial i

V23 = —(V-J)v,
incluindo a condi¢do de fronteira g—’ﬁ = 0. Entdo, nés
usamos o operador gradiente SPH (equagdo[T9)

Vii =3 ’Z—j (; — ) ViWy
J

para calcular a componente solenoidal r; = J(Vi);),
aplicando o operador de rotagdo J (equagio[[06) em Vi), .

A coluna da direita na figura 42| mostra a componente
solenoidal obtida pelo método SPH-HH de um campo ve-
torial sintético representado por 493 vetores.
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e
o
)

(a) Campo vetorial

(b) Componentes: d + r

(c) Componente h

Figura 44: O método SPH-HH revela as componentes solenoidal r = J (V%) e irrotacional d = V¢ do campo
vetorial 2D (esquerda) mesmo com uma componente harmoénica h de magnitude maior do que as demais componentes,

10 max(|r], [|d]|) (visualizagdo de & das amostras).

Componente harménica Apds calcular as componentes
irrotacional e solenoidal, a componente harmonica € sim-
plesmente determinada por

h=v-d-r.

Por exemplo, o campo sintético ilustrado na figura [d4)(a)
foi construido analiticamente como a soma de trés campos:
um campo de rotag¢do nula, outro com divergente nulo e um
campo harmonico constante, porém com ordem de magni-
tude muito maior do que os demais campos. A figura[d4(b)
mostra a soma das componentes irrotacional e solenoidal
obtidas pelo método SPH-HH, e a figura d4(c) mostra o
campo harmoénico, o qual é obtido consistentemente com a
componente harmonica analitica.

Deteccao automatica de feicoes

A visualizagdo baseada em feicdes € de extrema im-
portancia para a interpretacdo do campo vetorial por enge-
nheiros e cientistas. Por exemplo, como o comportamento
do escoamento de um fluido ao redor de um corpo rigido
em movimento influéncia a sua resisténcia aerodinimica,
experimentos desse tipo em dindmica dos fluidos sdo im-
portantes para determinar o formato de carros e avides. Por
exemplo, no caso das aeronaves, os vortices sdo fundamen-
tais para a capacidade de elevacio (figuraE3).

A decomposi¢do de Helmholtz-Hodge € particularmente
interessante para obter as feicdes de um campo vetorial. Em
particular, no caso bi-dimensional, ambas as componentes
sdo dadas por potenciais escalares. As singularidades de
cada potencial, i.e., os pontos onde alguma componente
¢ nula, sdo obtidas automaticamente no método SPH-HH,
dadas pelas localizacdes das particulas que alcancam um
minimo ou um maximo local em um dos potenciais ¢ or .

Figura 45: O método SPH-HH detecta os vértices em um
campo vetorial discreto com 6.400 particulas obtido em
uma simulag@o de escoamento incompressivel.

As singularidades da componente irrotacional d = Vi
sdo centros de sorvedouros (respectivamente fontes) para
0s méximos (respectivamente minimos) de ¢ (figura 46)).
Para a componente solenoidal, r = J (V1)), as singulari-
dades sdo os centros de voértices no sentido hordrio (respec-
tivamente anti-hordrio) para os minimos (respectivamente
maximos) de .

Em seguida estudamos a decomposi¢do SPH-HH em
regides nio simplesmente conexas. A figura 47 mostra um
campo vetorial obtido na simulacio da iteragdo entre um
corpo rigido e um fluido usando um método de elementos
finitos com dominios ficticios baseado em um multiplicador
de Lagrange [533]. A decomposi¢io detecta os centros de
vértices mesmo com a fronteira do corpo rigido.

A figura 48] mostra a decomposi¢do de um campo tur-
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Figura 46: As singularidades de cada componente sao ob-
tidas automaticamente pelo método SPH-HH dados pelos
pontos criticos dos potenciais ¢ e . O campo é visualizado
em todas as 5.001 particulas.

Figura 47: O método SPH-HH obtém a decomposicao de
um campo vetorial definidos em dominios com fronteiras
complexas , representado por 3.216 particulas.

bulento ao redor de um objeto rigido [13]], onde uma com-
ponente que circula o buraco € artificialmente incluida. Na
figura da esquerda o campo vetorial normalizado com as
feicdes detectadas pelo método SPH-HH ¢ ilustrado. A
componente solenoidal e a componente harmonica sdo ilus-
tradas, respectivamente, no centro e na direita. O campo
harmonico ndo-trivial obtido pelo método circula o buraco,
o que é caracteristico de tais topologias.

(¢) Fluidos bifasicos

Existem vérios trabalhos utilizando o método SPH para
simular fluidos bifdsicos. Nos trabalhos de Tartakovisky
e Meakin [136] e Colagrossi e Landrini ambas as
fases sdo discretizadas usando SPH e a pressdo ¢ definida
por uma equagdo do estado. Para evitar que os campos
de velocidade obtidos durante a simulagdo comprometam
o resultado, pois a condicdo de incompressibilidade (V -
v = () pode ndo ser verificada, varias modifica¢des foram
propostas.

6(c) Fluidos bifasicos

Figura 48: A decomposi¢cdo SPH-HH de um campo turbu-
lento ao redor de um objeto rigido, amostrado por 23.267
particulas.

Existem também métodos hibridos, combinados
métodos sem malha com outros métodos para simular
fluidos bifésicos. Liu et al. [§9] desenvolveram um método
hibrido de particulas-malha, onde a fase mais densa &
representada por particulas (método moving particle semi-
implicit [157]), enquanto uma malha discretiza o fluido
menos denso (método volume-of-fluid [64]). Um método
hibrido utilizando o método SPH € apresentado por Paiva
[117], onde a pressdo é determina sobre uma grade e entdo
interpolada para as particulas que discretizam apenas uma
das fases do escoamento biféasico.

O método apresentado nessa secdo, discretiza as duas
fases usando SPH e faz uso da solu¢do do método da
projecdo SPH (capitulo[3) para simular o escoamento de tal
forma que a condicao de incompressibilidade para o campo
de velocidade obtido seja garantida. Os principais passos no
algoritmo serdo apresentados no que se segue.

Algoritmo SPH

O algoritmo SPH para a simulag@o de fluidos bifdsicos
serd descrito a seguir. O método da projecao SPH visto no
capitulo 3] serd utilizado para que o campo de velocidade
encontrado em todos os passos da simulacdo satisfacam
a condi¢@o de incompressidilidade (V - v = 0). Outros
detalhes intrinsecos da aplicacdo a fluidos bifasicos serdo
descritos a diante.

Campo de velocidade intermedidrio No primeiro passo,
um campo intermedidrio de velocidade v* é obtido pela
equacdo do momento (equacgao[80), sem o termo da pressao.
A aproximacao para o termo viscoso proposto por Morris
et al [[103]] € utilizada, e a integra¢io numérica é calculada
utilizando o método explicito de Euler (se¢do[5(d)). Assim,

o campo v* em uma particula ¢ é obtido pela seguinte
expressao

v, :vi—l—AtZ
J

onde At é a discretizacdo temporal.

my; (pi + 1) Vi - %5 ViWij

2
PipP;T5;

, (113)

A restricdo
v*=0 em 6
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¢ aplicada ao campo obtido em [I13] utilizando o conceito
de camada-limite. A figura @9l ilustra o efeito causado pela
camada limite em um campo de velocidade. A figura da
esquerda ilustra um campo de velocidade v* obtido pela
aproximagdo [[13] junto com a camada limite. Nessa ca-
mada, a magnitude da velocidade € alterada, indo de zero,
na superficie do dominio, até a velocidade v ., na fronteira
da camada limite. O resultado € ilustrado na figura da di-
reita.

vy v Vv v YV v vy v
vY vy vy v v v oy v
vy V.V vy vy VY v v v
vV Vv v vy v v v v
YV v v vy v v v v
vy Y v vy vy v v v
Y vy vy vy Yy v v v
amada limite] v = Vol o

(a) Antes (b) Depois

Figura 49: A figura ilustra a aplicacdo do conceito de ca-
mada limite em um campo de velocidade.

Projecdo no espaco de divergéncia livre A proje¢do no
sub-espaco de divergéncia nula do campo de velocidade
define novos campos de velocidade e pressdo A pressdo p
€ obtida pela solucdo da equagdo da seguinte equacdo de
Poisson (equacao O8]

1 1
V- (=Vp)=—V-v* 114
(p p) A ()

. 0 .
com a condicdo de Neumann P 0 na fronteira do

On
dominio €.
A discretizacdo dessa equagdo de Poisson pode ser
obtida usando algum dos operadores divergente SPH

(capitulo2)), por exemplo:
(Vv =S m; (v*j . v) VWi,
J

e pelo operador laplaciano SPH Tayor (capitulo[2)) aplicado
aos termos da seguinte identidade:

(V2 (kp) — pV2k + kV?p)

DN | =

V- (kVp) =

com k = p~!. Tem-se
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(kipi — kips
VQ (kp> - 92 Z &( p 5 Jp])xljvzmj
5 Pi Tij
 (kipi — kjp;
pVka = 2227( p 3 Jp)xijViWij
5 Pi Tij
i (Kipi — kip;
k/’v2p = 2227( i P) pj)xijViWij
5 Pi Tij
U (115)
donde, a aproximag@o € obtida para o termo
m; (ki + k;) (pi — p;)
V- (kVp) =y —2 5 (i) VWi

5 Pi Tij

Cleary e Monaghan [26] propdem substituir

i Jj
no caso da variavel k£ ter uma descontinuidade. Em escoa-
mentos bif4sicos, a varidvel £ = p~! pode ser descontinua
em algumas regides, como, por exemplo, na interface entre
os dois fluidos, onde a densidade é descontinua. Portanto,
reescrevemos o laplaciano como

(lyp) =5 (A )Xa
v (pr) EJ: pj (pi ;) P, Vit (10
onde p;; = p; — p;.

Ao invés de substituir a equagio de Poisson (equagao[D8])
pela condi¢do de Neumann V¢ - n = 0, para o qual
deveriamos considerar a particula exatamente na fronteira,
utilizamos o conceito de particulas fantasmas.

Por tltimo o0 novo campo de velocidade é obtido fazendo

1
v=v"—At-Vp. (117)
p

Onde a incompressibilidade € satisfeita.

O seguinte pseudo-cédigo destaca as principais etapas
durante a simulag@o das equacdes de Navier-Stokes, na qual
utiliza-se o método de descoplamento pressdao-velocidade:
fori=1tondo

xf =x! + Atv!
end for
Cilculo do campo intermedidrio v}

Célculo da pressdo pi ™!
fori=1tondo

1
7. vith=vi— At <Vp>
p

8: end for
9: for:=1tondo

10: xz""l =x!+ At (

11: end for

A o

t+1

2

Vf— =+ V,€+1
2
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(a) config. ini- (b) tempo: 2 (c) tempo: 4 (d) tempo: 6
cial segs segs segs

Figura 50: Instabilidades de Rayleigh-Taylor sdo criadas
quando o fluido mais denso € acelerado para dentro do
fluido menos denso. As imagens da simulagdo nos instantes
de tempos 0, 2, 4 e 6 segundos ilustram a dindmica das
instabilidades.

Resultados

Instabilidades de Rayleigh-Taylor Nesse exemplo, a ins-
tabilidade de Rayleigh-Taylor é simulada pelo método
SPH. A instabilidade de Rayleigh-Taylor ocorre quando um
fluido € acelerado dentro de outro fluido menos denso. Em
nossa simulagdo isso ocorre quando um fluido de maior
densidade € colocado sobre um fluido menos denso e um
campo gravitacional é criado.

Uma das grandes vantagens do método SPH sobre os de-
mais métodos com malhas € vista nesse exemplo. A inter-
face entre dois diferentes fluidos € facilmente captada pelo
método e pode ser visualizada durante toda a simulagéo,
sem nenhum esfor¢o adicional.

(a) tempo: 2 (b) tempo: 2 (c) tempo: 6 (d) tempo: 6
segs segs segs segs

Figura 51: Os campos de velocidades do escoamento nos
intantes de tempo dois e seis segundos sao ilustrados em al-
gumas particulas nas figuras[51(a)|e[51(c)] respectivamente.
Ao lado de cada campo, algumas linhas integrais do mesmo
sdo mostradas.

A dinimica da instabilidade € vista na figura onde
um fluido mais denso (escuro) tem densidade duas vezes
maior do que o fluido menos denso (claro).

6(c) Fluidos bifasicos

O dominio 2 =[ —0,5;0,5] x [—1;1] é representado
por 12.400 particulas, cujas posi¢des iniciais foram defini-
das pela distribuicdo do disco de Poisson. A interface en-
tre os dois fluidos € inicialmente dada pela funcdo y =
—0, 15sen(mx) .

O fluido menos denso (densidade igual a 1,0) é re-
presentado por 6.200 particulas com massa 0, 000385, en-
quanto que o fluido com a densidade duas vezes maior é
representado por 6.200 particulas com massa 0, 00077. Ou-
tros parametros definidos para a simulacdo dessa instabi-
lidade sdo: a gravidade, de magnitude 1,0; a viscosidade
= 0,0118 e passo de tempo At = 0,001.

No método proposto, um campo de pressdes € calculado
através de uma equacdo de Poisson, em cada instante de
tempo. Dai, um campo de velocidades € obtido durante toda
a simulacdo tendo divergéncia nula, garantindo a incom-
pressibilidade do escoamento.

O campo de velocidades calculado durante o escoa-
mento é ilustrado na figura[3Inos instantes de tempo dois €
seis segundos (tempo real de simula¢do). O campo de velo-
cidades ¢ ilustrado em algumas particulas nas figuras [51(a)]
e e algumas linhas integrais, obtidas pela integra¢do
de um ponto ao longo de um campo aproximado [75]], sdo
desenhadas nas figuras|[S1(b)|e[51(d)

(a) config. inicial (b) tempo: 2 segs (c) tempo: 4 segs (d) tempo: 6 segs

Figura 52: A dindmica de uma gota: um fluido mais denso
contém em seu interior uma gota de um fluido mais leve.
O empuxo agindo na gota gera um movimento da mesma
em direcdo ao topo do fluido mais denso. A configuracio
inicial e o resultado apds 6 segundos de simulacio (tempo
real) sdo ilustrados.

Imersdo de uma gota O préximo exemplo simula a
dindmica de uma gota fluindo em direcdo ao topo de um
fluido mais denso. Quando um fluido contém em seu inte-
rior uma gota de um fluido menos denso, a gota fica sujeita
a uma forca de empuxo, fazendo com que ela suba até a
superficie (figura32)).

Na simulag@o, a densidade do fluido mais pesado é duas
vezes a densidade do fluido mais leve (gota) . A gota € dis-
cretizada por 547 particulas e o fluido mais denso por 9.873
particulas. A viscosidade do fluido e outros pardmetros da
simulagdo sdo: a gravidade, de magnitude 1, 0; a viscosi-
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(a) tempo: 5segs (b) tempo: 5 (c) tempo: 10 (d) tempo: 10
segs segs segs

Figura 53: Na coluna da esquerda, o campo de velocida-
des do escoamento, nos instantes de tempo 5 e 10 segun-
dos, € ilustrado em algumas particulas da discretizag@o. As
particulas que representam a gota nessa simulacao também
sdo visualizadas na coluna da direita, junto com algumas
linhas integrais. Os mapas de cores em ambas as imagens
representam a magnitude do campo de velocidade.

dade . = 0,0118 e passo de tempo At = 0, 001.

Quando uma gota de um fluido é mergulhada em um
fluido mais pesado, devido a diferenca de densidade, a
pressdo calculada pelo método da projecdo através da
equacdo de Poisson resulta em uma for¢a de empuxo que
age sobre a gota criando um movimento em dire¢do ao topo
do fluido mais denso. A forma esférica da gota € alterada
para a forma de ferradura. Essa deformagfo também ¢é ob-
servada em experimentos reais.

Mais uma vez, pelo método da proje¢cdo SPH, um campo
de velocidades é obtido durante toda a simulacdo tendo
divergéncia nula, através do cédlculo da pressdo por uma
equagdo de Poisson. Garantindo, portanto, a incompressi-
bilidade do escoamento.

Na figura 53] o campo de velocidades do escoamento
¢ ilustrado. Na coluna da esquerda o vetor velocidade
do escoamento € ilustrado em algumas particulas da
discretiza¢do. Na coluna da direita, algumas linhas inte-
grais, obtidas pela integracdo de um ponto inicial em um
campo aproximado [73], sdo ilustradas. As particulas que
representam a gota nessa simulacdo também sao visualiza-
das na coluna da direita. Os mapas de cores em ambas as
imagens representam a magnitude do campo de velocidade.

0.25m
0.25m

10m

Figura 54: Instabilidade de Kelvin-Helmholtz ocorre
quando, por exemplo, existe uma diferenca de velocidades
na interface entre os dois fluidos.
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Instabilidades de Kelvin-Helmholtz O ultimo problema
simulado é conhecido como a instabilidade de Kelvin-
Helmholtz. A instabilidade de Kelvin-Helmholtz ocorre
quando hd uma diferenca de velocidades na interface entre
duas camadas de fluidos, ndo necessariamente de densida-
des diferentes.

Em nossa simulagdo, a instabilidade de Kelvin-
Helmbholtz € criada pela seguinte situacdo: em um longo
reservatorio (comprimento 20 vezes maior que a altura),
um fluido menos denso é sobreposto a um fluido mais
denso definindo uma interface plana entre os dois fluidos.
Quando o reservatdrio € inclinado, fazendo com que o
fluido mais denso se movimente para o fundo do reser-
vatdrio, enquanto o fluido menos denso se movimente
para o topo do reservatério, a diferenca das velocidades
nas camadas dos fluidos cria, na interface dos fluidos, a
instabilidade de Kelvin-Helmholtz. A figura ilustra o
reservatorio e a configuragdo inicial do problema. Cada
fluido € discretizado por 20.000 particulas e a razdo entre
as densidades € 2. O angulo de inclinag@o do reservatério
e outros parametros dessa simulagdo sdo: a gravidade, de
magnitude 1, 0; a viscosidade ;1 = 0, 0118, passo de tempo
At = 0,001 e inclinagéo do reservatdrio é de 30°.

(a) t=10 segundos

(b) t=11 segundos

(c) t=12 segundos

(d) t=13 segundos

Figura 55: As instabilidades de Kelvin-Helmholtz ocorrem
quando camadas de fluidos, ndo necessariamente de densi-
dades diferentes, possuem velocidades diferentes. Quando
a diferenca de velocidades na interface entre os dois fluidos
excede um valor, a instabilidade ocorre. Somente o fluido
mais denso € ilustrado.

Inclinando o reservatério, quando a diferenca de velo-
cidades na interface entre os dois fluidos excede um va-
lor, a instabilidade € criada. A figura 53] ilustra a evolugdo
da instabilidade de Kelvin-Helmholtz apés 10 segundos de
simulacdo (tempo real). O fluido menos denso, porém, ndo
¢é visualizado. Além disso, apenas a parte central do reser-
vatorio € ilustrada para uma melhor visualizag@o das insta-
bilidades.
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A Nocoes elementares de calculo diferencial
vetorial

Este apéndice coleta resultados basicos de célculo dife-
rencial a vdrias varidveis, na notacdo usada neste livro. Sera
visto apenas as defini¢des essenciais com as propriedades
usadas no livro, e convidamos os leitores a procurar livros
de calculo [[17,[18119] para uma abordagem mais rigorosa.

Introduzimos os campos vetoriais no espago pois, exceto
para o operador rotacional, cobre o caso bi-dimensional.
Para mais detalhes sobre o rotacional no plano, referimos
a secdo sobre decomposi¢do de campos vetoriais. Consi-
deramos que os campos sdo suficientemente diferencidveis
para validar as expressdes, 0 que na maioria dos casos signi-
fica ser de classe pelo menos C? (permitindo assumir, pelo
teorema de Clairaut-Schwarz que géfy = 8226’; ). Conside-
ramos também que os dominios t€m fecho compacto e sdo
simplesmente conexos, esta Ultima suposi¢do sendo mais
delicada nas simulagdes.

(a) Campos vetoriais e operadores diferenciais
Campos escalares e vetoriais

O célculo basico estuda fungdes de um parametro, cujo
dominio € ou a linha real R ou um sub-dominio dela. Con-
sideramos aqui func¢des da posi¢cdo espacial, tendo mais de
uma dimensdo. Uma funcdo sobre tal dominio é chamada
de campo escalar:

Definicao. Um campo escalar sobre ) é uma funcdo

Q=R

Neste livro, olhamos casos onde €2 é R? ou R ou
um subconjunto deles. Nesta defini¢do, a parte escalar se
refere ao espago imagem R. Exemplos fisicos de campos
escalares s@o a pressdo ou a temperatura do fluido.

Se um campo escalar associa niimeros reais a pontos de
R3, um campo vetorial associa um vetor:

Definicao. Um campo vetorial é uma fungdo

f:Q—R3
onde ) é um subconjunto de R3

Podemos interpretar o campo vetorial como 3 campos
escalares f1 2 3, que associam a um ponto cada componente
do vetor

f(x)=fix)i+ fo(x)j+ fs(x)k,
onde usamos a base usual:
i = (1,0,0)
i = (0,1,0)
k = (0,0,1)

O exemplo fisico mais usado neste livro é o campo de
velocidade do fluido.

A(a) Campos vetoriais e operadores diferenciais

Derivacao de primeira ordem, matriz jacobiana

O préximo ponto € definir os operadores de derivacdo

nos campos escalares e vetoriais. De fato, um campo esca-
~ . .. of of of

lar tem trés derivadas Parc1als (55> 3y or ) € um campo

vetorial, sendo essencialmente trés campos escalares, tem

nove derivadas parciais. Podemos agrupar todas estas deri-

vadas numa matriz 3 x 3, chamada de matriz jacobiana:

Definicdo. A matriz jacobiana de um campo vetorial f =
fil + foj + fsk é a matriz

Ofi  8fi Ofr
ox 2] 0z
of

Af2 Ofs
ﬁm ﬁ ﬂz
ofs Ofs  Ofs
ox oy Oz

Tem muitas combinacdes destas derivadas parciais que
definem operadores diferenciais, mas na pratica, tem ape-
nas trés operadores diferenciais de primeira ordem interes-
santes do ponto de vista fisico e geométrico: o gradiente, o
divergente e o rotacional.

Operador gradiente e notacao V

Definicao. O gradiente de um campo escalar f é o campo
vetorial

of s Of s 9
gradf:£1+6—’y‘_]+a—£k.
Entdo o gradiente é um operador

grad : campos escalares +—  campos vetoriais

of s of s o)
f - gmdf:a—il-i-afi,]-ﬁ—a*ﬁk

Neste livro, usamos a notag¢do simbdlica
gradf =V f

onde o operador V, chamado nabla é representado pelo
vector de operadores

_ O g s 0

Observe que a notagdo V pode ser usada para a matriz

jacobiana com Vf.

O gradiente corresponde a dire¢ao de maior crescimento
do campo f. Em particular, os pontos estaciondrios de f sdo
os pontos onde o gradiente de f € zero.
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Operador divergente

Os dois outros operadores diferenciais atuam em campos
de vetores: o divergente associa a um campo de vetor um
campo escalar, enquanto o rotacional (no espaco) associa a
um campo vetorial outro campo vetorial.

Definicao. O divergente do campo vetorial £ = fi1i+ foj+

I3k é
divf = 8f1 + 5f2 + 3f3 )

O divergente é entdo o traco da matriz jacobiana. Usando
a notagdo simbdlica, obtemos a mesma expressdo através
do produto escalar de vetores:

divf =V -f
Assim

div : campos vetoriais +— campos escalares
f - divf=V.f

Veremos no final do apéndice que os campos sem di-
vergente sdo importantes, pois conservam o fluxo. Sdo ge-
ralmente qualificados de solenoidais. Em particular, cor-
respondem a campos magnéticos em eletromagnetismo e
a fluidos incompressiveis.

Operador rotacional no espaco
Definicao. O rotacional de um campo vetorial £ = f1i +
f2j + f3k é o campo vetorial

rot : campos vetoriais +—  campos vetoriais
f — vrotf

com
rotf = (%—f;—%)i—i—(%— af3),]+(%);2 —%—J;)k.

O rotacional sdo diferencas de cofatores da matriz jaco-
biana. Usando a notagdo simbdlica, obtemos a mesma ex-
pressdo através do produto vetorial:

rotf =V x f

Em particular, é simples verificar, usando o teorema de
Clairaut-Schwarz sobre derivadas parciais mistas, que o
gradiente de um campo escalar tem rotacional nulo:

rotgrad f =V xVf=0.

Assim, os campos gradientes sdo chamados de irrotacio-
nais ou conservativos. B facil mostrar que, de fato, num
dominio simplesmente conexo, um campo tem rotacional
nulo se e somente se é o gradiente de um campo escalar.

Operador de segunda ordem: laplaciano
Definicao. O laplaciano de um campo escalar f é o campo
escalar:

V2 : campos escalares +—  campos escalares
20 _ 9*f  O*f |, O*f
f - V f — Ox2 + 0?}2 + 022

Observamos que o laplaciano € o divergente do gradi-
ente, o que pode ser escrito usando a notagdo simbdlica,
validando a notagdo V2:

Vf=V-Vf

Relacoes de operadores no espaco

Tem muitas identidades tuteis envolvendo gradiente, di-
vergente e rotacional. S3o geralmente provadas usando
célculo direto e simetria de derivadas parciais (teorema de
Clairaut-Schwarz), expandindo cada termo das equagdes.

Sejam f e g campos escalares, e f, g campos vetoriais.
Temos entao

1.
V(fg)=fVg+gVf.

E uma consequéncia direta da regra de derivagio de
um produto. Observe que foi usada para definir o
operador gradiente SPH na equacdo (I7).

V(ff)=Vf-f+fV f.

E obtida expandindo os termos

v(ff) = 24n gy a(ffz) + 2Uts)

flgf+f2 +f36f+f(8f1 8f2+8f3)

Viof4 fV £

Observe que foi usada para definir o operador diver-
gente SPH na equagdo (IS).

VX(ff)y=Vfxf+ fVxT.

Pode ser provada de maneira similar, componente por
componente.

V- (fxg)=(Vxf)-g—f-Vxg.

Pode ser provada também expandindo os termos, simi-
larmente a versdo vetorial desta identidade.

Vx(fxg)=(V-g)f+(g-V)f-(V-flg—(f-V)g




56

V(f-g) =fx(Vxg)+gx(VxE)+(f-V)g)+(g-V)I)

Sao mais delicadas a provar, mas pode-se usar o ope-
rador seguinte para simplificar:

(& V) =915 +923@y+g3%-

VXxVf=0

ou seja: o gradiente de um campo escalar é conserva-
tivo.

V- (Vxf)=0

ou seja: o rotacional de um campo de vetor € solenoi-
dal.

Vx(Vxf)=V(V-f)—V*f

onde

V2 = (V2 f1, V2 fo, V2 f3)

(b) Interpretacio geométrica e teoremas integrais

Os operadores gradiente, divergente e rotacional tem
dois tipos de interpretagdo: uma ligada a geometria dife-
rencial, onde de fato sdo casos particulares de derivacdo de
formas diferenciais, e outra ligada a fisica, onde o gradiente
¢ associado a variag@o de um campo escalar, o divergente a
variacdo do fluxo e o rotacional a variacdo da velocidade
angular de um escoamento. Estas duas interpretagdes sio
explicitadas nos teoremas integrais, chamados de Green,
Stokes, Gauss, Ostrogradsky ou simplesmente teorema fun-
damental do célculo dependendo das referéncias.

Fluxos e integrais de campos de vetores

O primeiro passo ¢ definir a nog¢do de fluxo e de trabalho
de um campo vetorial. O fluxo de um campo vetorial f
através a superficie S corresponde a quantidade de matéria
que, quando transportada por f, atravessa S num sentido,
diminuido da quantidade que atravessa .S no outro sentido.
Esta definicdo envolve uma soma perto de uma superficie,
o que ¢ calculdvel com integrais de superficie.

Se a superficie S é definida por uma parametrizacio
x (u,v) num dominio (u,v) € U C R?, uma integral sobre
S pode ser calculada no dominio U como integral dupla

por:
uMﬁ“:[LN%%X%Www

O termo || ‘g—’; X g—’v‘ || representa a norma do vetor normal
a S, e corrige a distor¢do (jacobiano) da parametrizagdo
em relagdo a um plano. Este termo é geralmente anotado

A(b) Interpretacdo geométrica e teoremas integrais

ds = ||g—’; X %H Se a superficie S ¢ fechada, indicamos
isto na integral pelo simbolo ff, em vez de [ .

O fluxo corresponde a integral sobre S' da quantidade de
matéria que atravessa em cada sentido, ou seja o produto
escalar do campo de velocidade f com a normal unitaria n
de S. Na expressdo acima, isto permite juntar o jacobiano
com o vetor unitario, simplificando a expressdao do fluxo
para:

ﬂuxodef://fndS:// f(x) (2 x &) dudo.
5 U

O caso do trabalho € similar. O trabalho de um campo
vetorial representando uma for¢a é a quantidade de ener-
gia gasta pela for¢a ao longo de um movimento. Se a tra-
jetéria I' do movimento for parametrizada por x (u) com
u €la, b[C R, o trabalho do campo vetorial f pode ser cal-
culado como a integral do produto escalar de f pelo vetor
tangente unitdrio do movimento, o que leva a seguinte ex-
pressao::

trabalho de f = /
r

f~d1:/ f(x) - x" (u)du .
Ja,b[

Se a curva I' é fechada, indicamos isto na integral pelo
simbolo ¢, em vez de [..

Teoremas de Stokes

A forma geral do teorema de Stokes relaciona a integral
sobre um dominio €2 de uma derivada de um campo com a
integral do campo sobre a fronteira 92 do dominio:

/df: f.
Q a0

Vimos que tem varias maneiras de definir derivadas de
campo: derivada de funcdo, divergente, rotacional... Cada
operador corresponde a um tipo de integracdo: derivada
para integral sobre um intervalo, divergente para fluxos,
rotacional para trabalho. Tradicionalmente, cada caso tem
um nome diferente: teorema fundamental do cédlculo para
intervalos, férmula de Gauss, Ostrogradsky ou do diver-
gente para superficies, Green ou Stokes para curvas. Vere-
mos cada um explicitamente agora, pois permitem entender
o significado geométrico dos operadores diferenciais.

Intervalo, drea e teorema fundamental do cdlculo O
teorema fundamental do célculo relaciona uma derivada
(nogdo relacionada a tangente ou a velocidade de um movi-
mento) com uma area (integral de intervalo). Apesar de ndo
ser intuitivo, € simples prova-lo:

/ = f(b) - f(a).
Ja,b]

Observe que ele se encaixa na férmula geral do teorema de
Stokes: temos uma derivada no lado esquerdo, e a fronteira
do dominio do lado direito (a fronteira do segmento |a, b|
sd0 os pontos a e b).
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Superficie, fluxo e teorema de Gauss Temos uma
férmula similar para o caso de superficies, relacionando
uma integral de volume a um fluxo:

///divdeXZ# f-ndS.
) o0

Observe que a fronteira ) do dominio tri-dimensional
) € uma superficie fechada, convencionalmente orientada
para fora de €. Esta formula permite dar ao divergente uma
interpretacdo fisica simples: a média do divergente de f
numa regido € o fluxo atravessando esta regido, ou seja, a
quantidade de matéria que essa regido ganhou ou perdeu.
Em particular, um fluido incompressivel ndo pode aumentar
a quantidade de matéria num dado volume, o que pode ser
traduzido exatamente pelo fato do campo de velocidade ter
divergente nulo.

Curvas, trabalho e teoremas de Green e Stokes O teo-
rema de Stokes para curvas pode ser escrito de forma simi-
lar, relacionando um fluxo a um trabalho:

//rotf 'ndS:% f-dl.
s as

Observe que a fronteira 0S da superficie S € uma curva
fechada, convencionalmente orientada de tal forma que o
produto vetorial da normal de S e da tangente de 0.S aponte
para dentro de S. Esta férmula permite dar ao rotacional
uma interpretacdo fisica simples: a média do rotacional de
f numa superficie é o trabalho de f ao longo do bordo, cha-
mado de circulagdo. Se o campo f € conservativo (irrota-
cional), a circulacdo ndo muda apds ter dado a volta a su-
perficie. Caso contrério, o rotacional mede, através do seu
fluxo, as mudancas de circulacio.

Este teorema € mais simples no caso onde a superficie S
€ planar. No caso, o fluxo do rotacional se simplifica numa
integral de regido planar:

oL _oh dzx:j[ f-dl.
//Q<am ay) o9

Operadores diferenciais e integracdo na fronteira Po-
demos mencionar primeiramente algumas relagdes deriva-
das dos teoremas anteriores e da integrag@o por parte, que
podem ser uteis na hora de considerar operadores SPH na
fronteira:

1. Integracdo volumétrica de um gradiente:

Observe que o elemento de drea a esquerda € vetorial,
na dire¢do da normal a superficie 0f2.
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2. Integracdo por parte com um gradiente:

JI[@naax={f ronas—[[[ 1v) ax.

3. Integragdo por parte com um divergente e um gradi-
ente:

JI[ 19 -erix=f renis|[[] nedx.

4. Identidade de Green, obtida com integrag@o por parte
e teorema de Gauss:

J[ oo ex~ff samas|[[[ 1) @

Aplicacao a equacio de Poisson
Uma aplicagdo simples do teorema de Gauss é provar

a unicidade (ndo a existéncia) da solucdo da equagdo de
Poisson, usada na parte do método da proje¢ao:

Vif=g emQ.

Veremos rapidamente a idéia da demonstracéo no caso que
a condigdo de fronteira f|sq € dada, mas a demonstragdo
se estende diretamente para condi¢des tipo von Neumann
onde V f - n € especificado na fronteira.

Supondo que tenha duas solugbes f; e fo para este
enunciado. Por linearidade dos operadores, temos que a
funcdo ~

f=h-1F

¢ solucdo da equacdo de Laplace com fronteira nula:
Vif=0 com floq=0

Agora considere a energia definida pela integral

B [[[ IV ax.

Usando a identidade de Green:

E:///Qvf.vfdx?’: (mefnde//Qszfde.

O segundo termo € nulo, pois f satisfaz a equacdo de
Laplace. O primeiro termo também € nulo, pois a condigéo
de fronteira de f € nula.

Obtemos entdo:

E:///||vf||2dx3:o eentio Vf=0.
Q

O campo f ¢é entdo constante e, pela condicdo de fronteira,
esta constante tem que ser nula. Assim f; = f5, mostrando
que, se a solucdo existe, € Unica.
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