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Matemática do Departamento de Matemática da PUC–Rio
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Matemática do Departamento de Matemática do Centro Técnico
Cient́ıfico da PUC–Rio como requisito parcial para obtenção do
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Prof. José Eugênio Leal
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Resumo

Andrade, Maria; Lewiner, Thomas. Cálculo de Estruturas Afins
e Aplicação às Isossuperf́ıcies. Rio de Janeiro, 2011. 82p.
Tese de Doutorado — Departamento de Matemática, Pontif́ıcia
Universidade Católica do Rio de Janeiro.

A geometria diferencial provê um conjunto de medidas invariantes sob a

ação de um grupo de transformações, em particular ŕıgidas, afins e pro-

jetivas. Os invariantes por transformações ŕıgidas são usados em quase todas

as aplicações de computação gráfica e modelagem geométrica. O caso afim,

por ser mais geral, permite estender essas ferramentas. Neste trabalho, pro-

priedades geométricas são apresentadas no caso de superf́ıcies paramétricas

ou impĺıcitas, em particular, a métrica afim, os vetores co-normal e normal

afins e as curvaturas Gaussiana e média afins. Alguns resultados usuais de

geometria Euclidiana, como a fórmula de Minkowski, são estendidos para o

caso afim. Esse estudo permite definir estimadores das estruturas afins no

caso de isossuperf́ıcies. Porém, um cálculo direto dessas estruturas resulta

em um grande número de operações e instabilidade numérica. Uma redução

geométrica é proposta, obtendo fórmulas mais simples e mais estáveis nu-

mericamente. As propriedades geométricas incorporadas no Marching Cubes

são analisadas e discutidas.

Palavras–chave
Superf́ıceis Regulares ; Invariante Afim ; Curvatura Gaussiana ;

Curvatura Média ; Isossuperf́ıcies ; Estimação de Derivadas ; Marching

Cubes.



Abstract

Andrade, Maria; Lewiner, Thomas (Advisor) . Calculus of Affine
Structures and Applications for Isosurfaces. Rio de Janeiro,
2011. 82p. Tese de Doutorado — Departamento de Matemática,
Pontif́ıcia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

Differential Geometry provides a set of measures invariant under a set of

transformations, in particular rigid, affine, and projective. The invariants

by rigid motions are using almost all applications of computer graphics

and geometric modeling. The affine case, since it is more general, allows to

extend these tools. In this work, geometric properties are presented in the

case of parametric or implicit surfaces, in particular the affine metric, the co-

normal and normal vectors, and the affine Gaussian and mean curvatures.

Some usual results of Euclidean geometry, as the Minkowski formula, are

extended for the affine case. This study allows to define estimators of affines

structure in the case of isosurfaces. Although, the direct calculation of

these structures greatly increases the number of operations and numerical

instabilities. A geometrical reduction is proposed obtaining a much simpler

and numerical stabler formulae. The geometrical properties are incorporated

in the Marching Cubes algorithms, then they are analyzed and discussed.

Keywords
Regular Surfaces ; Affine Invariant ; Gaussian Curvature ; Mean

Curvature ; Isosurfaces ; Derivatives Estimation ; Marching Cubes.
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4.4 Medidas de Qualidade 57
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1
Introdução

1.1
Motivação

Nas últimas décadas, modelos tridimensionais estão se tornando indis-

pensáveis para diversas aplicações, como por exemplo em jogos, diagnósticos

médicos, arquitetura entre outros. Em particular, classificar e reconhecer ob-

jetos geométricos (ver figura 1.1) tem despertado bastante interesse em várias

áreas, tais como engenharia, biometria e computação visual.
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Figura 1.1: Reconhecimento de formas (31).

Consequentemente, vários problemas interessantes têm surgido em com-

putação visual. Um desses problemas consiste em reconhecer se um objeto

pertence a uma determinada classe.

Um ponto importante na classificação e reconhecimento de objetos

geométricos em imagens é o fato que um objeto pode ser visto por diferentes

pontos de vista, resultando em diferentes imagens deformadas (verfigura 1.2).

Portanto, a invariância do ponto de vista é uma propriedade desejada. Na

geometria clássica, classificar e reconhecer objetos geométricos é usualmente

feito através do cálculo de invariantes, para isso é necessário estimar invariantes

discretos comparáveis aos invariantes da geometria diferencial.
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Notemos que no caso da figura figura 1.2 a geometria que melhor preserva

as propriedades geométricas é a projetiva, no entanto foi usado a geometria

afim (28) para fazer uma aproximação das propriedades geométricas, pois a

imagem é tirada em perspectiva fraca que é bem aproximada pela geometria

afim.

Nesse contexto, a aproximação de medidas invariantes de forma calculável

no computador e numericamente estável apresenta alguns desafios. Em parti-

cular, é preciso mostrar que essas medidas convergem para os invariantes dife-

renciais e garantir que cada estimador seja também invariante e que portanto

preserva sua caracteŕıstica geométrica. A Comparison of Affine Region Detectors

Figure 1. Class of transformations needed to cope with viewpoint changes. (a) First viewpoint; (b, c) second viewpoint. Fixed size circular
patches (a, b) clearly do not suffice to deal with general viewpoint changes. What is needed is an anisotropic rescaling, i.e., an affinity (c).
Bottom row shows close-up of the images of the top row.

Figure 2. Affine covariant regions offer a solution to viewpoint and illumination changes. First row: one viewpoint; second row: other
viewpoint. (a) Original images, (b) detected affine covariant regions, (c) close-up of the detected regions. (d) Geometric normalization to circles.
The regions are the same up to rotation. (e) Photometric and geometric normalization. The slight residual difference in rotation is due to an
estimation error.

covariant regions correspond to the same surface
region. Given such an affine covariant region, it is
then possible to normalize against the geometric and
photometric deformations (shown in Fig. 2(d), (e))

and to obtain a viewpoint and illumination invariant
description of the intensity pattern within the region.

In a typical matching application, the regions are
used as follows. First, a set of covariant regions is

Figura 1.2: Mudanças do ponto de vista, em (a) primeiro ponto de vista e
em (b,c) segundo ponto de vista. Fixar um ćırculo em (a,b) não é suficiente
para lidar com as mudanças do ponto de vista. Neste caso, foi utilizado uma
transformação equiafim (c) para aproximar as propriedades geométricas (28).

1.1.1
Contribuições

Esta tese pretende apresentar algumas propriedades geométricas em su-

perf́ıcies paramétricas ou impĺıcitas em R3 que são invariantes por trans-

formações equiafins, ou seja, transformações que preservam volumes, e mostrar

os estimadores para tais propriedades. Como aplicação visualizaremos as pro-

priedades geométricas como vetores co-normais e normais afins e as curvaturas

afins em superf́ıcies.

O problema inicial proposto para o desenvolvimento desta tese foi uma

extensão natural do resultado de poĺıgonos parabólicos (13) para três di-

mensões, ou seja, dado uma amostragem de três pontos de uma superf́ıcie



Cálculo de Estruturas Afins e Aplicação às Isossuperf́ıcies 15

e planos tangentes definidos nestes pontos deseja-se construir um parabolóide

de forma invariante afim. Vimos no decorrer da pesquisa que só é posśıvel ter

um parabolóide que interpole os três pontos e seja tangente aos três planos se

colocarmos algumas condições sobre os planos. Mas, até o presente momento

não temos a solução completa para este problema e observamos que um posśıvel

caminho para a solução desse problema é o estudo de cúbicas osculadoras.

Os resultados iniciais desta tese foram no caso paramétrico suave, a saber

• Interpretação geométrica para a curvatura Gaussiana afim.

• Existência local e global da vizinhança tubular afim para superf́ıcies

conexas, compactas e estritamente convexas.

• Condição necessária e suficiente para a superf́ıcie paralela ser regular.

• Fórmula de Minkowski afim.

Além disso, durante as pesquisas resolvemos usar as descrições diferenci-

ais (10) para ganhar mais intuição na construção geométrica. Motivados pelos

trabalhos de cálculo e visualização de curvaturas em superf́ıcies impĺıcitas (9,

21) decidimos pesquisar invariantes afins em superf́ıcies impĺıcitas, o que em

particular gerou alguns resultados nesta tese

• Definição de um caso de referência.

• Construção de uma redução geométrica para reduzir ao caso de re-

ferência.

• Métodos de visualização das propriedades estimadas.

• Validação da estabilidade numérica, invariância e convergência.

Submetemos alguns trabalhos relacionados com os resultados desta

tese (2, 3, 4, 5).

1.2
Trabalhos Relacionados

Geometria afim plana é frequentemente usada em processamento de

imagens e visão computacional incluindo processamentos de invariantes afins

de curvas (18, 36) e a definição de alguns descritores dos invariantes afins (27).

Estes trabalhos são motivados pela descrição geométrica da mudança do

ponto de vista em projeções fotográficas, as quais são bem aproximadas

por transformações afins (26). Em particular, Mikolajczyb e Schmid (27, 28)

forneceram um apanhando geral sobre as formas locais de descritores com

ênfase em invariantes afins.
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Para curvas planas descritas explicitamente um modelo de poĺıgono

parabólico (13) foi proposto para a construção local de invariantes afins, com o

qual foi deduzido o comprimento, normal e curvatura afins de curvas discretas.

Zuliani et al. (39) apresentaram um descritor invariante afim global baseado

na equação de Helmholtz para a membrana vibratória com uma aplicação

de correspondência. Além disso, Alvin (1) estudou equações diferenciais que

descrevem as distâncias afins.

Para formas tridimensionais, descritores invariantes afins têm sido es-

tudados desde 1990. Por exemplo, Arbtert et al. (6) apresentaram descrito-

res invariantes afins globais para modelos paramétricos através da norma-

lização da transformada de Fourier. Craizer et al. (12) descreveram relações

entre distância, área e esferas impróprias afins. Já Betelu et al. (7) definiram

distâncias afins invariantes para encontrar o esqueleto por erosão. Rothganger

et al. (35) usam parametrização local de formas 3d para encontrar descritores

afins, os quais são utilizados no reconhecimento de formas.

Recentemente, medidas invariantes afins têm recebido muita atenção na

comunidade de visão computacional para melhorar correspondência e registro

em curvas (27, 28, 39). Na verdade, curvas em um objeto vistas em duas fotos

distintas têm diferentes medidas Euclidianas (distância ou curvatura) (26).

Para dados tridimensionais a quantificação de formas similares tem sido usada

em um grande número de aplicações em correspondência e registro (6, 19, 34)

e reconstrução (20). Embora alguns objetos sejam claramente similares, eles

não são localmente correspondentes sobre movimentos ŕıgidos. Além disso,

a definição da métrica afim foi usada para estender técnicas que calculam

distâncias geodésicas em superf́ıcies, onde as distâncias são definidas com

respeito ao comprimento de arco afim, o que possibilitou várias aplicações,

como por exemplo em detecção de simetrias e correspondência (33).

Uma medida de similaridade melhor para tais objetos pode ser obtida

usando um conjunto maior de transformações, o que requer medidas mais so-

fisticadas. Com essa intenção, a geometria mais simples acima da Euclidiana é

a geometria afim (22), a qual define medidas que são invariantes sobre trans-

formações afins incluindo mudança de escalas não-uniforme e cisalhamento.

Assim, exibiremos as fórmulas para as principais estruturas afins: vetores

co-normal e normal afins e as curvaturas Gaussiana e média afins para

superf́ıcies descritas como um gráfico, e deduziremos as fórmulas para o caso

impĺıcito usando o teorema da função impĺıcita, como Goldman (21) fez no caso

Euclidiano. Uma exposição completa de estruturas afins pode ser encontrada

nos livros de Buchin (8) ou Nomizu (29).
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1.3
Estrutura da Tese

Ao longo deste trabalho, estudamos estruturas invariantes sobre o grupo

das transformações equiafins. Usamos o termo afim ao invés de equiafim para

facilitar a leitura. O desenvolvimento teórico no caso da superf́ıcie ser definida

implicitamente considerará apenas funções de classe C4 e pontos regulares.

Neste trabalho, apresentamos estimadores robustos para os vetores co-

normais e normais afins e para as curvaturas Gaussiana e média afins no caso

de superf́ıcie. Expomos num primeiro momento as fórmulas diferenciais desses

invariantes deduzidos no caso paramétrico e usando o teorema da função

impĺıcita obtemos os invariantes afins de superf́ıcies impĺıcitas. O cálculo des-

sas fórmulas é computacionalmente intenso (23.000 flops por ponto) e instável.

Propomos uma transformação geométrica para reduzir o custo computacional

(1.500 flops por ponto). Experimentamos essas abordagens incorporando os

estimadores ao algoritmo Marching Cubes, para a visualização das proprie-

dades geométricas. Encontramos condições suficientes para a existência do

parabolóide interpolante. Procuramos interpretações geométricas para os in-

variantes afins, para poder construir estimadores no caso impĺıcito (complexo

celular). Além disso, obtemos o equivalente da fórmula de Minkowski no caso

afim, que pode ser útil para obter melhores estimativas de curvaturas a partir

de amostras de superf́ıcies suaves (11). A tese está organizada como mostrado

abaixo

Caṕıtulo 2: Cálculo de Invariantes Afins em Superf́ıcies Paramétricas

No caṕıtulo 2 são apresentados os conceitos de transformações afins, cur-

vas assintóticas (que motivam a definição da métrica de Berwald-Blaschke),

estruturas afins, como vetores co-normal e normal além das curvaturas.

O caṕıtulo mostra ainda a interpretação geométrica da curvatura afim, a

existência da vizinhança tubular afim local e global e a generalização da

fórmula de Minkowski para a geometria afim. Estes últimos resultados são

aparentemente inéditos.

Caṕıtulo 3: Cálculo de Invariantes Afins em Superf́ıcies Impĺıcitas

O caṕıtulo apresenta a nova dedução de fórmulas para o cálculo das

estruturas afins em superf́ıcies impĺıcitas. São apresentados os exemplos funda-

mentais dessas estruturas. Em particular, será definida a redução geométrica

permitindo obter as fórmulas simplificadas.
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Caṕıtulo 4: Cálculo de Invariantes Afins para Isossuperf́ıcies

No caṕıtulo 4 é discutido o método de aproximação de derivadas discre-

tas que usamos nos experimentos, é apresentada a estabilidade numérica, a

implementação das estruturas afins dentro do Marching Cubes e as medidas

de qualidade dos estimadores.

Caṕıtulo 5: Famı́lia de Parabolóides

No caṕıtulo 5 apresentamos a solução parcial do primeiro problema pro-

posto para esta tese, na qual encontramos condições sobre os planos tangentes

que são suficientes para garantir a existência de um parabolóide interpolante.

Caṕıtulo 6: Resultados

Este caṕıtulo mostra os resultados de nossos estimadores para isossu-

perf́ıcies e faz uma análise da estabilidade numérica, convergência e invariância

afim. Também são discutidas algumas limitações dos nossos resultados.

Caṕıtulo 7: Conclusão e Trabalhos Futuros

O caṕıtulo 7 contém as conclusões deste trabalho e indica alguns cami-

nhos para pesquisas subsequentes.



2
Cálculo de Invariantes Afins em Superf́ıcies Paramétricas

Este caṕıtulo apresenta algumas propriedades geométricas, em superf́ıcies

regulares paramétricas em R3, invariantes por transformações afins.

A etimologia da palavra geometria significa “medir a terra”, e de fato

os primeiros estudos geométricos descrevem métodos para medir objetos. A

medição consiste em associar a um objeto (ou a parte deste objeto) um

número (ou nos estudos mais recentes uma estrutura matemática) de forma

reprodut́ıvel.

Existe mais de uma noção da forma como a operação de medir pode

ser reproduzida, cada noção gerando uma geometria diferente: geometria

Euclidiana, afim, projetiva, etc. Por exemplo, a geometria Euclidiana define

medidas que podem ser extráıdas de um objeto ŕıgido, e reproduzidas com

resultado equivalente no mesmo objeto após movimentos ŕıgidos: translações,

rotações e simetrias.

Essas formas foram caracterizadas por Felix Klein no final do século

XIX no seu programa de Erlangen associando a cada geometria um grupo

de transformações que um objeto S pode sofrer. A geometria Euclidiana

estuda as propriedades sob a ação do grupo dos movimentos ŕıgidos, enquanto

a geometria afim abrange todas as transformações afins, ou seja, incluindo

cisalhamento. Nesta tese, chamaremos (por um leve abuso de linguagem) de

geometria afim a geometria equiafim, incluindo transformações equiafins que

preservem a forma de volume no espaço.

Objetos Geométricos

Entendemos por objeto geométrico um conjunto cont́ınuo de pontos no

espaço Rn. Nesta tese, limitaremos ao caso n = 3, ou seja, objetos no espaço

Euclidiano R3. Além de continuidade, exigiremos do conjunto a propriedade

de variedade, isto é, de ter uma dimensão, e de diferenciabilidade.

Mais precisamente, um objeto geométrico S é uma variedade de dimensão

d se ele é localmente equivalente ao espaço vetorial Rd: para qualquer ponto

p ∈ S, existe uma bola B de Rn tal que B ∩ S é equivalente a uma bola B de
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Rd. É importante notar que a dimensão d é a mesma para todos os pontos p.

Se d = 2 então S é chamada de superf́ıcie.

A notação de equivalência do parágrafo anterior varia dependendo do

contexto de estudo. Para estudar as propriedades topológicas usa-se geral-

mente a notação de homeomorfismo (existe uma função f cont́ınua de inversa

cont́ınua entre B ∩ S e B). Para estudos de geometria diferencial, será ne-

cessária uma equivalência com difeomorfismo (a função f precisa ser de classe

Ck ou C∞). No caso da geometria discreta, ainda não foi desenvolvido uma

noção de equivalência única comum aos diversos estudos.

Medidas Invariantes

Uma vez escolhida uma geometria, e definido o grupo G de trans-

formações associadas, uma medida geométrica m é invariante pelo grupo G se

∀S,∀A ∈ G,m(A(S)) = m(S). Tipicamente, medidas numéricas (m(S) ∈ R)

como o comprimento e a curvatura são invariantes, dependendo da geometria

e do grupo G . Quando a medida gera uma estrutura como um vetor, uma

matriz ou um tensor, a medida geralmente não é invariante. Por exemplo, no

caso Euclidiano a direção do vetor tangente a uma curva varia quando a curva

sofre uma rotação. Porém, essa variação é simples de prever quando a rotação

é conhecida. Uma medida m é covariante se ∀S,∀A ∈ G,m(A(S)) = A(m(S)),

e contravariante se ∀S,∀A ∈ G,m(A(S)) = A−T (m(S)). O vetor tangente é

covariante, e o vetor normal, dual do vetor tangente, é portanto de natureza

contravariante. No caso Euclidiano, as transformações essencialmente matrizes

ortogonais A−T = A, portanto a distinção é menos relevante, mas será mais

clara no caso afim. Observemos ainda que no caso impĺıcito, a transformação

A se traduz algebricamente por A−1 nas fórmulas, portanto as noções de co e

contra variância se escrevem de forma diferente.

2.1
Transformações Afins e Curvas Assintóticas

Queremos encontrar propriedades geométricas m que sejam invariantes

por transformações do grupo

G = SA(3,R) =
{
B : R3 → R3;Bp = Ap+ b, A ∈M(3); det(A) = 1, b ∈ R3

}
.

Para isso, o primeiro passo é entendermos o significado de transformações

equiafins e logo em seguida definirmos uma métrica que seja invariante em

superf́ıcies regulares.
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2.1.1
Transformações Equiafins

As transformações equiafins são transformações do espaço que preservam

volumes, mais precisamente

Definição 1 Uma transformação T : R3 → R3 é equiafim se e só se T é da

forma T (u) = B(u) + v0, onde B é linear, det(B) = 1 e v0 ∈ R3.

Ou seja, T é equiafim se, somente se T é da forma

T

 x

y

z

 =

 ax+ by + cz + t0

dx+ ey + fz + t1

gx+ hy + iz + t2

 =

 a b c

d e f

g h i


︸ ︷︷ ︸

B

 x

y

z

+

 t0

t1

t2,



onde det(B) = 1 e v0 = (t0, t1, t2).

Figura 2.1: Transformações equiafins bidimensionais.

Em particular, obtemos que as transformações ŕıgidas, que é o grupo

das transformações da geometria Euclidiana, são transformações equiafins.

Casos particulares de transformações equiafins são: identidade, translação,

escalonamento, rotação e cisalhamento. A figura 2.1 exemplifica algumas

transformações equiafins bidimensionais.

2.1.2
Curvas Assintóticas

Queremos encontrar uma métrica que seja invariante sobre trans-

formações equiafins. A motivação dessa métrica vem do estudo de curvas as-

sintóticas em superf́ıcies regulares (8).
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Uma superf́ıcie regular (15) em R3 é obtida tomando pedaços do plano,

deformando-os e colando-os entre si de tal forma que a figura resultante não

tenha pontas, arestas ou auto-interseções.

Definição 2 Um subconjunto S ⊂ R3 é uma superf́ıcie regular se, para cada

p ∈ S, existe uma vizinhança V de p em R3 e uma aplicação x : U → V ∩ S
de um aberto U de R2 sobre V ∩ S tal que

– x é difeomorfismo: x é diferenciável e x tem inversa x−1 : V ∩ S → U

que é diferenciável.

– Para todo q ∈ U a diferencial dxq : R2 → R3 é injetiva.

x!

Figura 2.2: Definição de superf́ıcie parametrizada.

A figura 2.2 ilustra a definição de superf́ıcie regular.

Definição 3 O plano definido pelos vetores tangente e normal a uma curva é

chamado de plano osculador (ver figura 2.3).

Figura 2.3: Ilustração do plano osculador (©wikipedia).
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Definição 4 Uma curva em uma superf́ıcie S é dita assintótica se em cada

ponto da curva seu plano osculador coincide com o plano tangente da superf́ıcie

no mesmo ponto.

Seja x : U ⊂ R2 → R3 parametrização da superf́ıcie S, onde U é

um aberto e seja γ : I → U uma curva no domı́nio da parametrização, ou

seja, γ(t) = (u(t), v(t)), sendo I ⊂ R um intervalo aberto real. A curva

x ◦ γ : I → R3 é uma curva assintótica se, e somente se,

[xu,xv, (x ◦ γ)tt] = 0, ∀t ∈ I, (2-1)

onde denotamos [u, v, w] como o determinante da matriz 3× 3 formada pelos

vetores u, v, w ( ver sumário de notações).

Notemos que os vetores xu e xv definem o plano tangente a superf́ıcie

em cada ponto e (x ◦ γ)tt define a direção do vetor normal a curva x ◦ γ.
Por definição (ver (15)), uma curva é assintótica quando a curvatura normal

kn = kcos(θ) = 0 (ver figura 2.4), onde k é a curvatura da curva no ponto p e θ é

o ângulo entre os vetores normal a curva x◦γ e o normal a superf́ıcie S no ponto

p. Dáı temos que (x ◦ γ)tt ∈ TpS, em particular [xu,xv, (x ◦ γ)tt] = 0, ∀t ∈ I.

!"

#"

$

%"

&"

'%"

'%"

Figura 2.4: Curvatura normal.

A equação (2-1) é invariante por transformação equiafim, pois o plano

tangente é covariante afim. Utilizando a regra da cadeia temos

(x ◦ γ)t = xu ◦ γ ·
du

dt
+ xv ◦ γ ·

dv

dt
= xu ◦ γ · u̇ + xv ◦ γ · v̇,
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(x ◦ γ)tt = xuu ◦ γ ·
(
du

dt

)2

+ 2xuv ◦ γ ·
du

dt
· dv
dt

+ xvv ◦ γ ·
(
dv

dt

)2

+ xu ◦ γ ·
d2u

dt2
+ xv ◦ γ ·

d2v

dt2

= xuu ◦ γ · u̇2 + 2xuv ◦ γ · u̇ · v̇ + xvv ◦ γ · v̇2 + xu ◦ γ · ü + xv ◦ γ · v̈,

onde u̇ = du
dt
, v̇ = du

dt
. Assim, no ponto p = γ(t) temos

[xu(p),xv(p), (x ◦ γ)tt] =
[
xu(p),xv(p), u̇

2xuu(p) + 2u̇v̇xuv(p) + v̇2xvv(p)
]

= u̇2 [xu(p),xv(p),xuu(p)]

+ 2u̇v̇ [xu(p),xv(p),xuv(p)] + v̇2 [xu(p),xv(p),xvv(p)] .

Definindo L = [xu,xv,xuu] , M = [xu,xv,xuv] e N = [xu,xv,xvv] ,

obtemos [xu,xv, (x ◦ γ)tt] = Lu̇2 + 2M u̇v̇ +N v̇2.

Portanto a curva x ◦ γ é assintótica se, e somente se,

Lu̇2 + 2M u̇v̇ +N v̇2 = 0 = (γ′)T
[
L M

M N

]
(γ′). (2-2)

Os deteminates L, M e N e a forma quadrática (2-2) são todos invariantes

sobre um sistema fixo de parametros u e v.

Vamos estudar a forma diferencial

[xu,xv, (x ◦ γ)tt] dt
2 = Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2 (2-3)

mudando o sistema de coordenadas

x̄(ū, v̄) = x(u(ū, v̄), v(ū, v̄)).

Notando que

x̄ū = xu
∂u

∂ū
+ xv

∂v

∂ū
,

x̄v̄ = xu
∂u

∂v̄
+ xv

∂v

∂v̄
. (2-4)

Temos,

[x̄ū, x̄v̄, (x̄ ◦ γ̄)tt] =

[
xu
∂u

∂ū
+ xv

∂v

∂ū
,xu

∂u

∂v̄
+ xv

∂v

∂v̄
, (x ◦ γ)tt

]
= [xu,xv, (x ◦ γ)tt]

∂u

∂ū

∂v

∂v̄
+ [xv,xu, (x ◦ γ)tt]

∂u

∂v̄

∂v

∂ū

= [xu,xv, (x ◦ γ)tt]
∂u

∂ū

∂v

∂v̄
− [xu,xv, (x ◦ γ)tt]

∂u

∂v̄

∂v

∂ū
= [xu,xv, (x ◦ γ)tt]jac, (2-5)
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onde jac =
∂u

∂v̄

∂v

∂ū
− ∂u

∂v̄

∂v

∂ū
é o Jacobiano da mudança de parâmetros,

γ̄(t) = (ū(t), v̄(t)) é uma curva no domı́nio da nova parametrização e a curva

γ(t) = (u(γ̄(t)), v(γ̄(t))) é tal que

x̄(γ̄(t)) = x(u(γ̄(t)), v(γ̄(t))) = x(γ(t)).

Utilizamos a propriedade da função determinante ser multilinear e a

propriedade antisimétrica para obtermos a equação (2-5).

Logo,

[x̄ū, x̄v̄, (x̄ ◦ γ̄)tt] = [xu,xv, (x ◦ γ)tt] · jac. (2-6)

Podemos ainda escrever a equação (2-6) da seguinte maneira

L̄dū2 + 2M̄dūdv̄ + N̄dv̄2 = (Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2)jac. (2-7)

Vamos encontrar os coeficientes L̄, M̄ e N̄ . Para isso, notemos que

x̄ūū = xuu

(
∂u

∂ū

)2

+ 2xuv

(
∂u

∂ū

∂v

∂ū

)
+ xvv

(
∂v

∂ū

)2

+ xu

(
∂2u

∂ū2

)
+ xv

(
∂2v

∂ū2

)
,

x̄ūv̄ = xuu

(
∂u

∂ū

∂u

∂v̄

)
+ xuv

(
∂u

∂ū

∂v

∂v̄
+
∂v

∂ū

∂u

∂v̄

)
+ xvv

(
∂v

∂ū

∂v

∂v̄

)
+ xu

∂2u

∂ū∂v̄

+ xv
∂2v

∂ū∂v̄
,

x̄v̄v̄ = xuu

(
∂u

∂v̄

)2

+ 2xuv

(
∂u

∂v̄

∂v

∂v̄

)
+ xvv

(
∂v

∂v̄

)2

+ xu

(
∂2u

∂v̄2

)
+ xv

(
∂2v

∂v̄2

)
,

dáı, por definição temos que

L̄ = [x̄ū, x̄v̄, x̄ūū]

=

[
xu
∂u

∂ū
+ xv

∂v

∂ū
,xu

∂u

∂v̄
+ xv

∂v

∂v̄
, x̄ūū

]
=

[
xu
∂u

∂ū
,xv

∂v

∂v̄
, x̄ūū

]
+

[
xv
∂v

∂ū
,xu

∂u

∂v̄
, x̄ūū

]
=

∂u

∂ū

∂v

∂v̄
[xu,xv, x̄ūū]−

∂v

∂ū

∂u

∂v̄
[xu,xv, x̄ūū]

= [xu,xv, x̄ūū]jac

=

[
xu,xv,xuu

(
∂u

∂ū

)2

+ 2xuv

(
∂u

∂ū

∂v

∂ū

)
+ xvv

(
∂v

∂ū

)2

+ xu

(
∂2u

∂ū2

)
+ xv

(
∂2v

∂ū2

)]
jac
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=

{
[xu,xv,xuu]

(
∂u

∂ū

)2

+ [xu,xv,xuv]

(
∂u

∂ū

∂v

∂ū
+
∂u

∂ū

∂v

∂ū

)

+ [xu,xv,xvv]

(
∂v

∂ū

)2
}
jac

=

{
L

(
∂u

∂ū

)2

+M

(
∂u

∂ū

∂v

∂ū
+
∂u

∂ū

∂v

∂ū

)
+N

(
∂v

∂ū

)2
}
jac.

Seguindo os mesmos passos que no cálculo do coeficiente L̄, ou seja,

utilizando as propriedades da função determinante, obtemos

M̄ = [x̄ū, x̄v̄, x̄ūv̄]

= [xu,xv, x̄ūv̄]jac

=

[
xu,xv,xuu

(
∂u

∂ū

∂u

∂v̄

)
+ xuv

(
∂u

∂ū

∂v

∂v̄
+
∂v

∂ū

∂u

∂v̄

)
+ xvv

(
∂v

∂ū

∂v

∂v̄

)
+ xu

∂2u

∂ū∂v̄
+ xv

∂2v

∂ū∂v̄

]
jac

=

{
[xu,xv,xuu]

(
∂u

∂ū

∂u

∂v̄

)
+ [xu,xv,xuv]

(
∂u

∂ū

∂v

∂v̄
+
∂v

∂ū

∂u

∂v̄

)
+ [xu,xv,xvv]

(
∂v

∂ū

∂v

∂v̄

)}
jac

=

{
L

(
∂u

∂ū

∂u

∂v̄

)
+M

(
∂u

∂ū

∂v

∂v̄
+
∂v

∂ū

∂u

∂v̄

)
+N

(
∂v

∂ū

∂v

∂v̄

)}
jac.

Para encontrarmos N̄ = [x̄ū, x̄v̄, x̄v̄v̄] basta trocarmos na expressão do L̄

a variável ū por v̄, dáı

N̄ = [x̄ū, x̄v̄, x̄v̄v̄]

=

{
L

(
∂u

∂v̄

)2

+M

(
∂u

∂v̄

∂v

∂v̄
+
∂u

∂v̄

∂v

∂v̄

)
+N

(
∂v

∂v̄

)2
}
jac.

Afirmamos que L̄N̄ − M̄2 = (LN −M2)jac4.

De fato, como

L̄ =

{
L
∂u

∂ū

∂u

∂ū
+M

(
∂u

∂ū

∂v

∂ū
+
∂u

∂ū

∂v

∂ū

)
+N

∂v

∂ū

∂v

∂ū

}
jac,

M̄ =

{
L
∂u

∂ū

∂u

∂v̄
+M

(
∂u

∂ū

∂v

∂v̄
+
∂v

∂ū

∂u

∂v̄

)
+N

∂v

∂ū

∂v

∂v̄

}
jac,

N̄ =

{
L
∂u

∂v̄

∂u

∂v̄
+M

(
∂u

∂v̄

∂v

∂v̄
+
∂u

∂v̄

∂v

∂v̄

)
+N

∂v

∂v̄

∂v

∂v̄

}
jac,
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temos que

L̄N̄ = jac2

{
L2

(
∂u

∂ū

)2(
∂u

∂v̄

)2

+ 2LM

(
∂u

∂ū

)2(
∂u

∂v̄

∂v

∂v̄

)
+ LN

(
∂u

∂ū

)2(
∂v

∂v̄

)2

+ 2LM

(
∂u

∂ū

∂v

∂ū

)(
∂u

∂v̄

)2

+ 4M2

(
∂u

∂ū

∂v

∂ū

)(
∂u

∂v̄

∂v

∂v̄

)
+ 2MN

(
∂u

∂ū

∂v

∂ū

)(
∂v

∂v̄

)2

+ LN

(
∂u

∂v̄

)2(
∂v

∂ū

)2

+ 2NM

(
∂v

∂ū

)2(
∂u

∂v̄

∂v

∂v̄

)
+N2

(
∂v

∂ū

)2(
∂v

∂v̄

)2
}

(2-8)

e

M̄2 = jac2

{
L2

(
∂u

∂ū

∂u

∂v̄

)2

+M2

(
∂u

∂ū

∂v

∂v̄
+
∂v

∂ū

∂u

∂v̄

)2

+N2

(
∂v

∂ū

∂v

∂v̄

)2

+ 2LM

(
∂u

∂ū

∂u

∂v̄

)(
∂u

∂ū

∂v

∂v̄
+
∂v

∂ū

∂u

∂v̄

)
+ 2LN

(
∂u

∂ū

∂u

∂v̄

∂v

∂ū

∂v

∂v̄

)
+ 2MN

(
∂v

∂ū

∂v

∂v̄

)(
∂u

∂ū

∂v

∂v̄
+
∂v

∂ū

∂u

∂v̄

)}
. (2-9)

Notemos que

jac2 =

(
∂u

∂ū

∂v

∂v̄

)2

− 2

(
∂u

∂ū

∂v

∂v̄

∂u

∂v̄

∂v

∂ū

)
+

(
∂u

∂v̄

∂v

∂ū

)2

. (2-10)

Subtraindo (2-8) por (2-9) temos

L̄N̄ − M̄2 = jac2

{
LN

((
∂u

∂ū

∂v

∂v̄

)2

− 2

(
∂u

∂ū

∂v

∂v̄

∂u

∂v̄

∂v

∂ū

)
+

(
∂u

∂v̄

∂v

∂ū

)2
)

−M2

((
∂u

∂ū

∂v

∂v̄

)2

− 2

(
∂u

∂ū

∂v

∂v̄

∂u

∂v̄

∂v

∂ū

)
+

(
∂u

∂v̄

∂v

∂ū

)2
)}

(2-11)

= jac2
{

(LN −M2)jac2
}

= jac4(LN −M2).

O que mostra o afirmado.

Finalmente, usando as equações (2-7) e (2-11), obtemos

[x̄ū, x̄v̄, (x̄ ◦ γ̄)tt]

|L̄N̄ − M̄2|1/4 dt2 =
L̄dū2 + 2M̄dūdv̄ + N̄dv̄2

|L̄N̄ − M̄2|1/4

=
(Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2)jac

|L̄N̄ − M̄2|1/4

=
(Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2)jac

|jac4(LN −M2)|1/4

=
[xu,xv, (x ◦ γ)tt]

|LN −M2|1/4 dt2.
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Isto mostra, que exceto pela eventual mudança de sinal, devido a
jac

(jac4)1/4
, mas que não gera problemas se fixarmos uma orientação, a forma

quadrática (2-7) é uma forma diferencial invariante afim.

Essa forma quadrática é a métrica de Berwald-Blaschke dada por

ds2 =
Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2

|LN −M2|1/4 ,

onde L = [xu,xv,xuu] , M = [xu,xv,xuv] e N = [xu,xv,xvv] , e d = LN −M2

é o coeficiente da métrica. Ao longo do desenvolvimento teórico, a métrica

será considerada não-degenerada, isto é, d 6= 0.

Na geometria Euclidiana a primeira forma fundamental Ip : TpS → R
é definida pela forma quadrática Ip(w) = 〈w,w〉p ≥ 0. Escrevendo Ip em

coordenadas, obtemos Ip = Eedu
2 + 2Fedudv + Gedv

2, onde Ee = 〈xu,xu〉,
Fe = 〈xu,xv〉, Ge = 〈xv,xu〉 e o produto interno definido no plano tangente

TpS é herdado do espaço vetorial ambiente, ou seja, em coordenadas é dado

por 〈a,b〉 = a1.b1 + a2.b2 + a3.b3, sendo a = (a1, a2, a3) e b = (b1, b2, b3).

Observemos que na geometria Euclidiana buscamos propriedades

geométricas que são invariantes por movimentos ŕıgidos, ou ainda trans-

formações que preservam ângulos, já na geometria afim (equiafim) tentamos

encontrar propriedades que são invariantes por transformações equiafins,

ou seja, as transformações que preservam volumes, em particular as trans-

formações ŕıgidas estão contidas nas transformações equiafins.

Observação 1 Por simplicidade no texto ao escrevermos transformação afim

estamos nos restringirmos as transformações equiafins.

Definição 5 A primeira forma fundamental afim é a aplicação definida por

Ix =
∑
i,j=u,v

gijdidj,

onde g11 =
L

|LN −M2|1/4 , g12 = g21 =
M

|LN −M2|1/4 e g22 =
N

|LN −M2|1/4 .

Observação 2 Podemos relacionar os coeficientes da primeira forma funda-

mental afim com os coeficientes lij da segunda forma fundamental Euclidiana

da seguinte maneira

lij = 〈Ne,xij〉 =

〈
xu × xv
||xu × xv||

,xij

〉
=

[xu,xv,xij]

||xu × xv||
,
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sendo Ne o normal Euclidiano dado por

Ne =
xu × xv
||xu × xv||

.

Dessa forma, temos que o sinal da curvatura Gaussiana Euclidiana

Ke =
det(lij)

EeGe − F 2
e

está relacionada com o de d = LN −M2. Logo,

1. Ke < 0⇐⇒ d < 0,

2. Ke = 0⇐⇒ d = 0,

3. Ke > 0⇐⇒ d > 0.

O ponto onde d < 0, d = 0 ou d > 0 é chamado, respectivamente, ponto

hiperbólico, parabólico ou eĺıptico (ver figura 2.5).

Visualização da Curvatura de Objetos Implícitos em um Sistema Extensível
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Figure 1. Exemplo de visualização baseada em curvatura. Vermelho indica curvaturas positivas e em azul aparecem as curvaturas negativas. Da esquerda
para direita estão representadas a curvatura gaussiana, a curvatura média e as curvatura principais k1 e k2

Resumo—Neste trabalho, estudaremos a visualização da
curvatura de superfícies definidas implicitamente. Como em
geral conhecemos apenas valores amostrados da função que
define a superfície, estudaremos um método de interpolação
tricúbica, a fim de calcular derivadas de segunda ordem
precisamente.

A implementação computacional deste trabalho foi desen-
volvida na forma de módulos do framework de visualização e
processamento de imagens Voreen, o qual se beneficia do poder
de processamento das placas gráficas atuais para acelerar o
processo de visualização.

Palavras-Chaves-curvatura; visualização volumétrica; inter-
polação tricúbica; b-spline; gpu; glsl; objetos implícitos.

Abstract—In this work we study the curvature visualization
problem on surfaces implicitly defined. As we usually know
only sampled values of the function that defines the surface,
we study the tricubic interpolation method to compute second
order derivatives accurately.

This work’s implementation was designed as modules to the
framework for volume rendering and image processing named
Voreen, that uses the processing capability of graphics cards
to improve the rendering tasks.

Keywords-curvature; volume rendering; tricubic interpola-
tion; b-spline; gpu; glsl; implicit objects.

I. INTRODUÇÃO

Os métodos de visualização de volumes consistem em um
conjunto de técnicas cujo objetivo é a geração de imagens
a partir de dados trimensionais. As abordagens tradicionais
[1] realizam a extração de malhas poligonais a fim de
fazer uso delas no processo de visualização. Tais métodos
são denominados métodos indiretos e a malha construída
pode ser utilizada para realizar processamentos posteriores.
Entretanto, esses métodos possibilitam apenas a visualização

de uma parte do volume por vez, mais especificamente a sua
superfície de bordo. Essa limitação esconde informações que
estão no interior do volume e que são de grande importância
para, por exemplo, a geração de imagens médicas. Como
alternativa para solução deste problema, foram desenvolvi-
dos métodos que eliminam a etapa de geração de malhas
e que tornaram possível visualizar em uma mesma imagem
porções diferentes do volume. Essas técnicas, conhecidas
como métodos diretos, utilizam algoritmos de lançamento de
raios (ray casting) que percorrem o volume de dados em um
processo de integração de valores que resulta nas cores finais
dos pixels da imagem. Existem diversos exemplos clássicos
desses algoritmos na literatura [2], [3], [4].

O conjunto de dados de entrada para algoritmos de rende-
rização de volumes consiste em um conjunto de superfícies
de nível descritas por uma aplicação f : [0, 1]3 → [0, 1].
Esses algoritmos realizam uma série de operações sobre os
pontos da superfície, como o cálculo do gradiente, para as
quais algumas condições de regularidades são necessárias.
Na maioria dos casos é suficiente que f seja continuamente
diferenciável, porém existem aplicações que necessitam do
cálculo de derivadas de segunda ordem, a exemplo das que
utilizam o cálculo de curvatura [5] [6]. Para esses casos
podem ser utilizadas técnicas de interpolção tricúbica que
garantem a exatidão das derivadas até a segunda ordem [7].

Uma desvantagem das técnicas de visualização direta é
que para cada imagem do volume gerada todo o conjunto
de dados precisa ser percorrido. Entretanto, como esses
algoritmos são divididos em etapas independentes, vários
trabalhos passaram a utilizar a programação paralela em
placas gráficas para acelerar a obtenção dos resultados.

Figura 2.5: Interpretação geométrica do sinal de d. As regiões vermelhas,
verdes e azuis indicam respectivamente curvaturas Gaussianas positivas, nulas
e negativas (9).

2.2
Co-normal Afim e Normal Afim

Os vetores co-normal e normal afins são propriedades geométricas funda-

mentais para definirmos as curvaturas Gaussiana e média afins. Inicialmente,

temos que calcular o normal Euclidiano e a curvatura Gaussiana Euclidiana.

Seguimos a abordagem de Calabi (10) para a definição dos vetores co-normal

e normal afins.

Consideremos uma parametrização x : U → R3 da superf́ıcie S. Relações

de ortonormalidade não são preservadas sobre transformações afins. O normal

Euclidiano Ne é um vetor que satisfaz Ne(A(p)) =
1

||ATNe||
A−TNe, onde
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A ∈ M(3); det(A) = 1 e p ∈ S, ou seja, o normal Euclidiano não é

contravariante, mas notemos que o plano tangente é de natureza covariante,

pois se xu ∈ TpS e 〈Ne,xu〉 = 0, então 〈A−TNe, Axu〉 = 0. Portanto, podemos

definir um vetor contravariante afim com a mesma direção de Ne chamado de

co-normal afim ν (ver figura 2.6). Ele é obtido fazendo uma mudança de escala

no vetor normal Euclidiano

ν = |Ke|−1/4Ne, (2-12)

onde Ke é a curvatura Gaussiana Euclidiana. O co-normal afim satisfaz

〈ν,xu〉 = 0, xu ∈ TpS e a métrica afim satisfaz d1/4 = ±[ν, νu, νv]. O sinal

± depende se o ponto é eĺıptico ou hiperbólico. De fato, usando a definição do

co-normal afim temos

νu =
(
|Ke|−1/4

)
u
Ne + |Ke|−1/4Neu

=
(
|Ke|−1/4

)
u
Ne + |Ke|−1/4(a11xu + a12xv),

νv =
(
|Ke|−1/4

)
v
Ne + |Ke|−1/4Nev

=
(
|Ke|−1/4

)
v
Ne + |Ke|−1/4(a21xu + a22xv),

sendo Ke = a11a22 − a12a21. Utilizando a multilinearidade e a antisimetria da

função determinante, obtemos

[ν, νu, νv] = K−3/4
e [Ne, a11xu + a12xv, a21xu + a22xv]

= K−3/4
e (a11a22 − a12a21)[Ne,xu,xv]

= K1/4
e Ne · xu × xv

= K1/4
e ||xu × xv||.

Notando que d = Ke||xu × xv||4. Temos que d1/4 = ±[ν, νu, νv].

Por simplicidade no texto vamos considerar que estamos trabalhando em

pontos eĺıpticos.

Afirmação 1 O vetor co-normal afim definido na equação (2-12) é um vetor

contravariante, ou seja, ν(A(p)) = A−T (ν(p)), onde p ∈ S e A é uma

transformação afim.

Demonstração: Com efeito, por definição de curvatura Gaussiana Euclide-

ana

Ke(p) =
det(lij)

EeGe − F 2
e

=
det(lij)

||xu × xv||2
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e como Axu × Axv = A−T (xu × xv), temos Ke(A(p)) =
Ke(p)

||A−TNe||4
.

Usando a definição do co-nomal afim, obtemos

ν(A(p)) = |Ke(A(p))|−1/4Ne(A(p)) =

(
Ke(p)

||A−TNe||4
)−1/4

· 1

||A−TNe||
A−TNe

= A−T (ν(p)).

�

Figura 2.6: Os parabolóides eĺıptico e hiperbólico têm co-normal afim apon-
tando para o centro de cada superf́ıcie.

Como d1/4 = [ν, νu, νv] 6= 0, as derivadas ν{u,v} definem um plano não

degenerado. O vetor normal afim pode ser obtido através do vetor ortogonal

ao plano gerado por {νu, νv}, este seria análogo ao vetor normal Euclidiano Ne.

Mais precisamente, o vetor normal afim ξ é definido localmente pela relação

〈ν, ξ〉 = 1, 〈ξ, νu〉 = 0 , 〈ξ, νv〉 = 0.

Se A é uma transformação afim, então os vetores co-normal e normal

afins da superf́ıcie AS satisfazem

〈ν(A(p)), ξ(A(p))〉 = 〈A−Tν(p), Aξ(p)〉 = 〈ν, ξ〉 = 1.

O normal afim satisfaz 〈ν, ξ{u,v}〉 = 0 e d1/4 = [xu,xv, ξ] , pois 〈ν, ξ〉 = 1

e usando a equação (2-12) temos

[xu,xv, ξ] = K1/4
e ||xu × xv|| = |LN −M2|1/4 = d1/4 6= 0.

Esta última relação mostra que uma base local em cada ponto p da

superf́ıcie pode ser obtida por {xu,xv, ξ}.
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Isto permite definir estruturas a partir da teoria de Cartan dos “moving

frames”. Como 〈ν, ξ〉 = 1, 〈ξ, νu〉 = 0 e 〈ξ, νv〉 = 0, temos que existe uma

função λ : U → R tal que ξ = λ(νu × νv), com λ = [ν, νu, νv]
−1 = d−1/4.

2.3
Curvaturas Afins

No caso de geometria Euclidiana as curvaturas descrevem a variação

do normal. Vimos que 〈ν, ξ{u,v}〉 = 0, isto é, as derivadas ξ{u,v} são ortogo-

nais a ν, que é paralelo a Ne. Portanto, podemos definir o operador forma

Sp : TpS → TpS por Sp(w) = −Dwξ.

Definição 6 Os autovetores e autovalores do operador forma são chamados,

respectivamente, direções e curvaturas principais afins.

Como ξ{u,v} são tangentes à superf́ıcie temos que existem funções

(bij)1≤i≤2 : U → R tais que

ξu = b11xu + b12xv,

ξv = b21xu + b22xv. (2-13)

Podemos escrevê-los explicitamente como

b11 = d
−1/4 · [ξu,xv, ξ] ,

b12 = d
−1/4 · [xu, ξu, ξ] ,

b21 = d
−1/4 · [ξv,xv, ξ] ,

b22 = d
−1/4 · [xu, ξv, ξ] .

Os coeficientes bij formam uma matrix B = (bij)1≤i≤2, cujo determinante

e o traço são respectivamente a curvaturas Gaussiana K = detB e menos o

dobro da curvatura média afim H = −1
2
trB.

Observação 3 Notemos que para calcularmos as curvaturas Gaussina e

média afins em cada ponto da superf́ıcie são necessários obtermos a variação do

vetor normal afim, ou seja, é necessário termos a derivada da parametrização

da superf́ıcie até a quarta ordem, enquanto que na geometria Euclidiana pre-

cisava apenas da derivada segunda, mas no caso afim ganhamos a invariância

dessas curvaturas por transformações afins.
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2.4
Caso de Superf́ıcie Parametrizadas como Gráfico

Suponhamos que a superf́ıcie S seja um gráfico, ou seja, ele é parame-

trizado por x(x, y) = (x, y, g(x, y)), onde (x, y) ∈ U ⊂ R2, U é um aberto e

g : U → R é uma função.

Vamos encontrar as fórmulas dos invariantes afins definidos anterior-

mente.

Os coeficientes da métrica de Berwald-Blaschke são dados por

L = gxx, M = gxy e N = gyy e d = gxxgyy − g2
xy.

O vetor co-normal é dado por

ν = |Ke |
−1/4 Ne =

∣∣ gxxgyy − g2
xy

∣∣−1/4 ( −gx,−gy, 1 ) , (2-14)

sendo Ke =
(
1 + g2

y + g2
x

)−2(
gxxgyy − g2

xy

)
a curvatura Gaussiana Euclidiana.

Figura 2.7: Os parabolóides eĺıptico e hiperbólico têm normal afim ξ constante.
Eles têm o papel do plano Euclidiano na geometria afim.

As coordenadas do normal afim ξ são

ξ1 =
1

4
d
−7/4
(
gxxgxygyyy − gxxgyygxyy − g2

yygxxx − 2g2
xygxyy + 3 gyygxygxxy

)
,

ξ2 =
1

4
d
−7/4
(
gyygxygxxx−gxxgyygxxy−g2

xxgyyy − 2g2
xygxxy+3 gxxgxygxyy

)
, (2-15)

ξ3 =
1

4
d
−7/4

(
4 g4

xy + 4 g2
xxg

2
yy − 8 gxxgyyg

2
xy + 3 gxgyygxygxxy + 3 gygxxgxygxyy

− gxg
2
yygxxx − gyg2

xxgyyy − 2 gxg
2
xygxyy − 2 gyg

2
x,ygxxy

− gxgxxgyygxyy − gygxxgyygxxy + gxgxxgxygyyy + gygyygxygxxx) .

Agora usando as equações (2-13) temos as curvaturas Gaussiana e média afins.
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2.4.1
Exemplos Fundamentais

As formas mais simples da geometria Euclidiana são o plano cuja

normal é constante e portanto a curvatura é zero e a esfera com curvatura

constante. Na geometria afim as formas equivalentes são os parabolóides

eĺıptico e hiperbólico com normal afim constante (ver figura 2.7), o elipsóide

com curvatura constante. Suas estruturas afins estão atribúıdas na tabela 2.1.

Parabolóide Eĺıptico Parabolóide Hiperbólico Esfera

x(x, y) (x, y, 1
2

(
x2 + y2

)
) (x, y, 1

2

(
x2 − y2

)
) (x, y,

√
−x2 − y2 + r2)

Ne
1√

1+x2+y2
·(−x,−y, 1) 1√

1+x2+y2
·(−x, y, 1) 1

r ·(x, y, z)

Ke

(
1 + x2 + y2

)−2 −
(
1 + x2 + y2

)−2
r−2

d 1 −1 r2(−x2 − y2 + r2)−2

ν (−x,−y, 1) (−x, y, 1) r
−1/2

(
x, y,

√
−x2 − y2 + r2

)
ξ (0, 0, 1) (0, 0, 1) r

−3/2

(
x, y,

√
−x2 − y2 + r2

)
K 0 0 r−3

H 0 0 −2r
−3/2

Tabela 2.1: Exemplos fundamentais de estruturas afins.

Figura 2.8: (©Wikipedia) Interpretação geométrica do normal afim.

2.4.2
Interpretação Geométrica do Normal Afim

Existe uma interpretação geométrica do normal afim em pontos

eĺıpticos (8). Consideremos uma superf́ıcie S e seja p ∈ S um ponto eĺıptico.

Seja Tt uma famı́lia de planos paralelos ao plano tangente a distância t de

T0 = TpS. A interseção de Tt com a superf́ıcie, para t suficientemente pequeno,

limita um domı́nio convexo em Tt. Cada domı́nio convexo tem um centro de

massa. O lugar do centro de massa, ou centro de gravidade, desses domı́nios

define uma curva c(t) cuja direção tangente é a direção do normal afim de x

em p : ξ = c′(t). A figura 2.8 ilustra essa interpretação geométrica.
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2.4.3
Interpretação Geométrica da Curvatura Afim

Nesta subseção apresentaremos uma interpretação geométrica da cur-

vatura Gaussiana afim. Esse resultado é uma extensão da interpretação

geométrica da curvatura Gaussiana Euclidiana (15).

Teorema 1 ( Interpretação Geométrica da Curvatura Gaussiana)

Seja p um ponto de uma superf́ıcie S e seja V uma vizinhança conexa de

p ∈ S, onde K(p) > 0. Sejam A(B) a área de uma região B ⊂ V , contendo

p, A′(B) é a área da imagem de B pela imersão ξ : S → R3 induzida pelo

normal afim ξ. Então a curvatura Gaussiana afim no ponto p é dada por

K(p) = lim
Bn→p

A′(Bn)

A(Bn)
,

onde o limite é tomado através de uma sequência de regiões Bn cujos diâmetros

decrescem para 0.

Demonstração: A área de B é dada por

A(B) =

∫∫
R

||xu × xv||dudv,

onde x(u, v) é uma parametrização com x(0) = p, cuja vizinhança contém V

e R é a região do plano uv parametrizando B. A área A′(B) é dada a partir

das equações de ξ na parametrização dada por

A′(B) =

∫∫
R

||ξu × ξv||dudv.

Sabemos por (2-13) que podemos escrever

ξu = b11xu + b12xv, (2-16)

ξv = b21xu + b22xv,

sendo a curvatura Gaussiana afim em p igual a b11b22 − b12b21, obtemos

A′(B) =

∫∫
R

K||xu × xv||dudv. (2-17)

Passando ao limite quando |R| → 0, temos

lim
|R|→0

A′

A
= lim

|R|→0

A′

|R|
A

|R|
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lim
|R|→0

A′

A
=

lim|R|→0
1

R

∫∫
R

K||xu × xv||dudv

lim|R|→0
1

R

∫∫
R

||xu × xv||dudv

=
K||xu × xv||
||xu × xv||

= K.

Usamos o teorema do valor médio na penúltima igualdade.

�

Vale comentar que usamos a convensão de que a área de uma região

contida em uma vizinhança conexa V e a área de sua imagem por ξ, equação

(2-17), têm o mesmo sinal se K > 0 em V, e sinais opostos se K < 0 em V.

Sendo assim, o resultado acima também é válido quando K(p) < 0.

2.4.4
Vizinhança Tubular Afim

Na geometria Euclidiana é posśıvel mostrar a existência de vizinhança

tubular, além disso prova-se que uma superf́ıcie orientável em R3 é a imagem

inversa de um valor regular de uma função diferenciável (15). Neste sentido,

mostraremos a existência de uma vizinhança tubular afim e provaremos que

localmente a superf́ıcie é dada como a pré-imagem do valor regular 0.

Definição 7 (Vizinhança Tubular Afim) Dizemos que V é uma vizi-

nhança tubular afim de S, se é posśıvel escolher sobre a reta normal afim

passando por p ∈ S um intervalo aberto Qp em torno de p e de comprimento

2εp, εp > 0 variando com p, de tal forma que se p 6= q ∈ S então Qp ∩Qq = ∅.
Além disso, a união

⋃
Qp, p ∈ S, constitui um conjunto aberto V em R3, que

contém S e tem a propriedade de que para cada ponto de V passa uma única

reta normal afim a S.

Mostraremos agora a existência da vizinhança tubular afim de uma

superf́ıcie conexa, convexa e orientável. Inicialmente, provaremos uma versão

local desse fato, isto é, mostraremos que para cada p de uma superf́ıcie regular

existe uma vizinhança de p em S que tem uma vizinhança tubular afim.

Proposição 1 (Existência da Vizinhança Tubular Afim Local) Consi-

deremos S ⊂ R3 superf́ıcie regular, conexa, convexa e orientável e x : U → S

uma parametrização de S, onde U ⊂ R2 aberto e seja p = x(u0, v0) ∈ S ponto

tal que Ke 6= 0, então, existe uma vizinhança tubular afim W ⊂ R3 tal que

p ∈ W.
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Demonstração: Seja T : U × R→ R3 uma aplicação definida por

T (u, v, t) = x(u, v) + tξ(u, v) (u, v) ∈ U e t ∈ R,

onde ξ(u, v) é o vetor normal afim calculado em p. Notemos que T é dife-

renciável e em (u0, v0, 0) o seu Jacobiano é [xu,xv, ξ] 6= 0. Pelo Teorema da

função inversa existe um paraleleṕıpedo P = (u0 − δ, u0 + δ) × (v0 − δ, v0 +

δ) × (−ε, ε), com ε > 0, δ > 0, em torno de (u0, v0, 0), tal que T
∣∣∣
P

é inje-

tiva. Basta tomar W = T (P). Com efeito, se p 6= q ∈ W ∩ S então existem

(u1, v1) 6= (u2, v2) tais que x(u1, v1) = p e x(u2, v2) = q.

Logo para todo r, s ∈ (−ε, ε), pela injetividade de T
∣∣∣
P
, temos

T (u1, v1, t) 6= T (u2, v2, s). O que mostra que W é uma vizinhança tubular

afim.

�

Fixemos uma orientação para a superf́ıcie convexa S, vimos na proposição

1 que o par de segmentos Qp e Qq, p 6= q da vizinhança tubular W não se

intersectam. Assim, para cada w ∈ W passa uma única reta normal afim a

S que encontra S em um ponto s. Com a notação da proposição 1 obtemos

que T : P → R3 é injetora e seu Jacobiano não se anula. Logo, a aplicação

T−1 : W ⊂ R3 → P dada por T−1(x, y, z) = (u(x, y, z), v(x, y, z), t(x, y, z)) é

diferenciável e em particular t : W → R é diferenciável. Como t−1(0) = W ∩S
e 0 é valor regular para t, pois o Jacobiano de T não se anula e portanto

dT−1 6= 0.

Queremos estudar o caso global, isto é, provar a existência de uma

vizinhança tubular de uma superf́ıcie convexa e orientável inteira. Vamos nos

restringir ao caso de superf́ıcie compacta.

Proposição 2 Seja S ⊂ R3 uma superf́ıcie regular compacta, orientável e

estritamente convexa. Então existe um número ε > 0 tal que sempre que

p, q ∈ S, os segmentos das retas normais de comprimento 2ε, centrados em

p e q, são disjuntos, ou seja, S tem uma vizinhança tubular afim.

Demonstração: Pela propriedade de Lebesgue da cobertura de compac-

tos, temos que para cada p ∈ S existe uma vizinhança Wp e um número εp > 0

tais que vale a proposição para pontos de Wp com ε = εp. Tomando todos os

pontos p ∈ S, obtemos uma famı́lia de {Wp} com S ⊂ ⋃p∈SWp. Utilizando a

propriedade de Heine-Borel da cobertura de compactos é posśıvel escolher um

número finito de elementos de {Wp}, digamos, W1, · · · ,Wk correspondendo a
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ε1, · · · , εk, tais que S ⊂ ⋃k
i=1Wi. Tome

0 < ε < min

(
ε1, · · · , εk,

δ

2

)
,

onde δ é o número de Lebesgue da famı́lia {Wi}.
Mostraremos que ε definido acima satisfaz a proposição. De fato, sejam

dois pontos distintos p, q ∈ S. Suponhamos que ambos pertençam a algum

Wi, i = 1, · · · , k, então os segmentos das retas normais afins centrados em p e

q com comprimento 2ε não se intersectam, pois ε < εi.

Agora, se p e q não pertencem a um mesmo Wi, então a distância entre

eles é maior ou igual a δ, caso os segmentos das retas normais afins centrados

em p e q e com comprimento 2ε, se encontrassem em um ponto Q ∈ R3,

teŕıamos

2ε ≥ d(p,Q) + d(Q, q) ≥ d(p, q) ≥ δ,

o que contradiz a definição do ε.

�

Usando o resultado da proposição 2 temos imediatamente o seguinte

teorema.

Teorema 2 Seja S ⊂ R3 uma superf́ıcie regular, compacta, orientável e

estritamente convexa. Então existe uma função diferenciável t : W → R,
definda em W ⊂ R3, com W ⊃ S, vizinhança tubular afim de S, que tem

zero como valor regular e é tal que S = t−1(0).

2.4.5
Superf́ıcies Paralelas Afins

Seja S superf́ıcie convexa parametrizada por x : U ⊂ R2 → R3, a

superf́ıcie paralela afim St é parametrizada por Tt = x + tξ, para algum t ∈ R.
Na literatura encontramos um texto que trabalha com superf́ıcies paralelas

afins (14), cujo objetivo do autor é obter informações sobre singularidades

em determinados conjuntos. Já o nosso objetivo é relacionar as informações

geométricas das superf́ıcies paralelas afins com a vizinhança tubular afim. O

número t é conhecido na literatura como distância afim.

Uma pergunta natural de se fazer é a seguinte

“Qual a condição sobre t para que St seja uma superf́ıcie regular?”
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Figura 2.9: Curvas paralelas.

Notemos que Tt é diferenciável, vamos encontrar os coeficientes da

métrica de Berwald-Blaschke Lt, Mt e Nt : U → R dadas por

Lt = [(Tt)u, (Tt)v, (Tt)uu] ,

Mt = [(Tt)u, (Tt)v, (Tt)uv] ,

Nt = [(Tt)u, (Tt)v, (Tt)vv] .

Utilizando as equações (2-16) temos que

(Tt)u = (1 + b11t)xu + tb12xv,

(Tt)v = tb21xu + (1 + b22t)xv,

(Tt)uu = (b11)utxu + (b12)utxv + (1 + b11t)xuu + tb12xuv, (2-18)

(Tt)uv = (b11)vtxu + (b12)vtxv + (1 + b11t)xuv + tb12xvv,

(Tt)vu = (b21)utxu + (b22)utxv + b21txuu + (1 + b22t)xuv,

(Tt)vv = (b21)vtxu + (b22)vtxv + b21txuv + (1 + b22t)xvv.

Proposição 3 O coeficiente da nova métrica é dado por

dt = |LtNt −M2
t |1/4 = d(1− 2tH + t2K)3/4. (2-19)

Demonstração: Com efeito, usando a expressão (2-18), temos que os

coeficientes da métrica de Berwald-Blascke Lt,Mt, Nt são dados por

Lt(u, v) = p(t)((1 + tb11)L0 + tb12M0),

Mt(u, v) = p(t)((1 + tb11)M0 + tb12N0),

Mt(u, v) = p(t)(tb21L0 + (1 + tb22)M0),

Nt(u, v) = p(t)(tb21M0 + (1 + tb22)N0),

onde p(t) = t2(b11b22 − b12b21) + t(b11 + b22) + 1.
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Temos duas expressões para Mt(u, v) que são iguais, devido a definição

de (Tt)uv = (Tt)vu. Escrevendo em forma matricial, obtemos(
Lt

Mt

)
= p(t)

(
(1 + tb11) tb12

tb21 (1 + tb22)

)(
L0

M0

)
,(

Nt

−Mt

)
= p(t)

(
(1 + tb22) −tb21

−tb12 (1 + tb11)

)(
N0

−M0

)
.

Como

LtNt −M2
t =

(
Lt Mt

)( Nt

−Mt

)
.

Segue que LtNt −M2
t = p(t)3(L0N0 −M2

0 ) = d4(1− 2tH + t2K), donde

dt = |LtNt −M2
t |1/4 = d(1− 2tH + t2K)3/4.

�

Logo, dentro das hipóteses da proposição 2 podemos enunciar o seguinte

resultado

Proposição 4 A superf́ıcie St é regular com métrica não degenerada se, e

somente se, (1− 2Ht+Kt2) 6=0, para t<ε, onde ε>0 é dado na proposição 2.

Observação 4 Da proposição anterior temos que se xt é regular, então os

vetores ξu e ξv são linearmente independentes, pois

1 + (b11 + b22)t+ (b11b22 − b21b22)t2 6= 0,

ou ainda que 1/t não é um autovalor do operador forma.

Colorário 1 Se p ∈ S é uma ponto eĺıptico ou hiperbólico, então pt ∈ St

também será, desde que St seja uma superf́ıcie regular.

Demonstração: Isto segue diretamente da equação (2-19).

�
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Figura 2.10: Superf́ıcies paralelas afins no parabolóide eĺıptico.

Na figura 2.10 usamos o normal Euclidiano (à esquerda) e o normal afim

(à direita) para obter as superf́ıcies paralelas para o parabolóide eĺıptico.

2.4.6
Fórmula de Minkwoski Afim

Nesta subseção estendemos a conhecida fórmula de Minkwoski para dados

geométricos afins.

Teorema 3 (Fórmula de Minkwoski Afim) Sejam S uma superf́ıcie com-

pacta e convexa, e x : U → S parametrização de S. Consideremos uma va-

riação dessa superf́ıcie ao longo do vetor normal afim, isto é,

Tt(u, v) = x(u, v) + tξ(u, v),

onde 0 ≤ t ≤M , de modo que St seja regular. Então,

V ol(St) = V ol(S) +MĀ(S)−M2

∫
S

HdĀ+
M3

3

∫
S

KdĀ,

onde dĀ = d1/4dA = K
1/4
e ||xu × xv||dudv é forma de área afim.
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Demonstração: Por definição temos que

V ol(St) = V ol(S) +

∫∫∫
Tt(D)

1dV,

onde D = {(u, v, w)/(u, v) ∈ U, w ∈ [0,M ]}. Usando a fórmula de mudança

de variáveis temos que∫∫∫
Tt(D)

1dV =

∫∫∫
D

1|det(jac(Tt))|dtdA,

onde jac(Tt) é a matriz Jacobiana de Tt. Obtemos

det(jac(Tt)) =

[
∂Tt
∂u

,
∂Tt
∂v

,
∂Tt
∂t

]
= [xu + tξu,xv + tξv, ξ]

= [xu,xv, ξ] + t([ξu,xv, ξ] + [xu, ξv, ξ]) + t2 [ξu, ξv, ξ]

= (1− 2tH + t2K)(d
1/4).

Logo,

V ol(St) = V ol(S) +

∫∫
U

∫ M

w=0

(1− 2wH + w2K)d
1/4dwdA

= V ol(S) +

∫∫
U

∫ M

w=0

(1− 2wH + w2K)dĀdw

= V ol(S) +MĀ(S)−M2

∫
S

HdĀ+
M3

3

∫
S

KdĀ.

�



3
Cálculo de Invariantes Afins em Superf́ıcies Impĺıcitas

Representações impĺıcitas de modelos geométricos são amplamente usa-

dos em aplicações (38), como por exemplo para deformação, operações Bo-

oleanas e offsets (16). O cálculo das estruturas geométricas e topológicas

de tais representações pode ser complicado, embora ele seja bastante conhe-

cido para representações paramétricas (15). Fórmulas de curvaturas para su-

perf́ıcies impĺıcitas não tinham sido dadas de forma clara até recentemente (21).

Há pouco, a métrica de Berwald-Blaschke (33) foi usada para determinar

geodésicas invariantes e tal ferramenta permite dá várias aplicações em análise

de formas. A figura 3.1 item (a) ilustra as curvaturas Gaussiana e média afins

na superf́ıcie banana, nos itens (b) e (c) foram aplicado transformações afins

na banana e notemos que as propriedades geométricas se preservaram. Em

particular tais propriedades poderão ser aplicadas para identificar regiões.

Neste caṕıtulo, propomos obter as fórmulas para calcular as estruturas

afins de superf́ıcies impĺıcitas e uma redução geométrica para calculá-las de

forma robusta.1

(a) (b) (c)

Figura 3.1: Em (a) modelo impĺıcito de uma banana com as curvaturas
Gaussiana (à esquerda) e média afins (à direita), cores escuras indicam maiores
curvaturas. Resultado após aplicar transformações afins p 7→ A · p. Notemos
que as caracteŕısticas das cores se preservaram, ou seja, as curvaturas se
mantiveram. No caso Euclidiano isso não ocorreria.

1O contéudo exposto nesse caṕıtulo tem interseção com o artigo intitulado “Affine-
Invariant Curvature Estimators for Implicit Surfaces”, submetido para o jornal “Computer
Aided Geometric Design”, os revisores deram como resposta somente “Minor Revision”,
cujos os autores são Maria Andrade e Thomas Lewiner.
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Consideremos a partir daqui estruturas afins de uma superf́ıcie descrita

implicitamente, ou seja, S = {(x, y, z) ∈ R3/f(x, y, z) = 0}, onde f é de classe

C4 e 0 é valor regular de f .

3.1
Plano Tangente e Métrica Afim

Dado um ponto p ∈ S que é regular, isto é ∇f(p) = ( fx, fy, fz ) (p) 6= 0,

assumiremos, sem perda de generalidade que fz(p) 6= 0. O próximo resultado

diz que sob certas condições de f a superf́ıcie localmente é um gráfico, a saber

Teorema 4 (Teorema da Função Impĺıcita) Seja f : Rn+1 → R função de

classe Ck, k ≥ 1. Um ponto do Rn+1 será denotado por (x, z), onde x ∈ Rn e

z ∈ R. Suponhamos que f(x0, z0) = 0 e ∇f(x0, z0) 6= 0. Então, existe uma bola

aberta B ⊂ Rn contendo x0 e uma vizinhança V de z0 tal que z = g(x), para

uma única função g de classe Ck em B e que satisfaz f(x, g(x)) = 0. Além

disso,

∂g

∂xi
= −

∂f

∂xi
∂f

∂z

, i = 1 . . . n, (3-1)

onde as derivadas de f são calculadas em (x, z) ∈ V e as de g em x ∈ B.

Portanto, o teorema da função impĺıcita garante a existência de uma

função g : U ⊂ R2 → R tal que a equação z = g(x, y) descreve a superf́ıcie

S em uma vizinhança de p. Assim, S pode ser parametrizada em volta de p

como um gráfico G = {(x, y, g(x, y)/(x, y) ∈ U}.
Notemos que as derivadas de g obtidas a partir do teorema da função

impĺıcita podem conduzir a instabilidades numéricas quando |fz(p) | tem valor

pequeno. Os vetores tangentes são gx = ( 1, 0, gx ) e gy = ( 0, 1, gy ) .

A métrica afim de Berwald-Blaschke (ver subseção 2.1.2) é expressa pela

forma bilinear

d
−1/4

[
du dv

] [ L M

M N

][
du

dv

]
,

sendo

L = [gx,gy,gxx] = gxx(x, y) , M = [gx,gy,gxy] = gxy(x, y) ,

N = [gx,gy,gyy] = gyy(x, y) , d = LN −M2 = gxxgyy − g2
xy.

O elemento de área afim da superf́ıcie é dado por dĀ = |d|1/4 · dxdy.

A partir das equações f(x, y, g(x, y)) = 0 e (3-1), obtemos

gxx = −fxx
fz

+
2fxzfx

fz
2 − fzzfx

2

fz
3 ,
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gxy = −fxy
fz

+
fyzfx + fyfxz

fz
2 − fyfzzfx

fz
3 (3-2)

gyy = −fyy
fz

+
2fyzfy

fz
2 − fzzfy

2

fz
3 ,

onde as derivadas de g são calculadas em (x, y) e as de f em (x, y, g(x, y)).

Em particular,

d =
1

f 4
z

·
( (

fyyfzz − f 2
yz

)
f 2
x + 2 (fxzfxy − fxxfyz) fyfz +

(fzzfxx − f 2
xz) f

2
y + 2 (fxyfyz − fyyfxz) fzfx + (3-3)(

fxxfyy − f 2
xy

)
f 2
z + 2 (fyzfxz − fzzfxy) fxfy

)
.

Figura 3.2: Vetores normal afim ξ (à esquerda) e co-normal afim ν (à di-
reita) direções num elipsóide. O co-normal é linear com o normal Euclidiano,
enquanto que o normal afim aponta em direção ao centro do elipsóide, enfati-
zando que um elipsóide é a imagem afim de uma esfera.

3.2
Co-normal Afim e Normal Afim

O vetor contravariante afim, chamado de co-normal afim ν pode ser

obtido a partir de uma escala no vetor normal Euclidiano (10) (ver figura 3.2):

ν = |Ke |
−1/4 Ne =

∣∣ gxxgyy − g2
xy

∣∣−1/4 ( −gx,−gy, 1 ) , (3-4)

onde Ke é a curvatura Gaussiana Euclidiana dada por

Ke =
(
1 + g2

y + g2
x

)−2(
gxxgyy − g2

xy

)
.

O co-normal afim satisfaz 〈 ν ,g{x,y} 〉 = 0 e a métrica d
1/4 = [ν, νx, νy] .

A fórmula geral para o co-normal em uma superf́ıcie impĺıcita pode ser
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encontrada a partir da equação (3-4)

ν =
1

fz d1/4
( fx, fy, fz ) .

A fórmula expĺıcita para o normal afim em função das derivadas de g foi

dada nas equações (2-15), para encontrarmos ξ em função de f basta encontrar

as derivadas de g até a terceira ordem como fizemos em (3-2) no cálculo da

segunda derivada de g (ver apêndice A).

Figura 3.3: Estruturas afins na superf́ıcie blobby dada pela expressão (3x)4 +
(3y)4 + (3z)4− 45x2− 45y2− 45z2 + 6 = 0. Da esquerda para a direita, direção
co-normal ν, direção normal ξ, curvaturas Gaussiana K e médiaH, coloridas de
vermelho para azul, a parte central verde correspondente a métrica degenerada.

Notemos que normalizamos os vetores co-normais e normais afins, pois

quando Ke ≈ 0 estes têm comprimento infinito.

De forma similar encontra-se os coeficientes bij dados no caṕıtulo 2 e

assim as curvaturas Gaussiana e média afim (ver figura 3.3) em função de f

(ver apêndice A).

3.3
Reduções Geométricas e Fórmulas Simplificadas

As fórmulas para as estruturas afins encontradas na seção anterior são

uma extensão para o caso de gráfico G = { ( x, y, g(x, y) ) , (x, y) ∈ U} e seus

tamanhos crescem bastante quando usamos o teorema da função impĺıcita para
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expressar essas estruturas afins diretamente em termos da função impĺıcita f.

Isso leva à uma significativa instabilidade numérica durante o cálculo (ver

figura 3.4) e prejudica a invariância afim das quantidades calculadas (ver

figura 3.5).

No entanto, sabemos como cada quantidade varia sobre uma trans-

formação afim: a métrica e as curvaturas Gaussina e média são invariantes,

o co-normal é contravariante e o normal é covariante. Aqui definimos uma

transformação afim A que simplifica as fórmulas acima e contorna (ou isola)

as instabilidades numéricas.

Figura 3.4: A curvatura afim do parabolóide é K = 0, mas uma estimativa
direta usando diretamente o teorema da função impĺıcita apresenta uma grande
instabilidade numérica (à esquerda). Com fórmulas simplificadas a estimativa
é mais estável (à direita).

Na próxima seção, primeiro introduziremos esta transformação, encon-

traremos as fórmulas para a estrutura afim depois da simplificação e finalmente

mostraremos como calcular a estrutura afim para a superf́ıcie impĺıcita no caso

geral usando a simplificação. No apêndice A colocamos as fórmulas para os in-

variantes afins sem a transformação.

Figura 3.5: A escolha de um eixo não invariante leva a descontinuidades na
estimativa de ν (à esquerda) e mais ainda na curvatura. Com uma redução
geométrica, a curvatura média afim H é melhor aproximada (à direita).
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3.3.1
Redução por Transformação Afim

Como todas as fórmulas impĺıcitas são encontradas a partir do teorema

da função impĺıcita, muitos termos podem ser simplificados se pudermos definir

o gradiente de f por um vetor constante por exemplo (0, 0, 1) depois de uma

transformação afim A. Fazemos uma rotação no plano xy que reduz ainda mais

o tamanho de nossas fórmulas.

Mais precisamente, procuramos por uma transformação afim A. Aqui

estamos considerando que a transformação A seja apenas a parte linear, pois a

translação não influencia significamente. Neste caso, teremos uma composição

de uma rotação R1 e uma mudança de escala S e uma rotação R2, onde S ◦R1

leva o vetor gradiente de f para (0, 0, 1) e a rotação R2 no plano xy garanti que

fxy = 0, o que simplifica vários termos nas fórmulas dos invariantes afins. O

efeito desta transformação sobre as derivadas é descrita na seguinte proposição

e a construção de A (ver figura 3.6) é detalhada na sua demonstração.

f(x,y,z) =0

p

z

y
x

∆

f

f R(x,y,z) =0

pR

zR

yR

xR

∆

f R

fS(x,y,z) =0
pS

zS

yS

xS

∆

f S

f (x,y,z) =0
~p

z~

~
~

y
x

∆

f
~

~

R1

A = R2SR1

R2

S

Figura 3.6: Construção da transformação A.

Teorema 5 Em cada ponto regular p de uma superf́ıcie impĺıcita

{p ∈ R3, f(p) = 0} existe uma transformação equiafim A tal que em cada ponto

p̃ = A(p) a superf́ıcie impĺıcita transformada
{
p̃ ∈ R3, f̃(p̃) = f(A−1(p̃)) = 0

}
tem as seguintes propriedades

– O vetor gradiente é o vetor unitário vertical: ∇f̃(p̃) = (0, 0, 1).

– A derivada cruzada f̃xy zera, ou seja, f̃xy(p̃) = 0.

Demonstração: Primeiro observe que∇f̃(p̃) = ∇f(p)·A−1 (escrevendo

o gradiente em linha). Deduzimos as transformações para o primeiro item
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com a geometria descritiva simples. Decompomos a transformação afim como

A = R2SR1 (ver figura 3.6), onde R1 é a rotação em R3, S é uma escala

não-uniforme ao longo de z e do plano xy e R2 é uma rotação no plano

xy. A rotação R1 é uma aplicação de rotação de ∇f(p) para o vetor vertical

( 0, 0, ||∇f(p) || ) . Denotemos por fR a função impĺıcita transformada que é

dada por fR(p) = f
(
R−1

1 (p)
)
. Verifica-se que o vetor gradiente de fR é

(
∇fR

)T
= R−T1 (∇f)T = R1(∇f)T = ( 0, 0, ||∇f(p) || )T .

Fazemos uma escala no vetor gradiente obtido. Entretanto, para obter

uma transformação afim, temos que compensar a escala ao longo de z no plano

xy. Portanto, definimos S pela matriz diagonal S = diag
(
η−

1
2 , η−

1
2 , η
)

, onde

η = ||∇fR|| = ||∇f ||. Denotando fS(p) = fR(S−1(p)) , obtemos

(
∇fS

)T
= S−T

(
∇fR

)T
= ( 0, 0, 1 )T .

Finalmente, rotacionamos a superf́ıcie no plano xy para garantir que

a derivada mista fxy = 0. Isto é equivalente a diagonalizar a parte restrita

do plano tangente da matriz Hessiana de fS:

[
fSxx fSxy

fSxy fSyy

]
. A rotação R2 é

então a rotação de ângulo θ = 1
2

arctan
(
−2fS

xy

fS
xx−fS

yy

)
no plano xy. Isto leva à

função da proposição f̃(p) = fS
(
R−1

2 (p)
)

= f(A−1(p)). Como o gradiente de

fS está ao longo do eixo z, a rotação planar R2 não o altera. Uma vez que

a matriz Hessiana Hf̃ de f̃ é dada pela composição das formas quadráticas:

Hf̃ = R−T2 HfSR−1
2 = R2HfSRT

2 , obtemos f̃xy = 0.

�

Observação 5 Em termos dos graus de liberdade a transformação A é uma

matriz 3× 3. Destes 9 coeficientes a restrição da transformação ser equiafim,

o que implica que detA = 1, reduz um grau de liberdade. A rotação R1 e a

mudança de escala S, cada um, reduz o grau de liberdade em três: o ângulo ou

o fator de escala e um eixo.

A rotação planar R2 tem um grau de liberdade: o ângulo. Embora ainda

exista um grau de liberdade de reposição para os coeficientes, a segunda

derivada tem dependência quadrática sobre os coeficientes de A e não há

nenhuma garantia de que uma simplificação maior seria viável sem decidir

o sinal da métrica (ou equivalentemente o sinal da curvatura Gaussiana

Euclidiana).
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3.3.2
Fórmulas Simplificadas

Consideremos superf́ıcies impĺıcitas {p ∈ R3; f(p) = 0} definidas em volta

de um ponto p tal que ∇f(p) = (0, 0, 1) e fxy(p) = 0. Notemos que a partir

do teorema anterior asseguramos esta condição para qualquer ponto regular

através de uma transformação afim A. Com esta condição, encontramos as

fórmulas simplificadas para as estruturas afins de uma superf́ıcie impĺıcita

Vetores Tangentes - Como fx = fy = 0, deduzimos da equação (3-1) que

gx = (1, 0, 0) e gy = (0, 1, 0) .

Métrica - O coeficiente da métrica se reduz a simples expressão: d = fxxfyy.

Co-normal - A partir da métrica e do vetor gradiente, obtemos

ν = | fxxfyy |
−1/4 (0, 0, 1).

Normal - O normal afim se reduz a

ξ =
1

4 | fxxfyy |
7/4


f 2
yyfxxx + fxxfyyfxyy − 4fxxf

2
yyfxz

fxxyfxxfyy − 4 f 2
xxfyyfyz + f 2

xxfyyy

4f 2
xxf

2
yy

 .

Curvaturas - As expressões de curvaturas têm uma forma bastante simples,

comparada com a expressão antes da transformação A (ver apêndice A), a saber

b11 =
1

16f
11/4
xx f

7/4
yy

( 8f 2
xxf

2
yyf

2
xz−8f 3

xxf
2
yyfzz+8f 3

xxfyyf
2
yz−4f 2

xxfyyfxxyy−4fxxf
2
yyfxxxx

+7f 2
yyf

2
xxx+3f 2

xxf
2
xyy+12fxxfyyf

2
xxy+2fxxfyyfxxxfxyy+4f 2

xxfxxyfyyy

+24f 2
xxf

2
yyfxxz−24fxxf

2
yyfxzfxxx−24f 2

xxfyyfyzfxxy)

b21 =
1

16 f
11/4
xx f

7/4
yy

(15fxxfyyfxxyfxyy−fxxfyyfxxxfyyy−4f 2
xxfyyfxyyy−24f 2

xxfyyfyzfxyy

−4fxxf
2
yyfxxxy+24f 2

xxf
2
yyfxyz−24fxxf

2
yyfxzfxxy+7f 2

yyfxxxfxxy+7f 2
xxfxyyfyyy)

As fórmulas para b12 e b22 são obtidas trocando x por y e vice-versa em

b21 e b11.
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3.3.3
O caso geral a partir das fórmulas simplificadas

A redução anterior é responsável pelo crescimento da estabilidade

numérica e pela melhoria das estimativas das estruturas afins. Começando da

função impĺıcita original f em p calculamos a transformação que é definida a

partir das derivadas primeira e segunda de f em p segue do teorema 5, levando

a uma nova função impĺıcita f̃(p̃) = f(A−1(p̃)) com p̃ = A(p).

Primeiro calculamos as derivadas de f̃ a partir das derivadas da f e

usando a regra da cadeia, obtemos

∇f̃(p̃) = ∇f(p) · A−1

Hf̃ (p̃) = A−T ·Hf (p) · A−1

f̃ijk(p̃) =
∑

(a,b,c)∈{x,y,z}3
fabc(p)A

−1
a,iA

−1
b,jA

−1
c,k, ∀(i, j, k) ∈ {x, y, z}3 , (3-5)

f̃ijkl(p̃) =
∑

(a,b,c,d)∈{x,y,z}4
fabcd(p)A

−1
a,iA

−1
b,jA

−1
c,kA

−1
d,l , ∀(i, j, k, l) ∈ {x, y, z}4 ,

onde A−1
a,i são os coeficientes da matriz inversa A−1 de linha a e coluna

i. Usando essas derivadas podemos calcular as estruturas afins ν̃(p̃), ξ̃(p̃),

K̃(p̃) e H̃(p̃) da superf́ıcie impĺıcita definida por f̃ . A partir das invariâncias

dessas estruturas podemos deduzir as estruturas afins para a superf́ıcie original

{p ∈ R3, f(p) = 0} em p :

ν̃(p̃) = ν(p) · A−1,

ξ̃(p̃) = ξ(p) · AT ,
K̃(p̃) = K(p) ,

H̃(p̃) = H(p) .



4
Cálculo de Estruturas Afins para Isossuperf́ıcies

No caṕıtulo anterior vimos como calcular as estruturas afins de uma su-

perf́ıcie impĺıcita {p ∈ R3, f(p) = 0} no ponto regular p a partir das derivadas

de f até a quarta ordem. Neste caṕıtulo, discutiremos as principais ferramentas

que usamos para aplicar esses cálculos em uma superf́ıcie impĺıcita extráıda de

uma grade regular: como aproximar as derivadas, como incorporar o cálculo

de estrutura afim no algoritmo Marching Cubes (25) e como medir a qualidade

dos resultados. Vimos que as fórmulas para as curvaturas afins envolvem todas

as derivadas parciais de f até a quarta ordem. Estas 34 derivadas podem ser

muito senśıveis ao rúıdo numérico em f , especialmente aquelas de alta ordem.

Quando f é amostrada em uma grade regular, que é o caso comum para des-

crever objetos geométricos implicitamente, uma escolha comum para obter tais

derivadas depende de convoluções discretas.

4.1
Aproximação das Derivadas Discretas

Para calcularmos as derivadas de f usamos uma aproximação da iden-

tidade. Dessa maneira, o cálculo das derivadas se reduz a um produto de

convoluções.

Definição 8 A convolução de duas funções f, g : R → Rd é a função

f ∗ g : R→ Rd definida por

(f ∗ g)(x) =

∫
Rd

f(x− y)g(y)dy

Seja φ(x) uma função C∞(Rd) com suporte na bola unitária ||x|| ≤ 1 e∫
φ(x)dx = 1.

Definição 9 Chamamos aproximação da identidade a famı́lia de funções

φε(x) = ε−dφ(x/ε), 0 < ε ≤ 1.

O teorema seguinte justifica o uso da aproximação da identidade no

cálculo das derivadas parciais. A demonstração pode ser encontrada em (23).
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Teorema 6 Para toda f ∈ L1(Rd) as funções fε = f ∗φε ∈ L1∩C∞ convergem

em norma de L1 para f quando ε tende a zero.

Observação 6 – Seja f uma função cont́ınua com suporte compacto em

Rd. As funções fε = f ∗ φε ∈ C∞0 e convergem uniformemente em Rd

para f quando ε tende a zero.

– Uma aproximação da identidade pode ser gerada por

φ0(x) = 0, ||x|| > R, φn(x) = ndφ0(nx) e

∫
φ0(x)dx = 1.

Notemos que se φ é uma identidade aproximada e f é uma função, então
∂
∂xj

(f ∗ φ) = f ∗ ∂φ
∂xj
. Além disso, f ∗ ∂φ

∂xj
→ ∂f

∂xj
. Dessa forma, utilizamos

em nossos experimentos uma função spline σ(x, y, z) como aproximação da

identidade (30, 32) definida pela expressão σ(x, y, z) = σ1(x)σ1(y)σ1(z) (ver

figura 4.1), onde

σ1(x) =
1

120


(3− |x|)5 − 6(2− |x|)5 + 15(1− |x|)5 , 0 ≤ |x | < 1

(3− |x|)5 − 6(2− |x|)5 , 1 ≤ |x | < 2

(3− |x|)5 , 2 ≤ |x | < 3

0 , |x | > 3.

Figura 4.1: Função spline σ1 de grau 5 em uma variável.

As derivadas são obtidas pela convolução de f com a derivada de

normalização do spline f ≈ f ∗ σ e ∂αf ≈ f ∗
(

1
c
∂ασ

)
. A constante c é

determinada para cada ordem de derivação a fim de compensar a escala entre
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o domı́nio ]−3, 3[3 de σ e o domı́nio real de f e garantir que as derivadas de

monômios de grau α sejam corretamente estimadas (17).1

Proposição 5 Os estimadores obtidos dos vetores co-normal e normal afins

e das curvaturas Gaussiana e média afins convergem uniformemente para as

funções ν, ξ, K e H (em σ1 tem suporte compacto) quando f é amostrada

com densidade indo para infinito, desde que f, f ′, f ′′, f ′′′ e f (4) sejam funções

integráveis.

4.2
Implementação dentro do Marching Cubes

Figura 4.2: Incorporando os estimadores dentro do Marching Cubes revela
o padrão não-invariante da grade baseado na estimação das derivadas. As
curvaturas Gaussiana afim K (à esquerda) e média afimH (à direita) antes (em
cima) com um aumento da escala e depois (em baixo) com a transformação
afim ((0.9, 0, 0.9), (0, 2, 0), (1.1, 0, 0.6)).

Marching Cubes (25) é o algoritmo base para extração de superf́ıcies

impĺıcitas. Ele opera em cada voxel de uma grade regular e, eventualmente,

gera alguns triângulos no interior dos voxels. Os vértices dos triângulos são

calculados por interpolação linear ao longo das bordas do voxel, gerando 0 ou

1 em cada vértice dos lados, dependendo se os valores da função impĺıcita nas

extremidades da borda têm sinais iguais ou diferentes, respectivamente.

Podemos avaliar diretamente as derivadas através da convolução discreta

apenas nos vértices do voxel, onde podem ser calculadas as estruturas afins ν,

ξ, K e H nos cantos do voxel (fora da superf́ıcie) e interpolar linearmente as

estruturas ao longo da borda, ou interpolar as derivadas ao longo da borda e

1Ver também http://www.cs.duke.edu/courses/spring03/cps296.1/handouts/Image%20
Processing.pdf.
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calcular a estrutura afim nos vértices do Marching Cubes a partir das derivadas

interpoladas. A primeira opção tem a desvantagem do cálculo da estrutura

afim fora da superf́ıcie, e sem restrição de f , esta estrutura pode ser diferente

daquela na superf́ıcie.

A segunda opção usa a interpolação linear para todas as derivadas,

esta última opção não é totalmente consistente: a interpolação linear de

uma derivada de quarta ordem significa interpolar a função em si como um

polinômio de grau 4, enquanto que a função é interpolada como polinômio de

grau 1. Isto é viśıvel na esfera de figura 4.2, onde há variações de rúıdos muito

pequenos e estão correlacionados com a estrutura da grade.

Esta última opção de interpolar as derivadas no Marching Cubes e

em seguida calcular a estrutura afim leva a melhores resultados na prática.

Apesar dessa melhoria com a segunda possibilidade o problema ainda não está

totalmente resolvido, como foi discutido no parágrafo anterior.
Implementação dentro do Marching Cubes

f

Df0,

Df1.
Dft ADfA, A−1

νA−1, ξAT , K, H

Df ADfA, A−1 ν̃t, ξ̃t

Kt, Ht

ν̃, ξ̃

K, H

terça-feira, 16 de agosto de 2011

Figura 4.3: Implementação dentro do Marching Cubes. Na primeira linha
temos a primeira tentativa e na segunda linha a última tentativa que resultou
melhores resultados.

4.3
Estabilidade Numérica

O primeiro passo para usarmos o algoritmo Marching Cubes e cons-

trúırmos o nosso algoritmo é o cálculo das derivadas até a quarta ordem. Feito

isso, se formos usar o método direto então usamos as fórmulas obtidas direta-

mente a partir do teorema da função impĺıcita. Por outro lado, ao usarmos o

método com transformação teremos que calcular inicialmente a transformação

A, ou seja, devemos calcular as derivadas de f até a segunda ordem, depois

calculamos as transformadas das derivadas (ver equações 3-5), com isso pode-

mos supor que o gradiente é (0, 0, 1) e f̃xy = 0, ver teorema 5. Agora aplicamos
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esse resultado nas expressões obtidas do método direto, obtemos as estruturas

afins com transformação e por fim usando a contravariância do co-normal afim

ν, a covariância do normal afim ξ e a invariância das curvaturas Gaussiana

K e média H obtemos as expressões mais simplificadas (ver tabela 4.1 e a

subseção 3.3.3). As principais etapas estão descritas no algoritmo 1.

Algoritmo 1: Implementação dentro do Marching Cubes.

Entrada: Superf́ıcie
Sáıda: Invariantes afins: ν, ξ,K,H
bool compute affine struct direct(Df, v)

bool compute affine structure reduction(Df, v)

compute derivate(Df )

compute transf(Df, A,Ainv)

transf derive(Df, A, ADf)

compute affine struct transf(ADf, v)

transform back affine struct(A, Ainv,v)

As fórmulas simplificadas são mais estáveis que o cálculo direto sem

transformação, como confirmado em nossos experimentos. Usamos o software

Maple para otimizar ambas as fórmulas diretas e com a transformação, visando

reduzir o número de operações. A comparação do número de operações nas

fórmulas diretas e simplificadas mostra claramente o ganho de estabilidade

das fórmulas simplificadas (ver tabela 4.1).

Matrizes Aplicações Fórmulas Total

A,A−1 de ∂(f̃) simplificadas

Simplificada 749 7.335 1.783 9.867
Direta 23.690

Tabela 4.1: Número de operações de cada passo do estimador para um único
ponto. As fórmulas simplificadas são muito mais concisas e são mais intensas
computacionalmente nas operações de mapear as derivadas.

A principal ferramenta de derivação para obter as fórmulas das estruturas

afins de superf́ıcies impĺıcitas vem do teorema da função impĺıcita, onde todas

as derivadas de g são obtidas através de uma divisão por fz. Portanto, qualquer

implementação numérica pode sofrer quando o gradiente é quase zero. Nas

fórmulas simplificadas essa instabilidade é confinada na transformação A (em

especial na escala não-uniforme S).

Além disso, a métrica Berwald-Blaschke degenera d = 0 quando a curva-

tura Gaussiana Euclidiana é zero. Em particular, as curvaturas afins devem ser
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infinito em pontos de sela, que são delicadas de lidar em um contexto numérico.

Um tratamento independente dos pontos de inflexão tem sido proposto para

as curvas através de uma cuidadosa reamostragem local (13) e poderia ser es-

tendido para as superf́ıcies em trabalhos futuros. Esta instabilidade permanece

no interior da fórmulas simplificadas.

4.4
Medidas de Qualidade

No cálculo da estrutura afim de isossuperf́ıcies o critério mais complicado

é o da invariância, pois o processo de amostragem da função impĺıcita f em uma

grade regular não é invariante sob aplicação afim (ver figura 4.4). A qualidade

de um estimador geométrico é geralmente medido através de quatro critérios:

invariância sob mapeamento geométrico, erro em comparação com a medida

exata geométrica, convergência para a medida cont́ınua, quando a amostragem

se torna mais densa e robustez ao rúıdo.

Além disso, ao verificar a invariância por meio da comparação dos esti-

madores afins de uma isossuperf́ıcie antes e depois de uma transformação afim,

os vértices gerados pelo algoritmo Marching Cubes não estão em posições cor-

respondentes e não uniformemente distribúıdos. Apesar de tentarmos reduzir

essa disparidade nos experimentos com a função impĺıcita anaĺıtica adaptando

o domı́nio transformado em uma caixa delimitadora da imagem do domı́nio

original, uma medida com invariância global ainda é dif́ıcil de implementar.

!"

Figura 4.4: Correção do domı́nio caso bidimensional.
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A figura 4.4 ilustra a correção do domı́nio. Aplicando uma transformação

afim na função e no domı́nio (em cima) modifica o dado de forma invariante,

mas gera uma grade não ortogonal. Mantendo uma grade ortogonal modifica o

dado de forma não invariante afim (no centro). Aplicando uma transformação

afim na função e corrigindo o domı́nio (em baixo), modifica o dado de forma

invariante afim e gera uma grade ortogonal.

Usamos em nosso algoritmo a terceira opção, ou seja, ao aplicarmos

uma transformação afim B na superf́ıcie corrigimos a caixa delimitadora da

superf́ıcie calculando os valores máximos e mı́nimos das coordenadas depois

da transformação B. Supomos, sem perda de generalidade, que a caixa inicial

delimitadora seja um cubo cujo comprimento das arestas seja 1, ou seja, os

valores mı́nimos e máximos das coordenadas iniciais são: x[0] = xmin = 0,

y[0] = ymin = z[0] = zmin = 0 e x[1] = xmax = y[1] = ymax = z[1] = zmax = 1.

Denotemos por Pijk = {(x[i], y[j], z[k]), (i, j, k) ∈ {0, 1}3} os pontos do cubo e

sejam

W̃min = mini,j,k{P̃ijk},W = x, y, z e P̃ijk = B−1P{ijk}

W̃max = maxi,j,k{P̃ijk}

os pontos da nova caixa delimitadora. Dessa forma, obtemos a correção do

domı́nio.



5
Faḿılia de Parabolóides

Este caṕıtulo tem por objetivo apresentar a parcial falta de solução ao

primeiro problema proposto para essa tese, a saber estender o modelo de

poĺıgono parabólico para superf́ıcies.

O problema inicial proposto para esta tese foi mostrar que dado uma

amostra {(pi, n(pi)}3
i=1 ⊂ S × S2, onde S é uma superf́ıcie mergulhada em R3

e S2 é a esfera unitária, podeŕıamos obter um parabolóide passando por estes

pontos e normais. A motivação veio do modelo de poĺıgono parabólico (13) que

mostra a reconstrução de curvas através da geometria afim. O modelo para

superf́ıcie utiliza parabolóides em cada triângulo. Provamos que é necessário

impor algumas condições sobre os normais para existir o parabolóide passando

por (pi, n(pi)). Mostramos que sobre certas condições da amostragem de pontos

e normais existe uma famı́lia de parabóloides que passa por três pontos e

possuem os normais definidos nesses pontos. Tentamos resolver o problema

completo utilizando cúbicas osculadoras, mas até o presente momento não

temos uma solução.1

Seja {(pi, n(pi)}3
i=1 ⊂ S × S2 uma amostra, ou seja, temos três vetores

normais definidos em {pi}3
i=1. Podemos aplicar uma transformação afim A que

leva esses três pontos para os pontos (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), em coordenadas

homogêneas A−1 = (p1 − t, p2 − t, p3 − t, t), onde t é um vetor de translação

qualquer. Podemos definir t = p3 − N3, tw = 0 tal que n(p3) = e3 = (0, 0, 1).

Usamos a representação geral de quádrica

F : R3 → R (5-1)

(x, y, z) 7−→ ax2 + by2 + cz2 + 2dxy + 2exz + 2fyz + 2gx+ 2hy + 2iz + j = 0.

Notemos que o gradiente de F é paralelo ao vetor normal Ne, assim

existem coeficientes {λi}3
i=1 ∈ R− {0} tais que

∇F (ei) = λin(ei). (5-2)

1Nessa busca recebemos muita ajuda do professor Carlos Tomei, que agradecemos muito.
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Queremos encontrar os coeficientes a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, λ1, λ2 e λ3.

Se assumirmos que j 6= 0, então sem perda de generalidade podemos

definir j = 1. Notemos que temos 12 equações e 12 incógnitas sendo que 9 delas

foram obtidas a partir da equação (5-2) e as demais da equação (5-1). Podemos

escrever essas equações em termos de um sistema linear não homogêneo, a saber

1 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 2 0 0 0

2 0 0 0 0 0 2 0 0 −n(p1)1 0 0

0 0 0 2 0 0 0 2 0 −n(p1)2 0 0

0 0 0 0 2 0 0 0 2 −n(p1)3 0 0

0 0 0 2 0 0 2 0 0 0 −n(p2)1 0

0 2 0 0 0 0 0 2 0 0 −n(p2)2 0

0 0 0 0 0 2 0 0 2 0 −n(p2)3 0

0 0 0 0 2 0 2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 2 0 2 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0 0 2 0 0 −1


︸ ︷︷ ︸

A



a

b

c

d

e

f

g

h

i

λ1

λ2

λ3



=



−1

−1

−1

0

0

0

0

0

0

0

0

0



.

Usando o programa Maple, obtemos que λi = 0, i = 1, 2, em particular

temos uma solução que não respeita n1 e n2. Logo, devemos encontrar condições

sobre os normais que nos deem um resultado mais amplo. O próximo resultado

foi obtido com a ajuda do Maple.

Teorema 7 Se n(p1) é simétrico a n(p2) pelo plano ortogonal a n(p3) bissetor

a p1Op2, em outras palavras se as componentes dos vetores normais satisfazem

n(p2)1 = n(p1)2, n(p2)2 = n(p1)1, e n(p2)3 = n(p1)3. Então det(A) = 0 e

portanto temos uma famı́lia de quádricas a um parâmetro em λ1

F (x, y, z) = (1 + n(p2)2λ1)x2 + (1 + n(p2)2λ1)y2 + (1 + (n(p2)2 − n(p2)3)λ1)z2

+ 2

(
1+

1

2
(n(p2)2+n(p2)1)λ1

)
xy+2

(
1+

1

2
n(p2)2λ1

)
xz

+

(
1+

1

2
n(p2)2λ1

)
yz −

[(
1+

1

2
n(p2)2λ1

)
x

]
(5-3)

−
[(

1+
1

2
n(p2)2λ1

)
y+

(
1+

1

2
(n(p2)2−n(p2)3)λ1

)
z

]
Vamos encontrar o valor de λ1 de tal forma que a quádrica seja um

parabolóide.
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Seja Q a matriz da forma quadrática associada a quádrica dada pela

equação (5-3)

Q=

 1 + n(p2)2λ1 1+ 1
2 (n(p2)2+n(p2)1)λ1 1+ 1

2n(p2)2λ1

1+ 1
2 (n(p2)2+n(p2)1)λ1 1+n(p2)2λ1 1+ 1

2n(p2)2λ1

1+ 1
2n(p2)2λ1 1+ 1

2n(p2)2λ1 1+(n(p2)2 − n(p2)3)λ1

 .
Obtemos

det(Q) = −1

4
λ2

1(n(p2)1 − n(p2)2)(n(p2)2n(p2)1λ1 − n(p2)1n(p2)3λ1 (5-4)

+ n(p2)1 + 2n(p2)2
2λ1 − 3n(p2)2n(p2)3λ1 + 3n(p2)2 − 4n(p2)3).

Queremos que a quádrica seja um parabolóide então temos que ter

det(Q) = 0. Assim, na equação (5-4) temos um polinômio em λ1 de grau

3, cujas ráızes são

0, 0 e
−n(p2)1 − 3n(p2)2 + 4n(p2)3

−n(p2)2n(p2)1 + n(p2)1n(p2)3 − 2n(p2)2
2 + 3n(p2)2n(p2)3

.

Se λ1 = 0, então temos um caso imposśıvel, teŕıamos na definição de

F que (x + y + z − 0.5)2 + 0.75 = 0. Portanto, estudaremos o caso em que

λ1 6= 0. Substitúımos o valor de λ1 em Q e calculamos os autovetores {vi}3
i=1 e

autovalores {αi}3
i=1, obtemos um autovalor nulo. Definamos a matriz diagonal

D = diag(α1, α2, α3 = 0) = PQP t, onde P é uma matriz formada pelos

autovetores {v1, v2, v3}.

Figura 5.1: Parabolóide eĺıptico original (à esquerda), e após a primeira (centro)
e segunda (à direita) transformações, respectivamente.

Afirmação 2 Existe uma transformação F̄ : R3 → R, tal que

1. F (x, y, z) = F̄ (l,m, n) = l2α1 +m2α2 + 2lḡ + 2mh̄+ 2nī+ j

2. j = j̄
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Demonstração: Definamos P (x, y, z)t = (l,m, n)t. Observemos que

F (x, y, z) = X tQX +X tN + j

= X tP tPQP tPX +X tP tPN + j

= RtDR +RtS + j,

onde X = (x, y, z)t, R = PX, N = (2g, 2h, 2i)t e S = PN. Portanto

F̄ (l,m, n) = l2α1 +m2α2 + 2lḡ + 2mh̄+ 2nī+ j.

�

Figura 5.2: Parabolóide hiperbólico original (à esquerda), e após a primeira
(centro) e segunda (à direita) transformações, respectivamente.

Utilizando a afirmação acima, vamos fazer mais uma transformação

de tal forma que a equação do parabolóide fique mais simples. Definamos

l = u− ḡ
α1
, m = v − h̄

α2
, e n = w, assim seja

f(l,m, n) = α1u
2 + α2v

2 + 2wī+ k, onde k = − h̄
2

α2

− ḡ2

α1

+ j.

As figuras 5.1 e 5.2 ilustram as transformações que fizemos. Um fato

interessante é que não existe um parabolóide osculador à superf́ıcie que seja

invariante por transformações afins (37). É posśıvel mostrar a existência de

cúbicas osculadoras à superf́ıcie, e existe uma transformação afim que leve

tais cúbicas em outras que são simples de entender. A classificação dessas

cúbicas depende do sinal da métrica. A demosntração da existência das cúbicas

osculadoras equivale a mostrar que o normal afim é vertical e dado por

ξ = (0, 0, 1).



6
Resultados

Neste caṕıtulo comentaremos sobre nossas experiências com os estima-

dores afins no caso de superf́ıcies impĺıcitas. No caso paramétrico discreto

obtemos uma solução parcial do problema para a interpolação do parabolóide

em uma amostra de três pontos e planos tangentes definidos neste pontos (ver

caṕıtulo 5), já no caso paramétrico suave conseguimos alguns resultados que

foram discutidos no caṕıtulo 2.

Experimentamos os dois estimadores afins introduzidos nos caṕıtulos 3

e 4 , aplicando as fórmulas diretamente, chamado de método direto e o de

calcular a aplicação local A para usar as fórmulas simplificadas referido como

o método com transformação.

No método direto, um dos eixos deve ser escolhido em cada ponto para

servir como a direção z no teorema da função impĺıcita. A fim de reduzir

a instabilidade numérica escolhemos o eixo com o qual o gradiente é mais

alinhado, ou seja, nós escolhemos x se | fx | > | fy | e | fx | > | fz | (ver

figura 6.1).

Figura 6.1: Comparações do normal afim ξ quando calculado usando: z na
derivação impĺıcita (à esquerda), o eixo na maioria dos casos alinhado com o
gradiente (meio), ou a nossa redução geométrica (à direita).

O método com transformação segue os passos da seção 3.3.2.

Três grupos de dados foram analisados. Primeiro geramos funções

impĺıcitas (ver figuras 2.7, 3.2, 3.4, 4.2 e 6.1), onde calculamos as estrutu-

ras diferenciáveis exatas ν, ξ, K e H, a fim de calcular o erro dos nossos

estimadores. Como o cálculo diferencial é extensivo, inclúımos somente su-

perf́ıcies quadráticas (ver tabela 2.1). O segundo conjunto de dados de funções

impĺıcitas f(p) (ver figuras 3.3, 3.5 e 6.2), onde podemos mostrar exatamente
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a imagem afim de superf́ıcie através de f(A(p)) para verificar a invariância do

estimador, com a restrição discutida na seção 4.4. O último tipo de dados são

isossuperf́ıcies amostradas numa grade regular estática, gerada como funções

distância a uma superf́ıcie triangulada (ver figuras 3.1 e 6.5).

Tais isossuperf́ıcies são geralmente mais complexas e seria um primeiro

passo para uma aplicação mais espećıfica dos estimadores afins.

Figura 6.2: Comparação na superf́ıcie de equação 2z2 − sin(5x+ 3y2 − 1) = 0
dos estimadores da curvatura média H (em cima) e da curvatura Gaussiana K
(em baixo), usando método direto (à esquerda) e o método com transformação
(à direita), com a mesma escala de cores, ambos métodos mostram desconti-
nuidades nas regiões degeneradas Ke = 0.

Estabilidade Numérica As definições das curvaturas afins requerem o cálculo

de derivadas até a quarta ordem, dáı qualquer estimador será muito suscet́ıvel

a erros numéricos. A redução geométrica que apresentamos permite reduzir o

erro numérico ligado ao alinhamento com o eixo do gradiente. As figuras 3.5 e

6.1 mostram claramente que a qualidade do estimador direto diminui quando

a direção se torna mais obĺıqua, provocando descontinuidades nas mudanças

de eixo (semelhante ao caso mais simples de curvatura Euclidiana de curvas

paramétricas (24)), defeito que é corrigido pela nossa redução.

Além disso, esta grande redução simplifica as fórmulas (ver tabela 4.1),

o que melhora bastante a estabilidade numérica. Isto é ilustrado na figura 3.4,

onde o parabolóide teria curvatura 0, mas o método direto introduz um rúıdo

de ordem 10−5 neste simples caso. A redução permite identificar claramente
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as regiões onde a métrica degenerou, ou seja, d é próxima de 0 como mostra a

figura 6.2.
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Figura 6.3: Convergência sobre o modelo da esfera: erro absoluto em relação
ao tamanho da grade, antes (sólido) e depois (tracejada) da transformação
afim da figura 4.2: método direto (à esquerda, em escala linear) e o método de
transformação (à direita, em escala logaŕıtmica). A barra de erro representa o
quinto da variância do erro absoluto.

Estimação do erro e convergência Nos modelos onde podemos obter as ex-

pressões anaĺıticas da estrutura afim, essencialmente as quádricas da tabela 2.1,

podemos calcular o erro em cada ponto gerado pelo algoritmo Marching Cubes

utilizando diferentes tamanhos de grade. Os gráficos obtidos são semelhantes

aos da figura 6.3, que é o caso da esfera. Podemos observar que o método direto

tem um erro residual que não diminui com o tamanho da grade (nem a sua

variância), enquanto o método com transformação mostra tendência de uma

boa convergência mesmo aplicando uma transformação afim, ou seja, olhando

para f(A−1(p)), mantendo uma variação de erro muito baixa.

Invariância Afim Como foi discutido na seção 4.4, a medida da invariância

afim é complicada quando experimentamos isossuperf́ıcies. Geramos os histo-

gramas de distribuição da curvatura Gaussiana afim K antes e depois de uma

aplicação afim. Podemos comparar os resultados obtidos pelo método direto

e com transformação em um modelo de toro (ver figura 6.4). Mais uma vez

o método com transformação preserva melhor o significado geométrico das

medidas estimadas.

Mesmo em isossuperf́ıcies mais complexa, como a retratada nas figu-

ras 3.1 e 6.5, as curvaturas e as regiões degeneradas são claramente mapeadas

a partir dos diferentes modelos da mesma classe afim.
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Limitações Como mencionado na seção 4.2, o processo de amostragem não é

invariante afim (ver figura 4.2). Embora isto leva a algum erro no processo de

estimação, não leva a perda significativa em modelos bem amostradas como os

da figura 6.5. Além disso, como foi dito no caṕıtulo 4, as quantidades afins não

estão definidas se o gradiente de f é próximo de 0 ou se a curvatura Gaussiana

Euclidiana Ke zera. Enquanto o segundo critério define corretamente regiões

invariantes afins (ver figuras 3.3 e 6.5), o primeiro é um problema numérico

mais dif́ıcil. Finalmente, a qualidade das aproximações das derivadas é crucial

para todo o processo, o que pode prejudicar o uso direto de tais estimadores

em dados rúıdosos.
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Figura 6.4: No toro z2 −
(√

x2 + y2 − 0.5
)2

= 0, a distribuição da cur-

vatura Gaussiana afim K é melhor preservada sobre a transformação afim
((1.4,−0.2, 0), (0.1, 0.7, 0), (0, 0, 1)) se usamos o método com transformação
(embaixo) do que o direto (em cima).
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Figura 6.5: Mesmo em uma isossuperf́ıcie mais complexa, a curvatura Gaussi-
ana afim estimada com nosso método é preservada após uma aplicação afim.



7
Conclusão e Trabalhos Futuros

Esta tese apresentou algumas propriedades geométricas invariantes por

transformações afins em superf́ıcies regulares (paramétricas ou impĺıcitas).

Além disso, introduzimos dois métodos para o cálculo de tais invariantes afins

no caso de isossuperf́ıcies.

Mais precisamente, com o aux́ılio da geometria diferencial e os resultados

da geometria afim apresentamos as principais propriedades geométricas inva-

riantes por transformações afins em superf́ıcies em R3, a saber a métrica de

Berwald-Blaschke, os vetores co-normal e normal afins e as curvaturas Gaussi-

ana e média afins. Uma vez conhecidas essas propriedades no caso paramétrico

estendemos tais resultados para superf́ıcies impĺıcitas com a ajuda do teorema

da função impĺıcita.

Para calcularmos as estruturas geométricas, desenvolvemos dois métodos

os quais denominamos de método direto e método com transformação. O

primeiro consiste em aplicarmos diretamente as fórmulas dos invariantes no

algoritmo base Marching Cubes, o que em particular causa instabilidade

numérica, já para o segundo constrúımos uma transformação afim que deixa

o vetor gradiente vertical e garanti que a derivada mista da função que define

a superf́ıcie seja nula, isto possibilitou uma enorme redução dos cálculos e

resultou em estabilidade numérica e invariância das propriedades geométricas.

Em experimentos realizados no problema do cálculo dos invariantes afins

em superf́ıcies impĺıcitas, verificamos que o nosso método com transformação

mostra-se capaz de reduzir o erro numérico ligado ao alinhamento com o eixo

do gradiente. Além disso, este método possibilitou uma grande redução das

fórmulas o que melhorou bastante a estabilidade numérica. Verificamos ainda

que o método com transformação mostra uma tendência de uma boa con-

vergência mesmo aplicando uma transformação afim. Outro ponto importante

no nosso estudo foi a medida da invariância afim que é complicada quando

experimentamos isossuperf́ıcies. Geramos os histogramas da distribuição da

curvatura Gaussiana afim e vimos que o método com transformação preserva

melhor o significado geométrico das medidas invariantes.
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Além disso, deduzimos uma interpretação geométrica da curvatura Gaus-

siana afim através da relação entre o cálculo de área de uma região a partir

da parametrização da superf́ıcie e da área da superf́ıcie parametrizada pelo

normal afim. Definimos vizinhança tubular afim e provamos a existência local

e global desta para superf́ıcies conexas, compactas e estritamente convexas.

Uma aplicação futura desse resultado seria o uso na reconstrução de superf́ıcies

através de off-sets afins. A partir do conceito de superf́ıcies paralelas afins, pro-

vamos uma condição necessária e suficiente para que a superf́ıcie paralela fosse

regular, tal condição envolve as curvaturas Gaussiana e média afins além da

existência da vizinhança tubular afim. Generalizamos a fórmula de Minkowski

para a geometria afim.

Este trabalho abre novas possibilidades em problemas relacionadas à

invariância afim, que é uma propriedade tão desejada em várias aplicações em

computação visual. Algumas opções para a continuação do presente trabalho,

na linha geométrica, incluem reconstrução de superf́ıcies usando as cúbicas

osculadoras, propriedades geométricas invariantes afins, superf́ıcies paralelas

além da determinação de novos invariantes afins como o invariante de Pick.

Utilizar as curvaturas afins para segmentar superf́ıcies. Outra linha de trabalho,

mais relacionada à análise numérica, é a melhoria do cálculo das derivadas.
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A
Cálculo dos Invariantes Diretamente

Este apêndice tem por objetivo escrever os invariantes geométricos de

uma superf́ıcie impĺıcita S = {(x, y, z) ∈ R3/f(x, y, z) = 0}, onde f é de classe

C4 e 0 é valor regular de f, a partir da própria função f e reforçar a ideia que

isto inclui um longo cálculo. Sabemos que toda superf́ıcie regular pode ser vista

localmente como um gráfico G = {(x, y, g(x, y)/(x, y) ∈ U}, em particular na

seção 3.1 encontramos o plano tangente, a métrica afim escrita em termos da

função f. Outros elementos geométricos importantes são o vetor normal Ne e

a curvatura Ke que são dados, respectivamente, por

Ne =
(−gx,−gy, 1)√
g2
x + g2

y + 1
= (f 2

z + f 2
x + f 2

y )
−1/2

(fx, fy, fz)

Ke =

(
fzzfyy − f 2

yz

)
f 2
x + (−2fxyfzz + 2fxzfyz) fyfx(
f 2
z + f 2

x + f 2
y

)2

+
2 (−fxzfyy + fxyfyz) fxfz + (fxxfzz − f 2

xz) f
2
y(

f 2
z + f 2

x + f 2
y

)2

+
−2 (−fxzfxy + fxxfyz) fyfz +

(
fxxfyy − f 2

xy

)
f 2
z(

f 2
z + f 2

x + f 2
y

)2 .

Notamos que é preciso fazer um escalonamento do vetor normal Ne

usando a curvatura Ke para obtermos um vetor contravariante o co-normal

ν (ver seção 3.2) cuja fórmula em função de f é

ν =
1

fzd
1/4

( fx, fy, fz ) ,

onde

d =
1

f 4
z

·
( (

fyyfzz − f 2
yz

)
f 2
x + 2 (fxzfxy − fxxfyz) fyfz +

(fzzfxx − f 2
xz) f

2
y + 2 (fxyfyz − fyyfxz) fzfx + (A-1)(

fxxfyy − f 2
xy

)
f 2
z + 2 (fyzfxz − fzzfxy) fxfy

)
.

Encontraremos a expressão do normal afim a partir da função f.
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Utilizando os cálculos e definições da seção 3.2, temos as componentes

do vetor normal afim em função das derivadas da função g. Usando a regra da

cadeia obtemos as expressões das derivadas da função g até a terceira ordem.

Substituindo estas expressões nas fórmulas expĺıcitas de ξ dadas na seção 3.2,

obtemos as coordenadas de ξ

ξ1 = a
[
f 2
x (−fzfxyfzzfyyy − 2fyfyzfyyzfxz + fyfzzfxzfyyy + fyyfyfyzzfxz

− fzfyyfxyfyzz − fyyfyfxzzfyz − 4fzzfxzf
2
yy − 4fxyf

3
yz + 4fyyfxzf

2
yz

+ 2fzfxyfyzfyyz + 4fyyfxyfyzfzz − 2fzfyyfyzfxyz − fyfzzfxyyfyz
+ 2fyf

2
yzfxyz + fzf

2
yyfxzz + fzfyyfzzfxyy

)
+ fx (8fyyfxzfxyfyfzz−2fxxfyyfyfzzfyz−2fzfyyfyfzzfxxy+4fzfyyfyfxxzfyz

+ 2fzfxyyfxyfyfzz+4fzfyfxzfxyyfyz−4fzfyfxyfxyzfyz−2fzfyyfxyfyfxzz

− 12fzfyyfxyfxzfyz−2f 2
y fzzfxyyfxz−2f 2

z fyyfxzfxyy−2f 2
z fxyyfxyfyz

+ 4f 2
z fyyfxyfxyz + 2fxyf

2
y fxzzfyz + 2f 2

z fxyfxzfyyy − 2fzfyf
2
xzfyyy

− 2fxyfyzzf
2
y fxz − 6fyyf

2
xzfyzfy + 2fzfxxfzzf

2
yy − 2fzfyyf

2
xyfzz

− 6fyfzzfyzf
2
xy − 2fzfyfxxyf

2
yz + 2f 2

y fxxyfyzfzz + 2f 2
z fyyfxxyfyz

+ 4fyfxzf
2
yzfxy − 2fzfxxfyyf

2
yz − 2f 2

z fxxzf
2
yy + 2fxxfyf

3
yz

+ 2f 2
y f

2
xzfyyz − 2f 2

y fxxzf
2
yz + 6fzf

2
yyf

2
xz − 2f 2

z f
2
xyfyyz + 8fzf

2
xyf

2
yz

)
+ f 3

y (2fxzfxxzfyz−2fxyzf
2
xz+fxxyfxzfzz−fxxfxzzfyz−fxxxfzzfyz+fxxfyzzfxz)

+ f 2
y (fzfxxfyyfxzz − 4fzfxxyfxzfyz − 2fzfxxfyyzfxz − 2fzfxyfxxzfyz

− fzfxxfxyfyzz − 2fxxfyyfxzfzz − 2fzfyyfxzfxxz + 4fxxfxyfyzfzz

+ fzfyyfxxxfzz − 2fxxf
2
yzfxz + 4fzfxyzfxyfxz − 2f 2

xyfxzfzz

+ 2fzfxxxf
2
yz + 2fzfxyyf

2
xz + 2fyyf

3
xz − fzfxyfxxyfzz + 2fzfxxfxyzfyz

)
+ fy

(
−f 2

z fxxfxyyfyz + 8fzfxxfyyfxzfyz + 4fzf
2
xyfxzfyz − 6fzfyyfxyf

2
xz

+ f 2
z fxxfyyyfxz + 2f 2

z fxxfxyfyyz − 2fzfxxfyyfxyfzz + 4f 2
z fxyfyzfxxy

− 3f 2
z fyyfxxxfyz − 2f 2

z f
2
xyfxyz + 2fzf

3
xyfzz + 3f 2

z fyyfxxyfxz

− 2f 2
z fxxfyyfxyz + 2f 2

z fyyfxyfxxz − 4f 2
z fxyfxyyfxz − 6fzfxxfxyf

2
yz

)
+ 4 f 2

z fxxfyyfxyfyz + 2f 3
z f

2
xyfxyy + 4f 2

z fyyfxzf
2
xy − f 3

z fxxfxyfyyy

− 3f 3
z fxyfxxyfyy−4f 2

z f
3
xyfyz+f

3
z fxxxf

2
yy+f 3

z fxxfxyyfyy−4f 2
z fxxfxzf

2
yy

]
,

onde

a = (4(f 3
z d3/4) (−fxzfyy + fxyfyz) fx+fz

(
fxxfyy − f 2

xy

)
+(−fxxfyz + fxyfxz) fy)

−1,
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ξ2 = a
[
f 3
x

(
−2fxyzf

2
yz+fzzfxyyfyz+fyyfxzzfyz+2fxzfyzfyyz−fxzfzzfyyy−fyyfxzfyzz

)
+ f 2

x (−2fxxfyzfzzfyy + 4fzfxyzfxyfyz − 2fxxyfyzfyfzz + 4fyyfxzfxyfzz

− 2fxzzfxyfyzfy + 2fxzfyfzzfxyy + fzfxxfyyfyzz − 2fzfyyfxxzfyz

− 2fyyf
2
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yz − 2f 2

xzfyyzfy
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2
xzfyyy − 4fzfxzfxyyfyz + 2fxzfxyfyfyzz + 2fzf

2
yzfxxy − fzfzzfxyyfxy

)
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3
xzfy + 2fzf
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xyfzz − 2f 2

z f
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xzfxyzf
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z fxxfyyfxyz + 2fzf

2
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+ fxxfxzzf
2
y fyz − 3f 2

z fxxfxzfyyy + 2f 2
z fxxfxyfyyz − fxxfxzfyzzf 2

y

− 6fxzfyf
2
xyfzz + fxxxfyzf

2
y fzz − 2fzfxxxfyf

2
yz + f 2

z fyyfxxxfyz

− fxzfxxyf
2
y fzz − f 2

z fyyfxzfxxy − 4f 2
z fxxyfyzfxy + 2f 2

z fyyfxxzfxy

− 2f 2
y fxzfxxzfyz − 6fzfyyf

2
xzfxy − 6fzfxxf

2
yzfxy − 6fxxfxzf

2
yzfy

+ 4fzfxzf
2
xyfyz + 4f 2

xzfyfyzfxy − 2fzfxxfyyfzzfxy − 2fxxfyyfxzfyfzz

+ 8fxxfyzfxyfyfzz + 2fzfxxyfxyfyfzz + 4fzfxzfyfxxyfyz − 2fzfxxfxyyfyfzz

− 4fzfxzfyfxyfxyz + 4fzfxxfxzfyyzfy − 2fzfxxfxyfyfyzz + 8fzfxxfyyfyzfxz)

+ f 2
y

(
−fzfxxfxzzfxy + 4fxxfyzf

2
xz + 4fxxfxzfxyfzz − 2fzfxxfxzfxyz

− fzfxxxfzzfxy + 2fzfxzfxxzfxy + fzfxxfxxyfzz − 4fyzfzzf
2
xx

+ fzf
2
xxfyzz − 4f 3

xzfxy
)

+ fy
(
−2f 2

z f
2
xxfyyz + 2f 2

z fxxfxyyfxz + 2fzf
2
xxfzzfyy − 2fzfxxf

2
xyfzz

− 2f 2
z fxxyfxyfxz + 2f 2

z fxxxfyzfxy − 12fzfxxfxzfxyfyz + 4f 2
z fxxfxyzfxy

+ 6fzf
2
xxf

2
yz − 2f 2

z fxxfyzfxxy − 2fzfxxfyyf
2
xz − 2f 2

z f
2
xyfxxz + 8fzf

2
xzf

2
xy

)
− 4 f 2

z fxzf
3
xy − 3f 3

z fxxfxyyfxy + 2f 3
z f

2
xyfxxy + 4f 2

z fxxfyyfxyfxz

+ 4 f 2
z fxxfyzf

2
xy − f 3

z fxxxfxyfyy + f 3
z fyyyf

2
xx + f 3

z fxxfxxyfyy − 4f 2
z f

2
xxfyzfyy.

E finalmente,

ξ3 = a
[
f 3
x

(
−f 2

yyfxzz+2fyyfyzfxyz−fyyfzzfxyy−2fxyfyzfyyz+fxyfzzfyyy+fyyfxyfyzz
)

+ f 2
x

(
2fzfyyfxzfxyy + 2f 2

yyf
2
xz + 2fxxfyfyzfyyz + 2fzfxyyfxyfyz

− 4fzfyyfxyfxyz + 2fxzfyfxyfyyz − 2fyyfxzfxyzfy − fzzfyfxyfxyy
− fxxfyfyzzfyy + 4f 2

xyf
2
yz − fxxfyfzzfyyy − 2fyyfxxzfyzfy − 2fzfxyfxzfyyy

+ 3fyyfxyfyfxzz − 2fzfyyfxxyfyz + 2fzfxxzf
2
yy − 2fxxfyyf

2
yz − 2fyyf

2
xyfzz

+ 2fyyfxxyfyfzz − 2f 2
xyfyfyzz + 2fxxfzzf

2
yy + 2fzf

2
xyfyyz − 4fyyfxzfyzfxy

)
+ fx (2fzfyyfxxxfyzfy − 2fzfyyfyfxxyfxz − 4fzfyyfxyfyfxxz − 2fzfxxfxyyfyzfy

+ 4fzfxxfyyfxyzfy + 2fzfxxfxzfyfyyy − 4fzfxxfyfxyfyyz + 8fzfxxfyyfxyfyz
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+ 8fxxfyyfxzfyzfy − 4fxxfyyfxyfyfzz − 8fzf
3
xyfyz + 4f 3

xyfyfzz

− 2f 2
z fxyyf

2
xy − 2fxzzf

2
y f

2
xy + 4fzf

2
xyfxyzfy − 2fxxfxyzfyzf

2
y

+ f 2
z fxxfxyfyyy − fxxfyyfxzzf 2

y − 2fxxfxzfyyzf
2
y + 3fxxfxyf

2
y fyzz

− fyyfxxxfzzf
2
y − fxyf 2

y fzzfxxy + 3f 2
z fyyfxyfxxy + 2fyyf

2
y fxzfxxz

+ 2fxyf
2
y fxxzfyz + 2fxxfxyyf

2
y fzz − f 2

z fxxfyyfxyy − 8fzfxxfxzf
2
yy

− 4fyyfxyfyf
2
xz + 8fzfyyfxzf

2
xy − 4fxxfxyf

2
yzfy − f 2

z fxxxf
2
yy

)
+ f 3

y (−fxxfxxyfzz+fxxxfzzfxy+2fxxfxzfxyz+fxxfxzzfxy−f 2
xxfyzz

− 2fxzfxxzfxy)

+ f 2
y

(
4f 2

xyf
2
xz − 2fzfxxfxyyfxz − 4fzfxxfxyfxyz + 2fzfxxfxxyfyz

+ 2fzf
2
xyfxxz2f

2
xxf

2
yz + 2fzfxxyfxyfxz − 4fxxfxzfxyfyz

+ 2fzf
2
xxfyyz − 2fxxf

2
xzfyy + 2f 2

xxfzzfyy − 2fxxf
2
xyfzz − 2fzfxxxfyzfxy

)
+ fy

(
−f 2

z fxxfyyfxxy + f 2
z fyyfxxxfxy + 3f 2

z fxxfxyfxyy + 8fzfxxfyyfxyfxz

− 8fzf
3
xyfxz − 8fzf

2
xxfyzfyy − f 2

z f
2
xxfyyy + 8fzfxxf

2
xyfyz − 2f 2

z f
2
xyfxxy

)
+ 4 f 2

z f
2
xxf

2
yy + 4f 2

z f
4
xy − 8f 2

z fxxfyyf
2
xy.

Notemos que ao substituirmos fx = 0 = fy = fxy e fz = 1 em ξ temos

exatamente a expressão do ξ dada no caṕıtulo 4.

Agora, queremos calcular as expressões para as curvaturas afins, para

isso é necessário calcularmos as derivadas do co-normal afim ν e do normal

afim ξ. Denotaremos por νx = (∂xν1, ∂xν2, ∂xν3), νy = (∂yν1, ∂yν2, ∂yν3) e

ξx = (∂xξ1, ∂xξ2, ∂xξ3), ξy = (∂yξ1, ∂yξ2, ∂yξ3). Obtemos,

∂xν1 =
1

4d5/4
· (gxgxxxgyy + gxgxxgxyy − 2gxgxygxxy − 4g2

xxgyy + 4gxxg
2
xy),

∂xν2 =
1

4d5/4
· (gygxxxgyy + gygxxgxyy − 2gygxygxxy − 4gxygxxgyy + 4g3

xy),

∂xν3 =
1

4d5/4
· (−gxxxgyy − gxxgxyy + 2gxygxxy)

e

∂yν1 =
1

4d5/4
· (gxgxxygyy + gxgxxgyyy − 2gxgxygxyy − 4gxygxxgyy + 4g3

xy),

∂yν2 =
1

4d5/4
· (gygxxygyy + gygxxgyyy − 2gygxygxyy − 4gxxg

2
yy + 4gyyg

2
xy),

∂yν3 = − 1

4d5/4
· (gxxygyy + gxxgyyy − 2gxygxyy),

onde as expressões de gx, gy, gxx, gxy e gyy foram dadas no caṕıtulo 4 e as demais
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derivadas são

gxxx = −fxxx
fz

+
3(fxxzfx + fxzfxx)

f 2
z

+
3(−fzzfxfxx − 2f 2

xzfx − fxzzf 2
x)

f 3
z

+
9fxzfzzf

2
xf

3
xfzzz

f 4
z

− 3f 2
zzf

3
x

f 5
z

gxxy = −fxxy
fz

+
fyzfxx + 2fxfxyz + 2fxzfxy + fxxzfy

f 2
z

+
−2f 2

xzfy − f 2
xfyzz − fzzfyfxx − 2fzzfxfxy − 4fxzfyzfx − 2fxfxzzfy

f 3
z

+
f 2
xfzzzfy + 6fxzfyfzzfx + 3fzzf

2
xfyz

f 4
z

− 3f 2
zzf

2
xfy

f 5
z

gxyy = −fxyy
fz

+
2fyzfxy + fxfyyz + fxzfyy + 2fxyzfy

f 2
z

− 4fyzfyfxz + 2fzzfyfxy + fxzzf
2
y + 2fxfyzzfy + 2f 2

yzfx + fzzfxfyy

f 3
z

+
3fxzfzzf

2
y + 6fyzfyfzzfx + f 2

y fxfzzz

f 4
z

− 3f 2
zzfxf

2
y

f 5
z

gyyy = −fyyy
fz

+
3fyyzfy + 3fyzfyy

f 2
z

+
−3fzzfyfyy − 6f 2

yzfy − 3fyzzf
2
y

f 3
z

+
9fyzfzzf

2
y + f 3

y fzzz

f 4
z

− 3f 2
zzf

3
y

f 5
z

.

As derivadas do normal afim com relação a x e y são

∂xξ1 =
1

16d5/4
·
(
−12g3

xygxxxygyy + 3g2
xxg

2
xyygyy − 39gxxgxyygyygxygxxy

− 3gxxgxygyyygxxxgyy + 7g2
xxxg

3
yy + 8g4

xygxxyy + 2gxxgxyyg
2
yygxxx

− 7g2
xxgxygyyygxyy + 10g2

xxgxygyyygxxy − 35gxxxg
2
yygxygxxy

+ 26g2
xygxyygxxxgyy − 4gxxgxxyygyyg

2
xy + 4g2

xxgxxygyyygyy

+ 42gxxgxygxyyygyy + 12gxygxxxyg
2
yygxx + 30g2

xyg
2
xxygyy

+ 18g2
xyg

2
xyygxx − 24g3

xygxyygxxy − 4g2
xxgxxyyg

2
yy − 4gxxxg

3
xygyyy

− 4gxxg
3
xygxyyy − 4gxxxxg

3
yygxx + 4gxxxxg

2
yyg

2
xy + 12g2

xxyg
2
yygxx

)
,

∂xξ2 =
1

16d5/4
·
(
−7gxyg

2
xxxg

2
yy − 12g3

xygxxgxxyy − 12g2
xxyg

3
xy + 8gxxxyg

4
xy

− 21gxyg
2
xxg

2
xyy + 7g3

xxgyyygxyy − 4g3
xygxxxxgyy − 16g3

xygxxxgxyy

− 4g3
xxgxyyygyy + 4g2

xxgxyyyg
2
xy − 4gxxxyg

2
xxg

2
yy + 28gxxyg

2
xygxxxgyy

+ 48gxxyg
2
xygxxgxyy − g2

xxgyyygxxxgyy − 14g2
xxgyyygxygxxy + 7gxxygxxg

2
yygxxx

+ 15gxxyg
2
xxgyygxyy − 30g2

xxygxxgyygxy − 4gxxxyg
2
xygxxgyy + 4gxygxxxxg

2
yygxx

+ 12gxyg
2
xxgxxyygyy + 8gxxgyyygxxxg

2
xy − 12gxygxxxgyygxxgxyy),

∂xξ3 =
1

16d5/4
·(4gxgxxxxg2

yyg
2
xy − 4gxgxxxxg

3
yygxx + 4g2

xxgygxyyyg
2
xy
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− 4g3
xxgygxyyygyy + 12g2

yygxg
2
xxygxx − 24gxgxyyg

3
xygxxy + 18gxg

2
xyyg

2
xygxx

− 7g2
yygyg

2
xxxgxy + 30gyygxg

2
xyg

2
xxy − 21g2

xxgygxyg
2
xyy + 3g2

xxgyygxg
2
xyy

+ 7g3
xxgygyyygxyy − 12gyygxg

3
xygxxxy − 12gxxgyg

3
xygxxyy − 16gxxxgyg

3
xygxyy

− 4g2
xxg

2
yygygxxxy − 4g2

xxg
2
yygxgxxyy − 4gyygygxxxxg

3
xy − 4gxxg

3
xygxgxyyy

− 4gxxxg
3
xygxgyyy − 14g2

xxgygyyygxygxxy − g2
xxgygyyygxxxgyy

+ 2gxxg
2
yygxgxyygxxx + 15g2

xxgyygygxxygxyy + 7gxxg
2
yygygxxygxxx

− 30gxxgyygyg
2
xxygxy + 48gxxgyg

2
xygxyygxxy + 8g4

xygygxxxy

− 39gxxgyygxgxyygxygxxy − 12gxxgygxygxyygxxxgyy − 3gxxgxygxgyyygxxxgyy

− 35gxgxxxg
2
yygxygxxy + 10gxxg

2
xygxgyyygxxy − 7g2

xxgxygxgyyygxyy

+ 28gyygygxxxg
2
xygxxy + 7gxg

2
xxxg

3
yy + 4g2

xxgxxygxgyyygyy

+ 4g2
xxgxygxgxyyygyy + 4g2

yygygxxxxgxygxx + 8gxxgygyyygxxxg
2
xy

+ 12g2
xxgygxygxxyygyy + 12g2

yygxgxygxxxygxx + 26gxgxyyg
2
xygxxxgyy

− 12g3
xygyg

2
xxy + 8gxgxxyyg

4
xy − 4g2

xygygxxxygxxgyy − 4gxgxxyyg
2
xygxxgyy)

e

∂yξ1 =
1

16d5/4
·(−12g3

xygxxyygyy − 12gxxgxygyyygxxygyy − 12g3
xyg

2
xyy + 8g4

xygxyyy

− 7g2
xxgxyg

2
yyy + 7gxxxg

3
yygxxy − 21gxyg

2
xxyg

2
yy − 4g2

xxgxyyyg
2
yy − 16gxxyg

3
xygyyy

− −4gxxg
3
xygyyyy − 4gxxxyg

3
yygxx + 4gxxxyg

2
yyg

2
xy + 15gxxgxyyg

2
yygxxy

+ 7g2
xxgxyygyygyyy − 30gxxg

2
xyygyygxy + 28gxxg

2
xygyyygxyy − gxxxg2

yygxxgyyy

− 14gxxxg
2
yygxygxyy + 48g2

xygxxygyygxyy − 4gxxgxyyygyyg
2
xy

+ 4g2
xxgxygyyyygyy + 8gxxxgyygyyyg

2
xy + 12gxygxxyyg

2
yygxx),

∂yξ2 =
1

16d5/4
·(−4g3

xygxxxygyy + 12g2
xxg

2
xyygyy − 39gxxgxyygyygxygxxy

− 3gxxgxygyyygxxxgyy + 8g4
xygxxyy + 4gxxgxyyg

2
yygxxx − 35g2

xxgxygyyygxyy

+ 26gxxg
2
xygyyygxxy − 7gxxxg

2
yygxygxxy + 10g2

xygxyygxxxgyy − 4gxxgxxyygyyg
2
xy

+ 2g2
xxgxxygyyygyy + 12g2

xxgxygxyyygyy + 4gxygxxxyg
2
yygxx + 18g2

xyg
2
xxygyy

+ 30g2
xyg

2
xyygxx − 24g3

xygxyygxxy − 4g2
xxgxxyyg

2
yy − 4gxxxg

3
xygyyy + 7g3

xxg
2
yyy

+ 3g2
xxyg

2
yygxx − 4g3

xxgyyyygyy + 4g2
xxgyyyyg

2
xy − 12gxxg

3
xygxyyy),

∂yξ3 =
1

16d5/4
·(−21g2

yygxgxyg
2
xxy + 7gxgxxxg

3
yygxxy − 7g2

xxgxygxg
2
yyy

+ 30gxxgyg
2
xyg

2
xyy + 3gxxg

2
yygyg

2
xxy − 12gxxgyg

3
xygxyyy − 4g2

xxg
2
yygygxxyy

− 4g2
xxg

2
yygxgxyyy − 4gyygygxxxyg

3
xy − 4gyyygygxxxg

3
xy − 4gxxg

3
xygxgyyyy

+ 4gxgxxxyg
2
yyg

2
xy − 4gxgxxxyg

3
yygxx + 4g2

xxgygyyyyg
2
xy − 4g3

xxgygyyyygyy

+ 12g2
xxgyg

2
xyygyy − 24g3

xygygxxygxyy + 18g2
xygyg

2
xxygyy − 12gyygxg

3
xygxxyy

− 16gxxyg
3
xygxgyyy + 8g4

xygygxxyy + 8gxgxyyyg
4
xy − 39gxxgyygygxxygxygxyy
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− 12gxxgxygxgyyygxxygyy − 3gyygygxxxgxygxxgyyy − 12gxg
2
xyyg

3
xy

+ 2g2
xxgygyyygxxygyy − 35g2

xxgygyyygxygxyy + 15gxxg
2
yygxgxyygxxy

+ 7g2
xxgyygxgxyygyyy − 30gxxgyygxg

2
xyygxy + 28gxxg

2
xygxgyyygxyy

− gxgxxxg
2
yygxxgyyy − 14gxgxxxg

2
yygxygxyy + 48gyygxg

2
xygxxygxyy

− 7g2
yygygxxxgxygxxy + 10gyygygxxxg

2
xygxyy + 26g2

xygygxxygxxgyyy

− 4g2
xygygxxyygxxgyy − 4gxgxyyyg

2
xygxxgyy + 4g2

xxgxygxgyyyygyy

+ 4g2
yygygxxxygxygxx + 4g2

yygygxxxgxyygxx + 12g2
xxgygxygxyyygyy

+ 8gxgxxxgyygyyyg
2
xy + 12g2

yygxgxygxxyygxx + 7g3
xxgyg

2
yyy).

Notemos que agora precisamos determinar as derivadas até a quarta

ordem de g, o que implica que temos que calcular as derivadas de f também

até essa ordem. A seguir, exibiremos apenas uma dessas derivadas de g até a

quarta ordem para exemplificar o quanto o cálculo direto é caro.

gxxyy = −fxxyy
fz

+
fxxzfyy + 2fxzfxyy + 2fxxyfyz + 2fxxyzfy + 4fxyfxyz

f 2
z

+
fxxfyyz + 2fxfxyyz

f 2
z

− 2fxxzfyzfy + 2fxxfyzzfy + fxxfzzfyy + 4fxfxyzzfy + fxxzzf
2
y

f 3
z

− 2(fyzfxx + 2fxfxyz + 2fxzfxy + fxxzfy)fyz + 4fxyfxzzfy + 2fxxyfzzfy
f 3
z

− 2fxzfxfyyz − 4(fyzfx + fyfxz)fxyz − 2fzzfxfxyy + 2fxzzfxfyy + f 2
xfyyzz

f 3
z

− 2fxz(2fyzfxy + fxfyyz + fxzfyy + 2fxyzfy)− 4fxfyzzfxy − 2fzzf
2
xy

f 3
z

+
4fzz(fyzfx + fyfxz)fxy + 2fxzfxfzzfyy + 2fxxfzzfyzfy + 4fyfzzfxfxyz

f 4
z

+
2(fyzfxx + 2fxfxyz + 2fxzfxy + fxxzfy)fzzfy + 4fxfyzz(fyzfx + fyfxz)

f 4
z

+
f 2
xfzzzfyy + 4fxzfxfyzzfy + 2f 2

xfyzzzfy + fxxzfzzf
2
y

f 4
z

+
2fzzfx(2fyzfxy + fxfyyz + fxzfyy + 2fxyzfy) + 4(fyzfx + fyfxz)fxzzfy

f 4
z

+
−2fxz(−4fyzfyfxz − 2fzzfyfxy − fxzzf 2

y − 2fxfyzzfy − 2f 2
yzfx − fzzfxfyy)

f 4
z

+
−2(−2f 2

xzfy − f 2
xfyzz − fzzfyfxx − 2fzzfxfxy − 4fxzfyzfx − 2fxfxzzfy)fyz

f 4
z

+
fzzf

2
xfyyz + 2f 2

y fxfxzzz + 4fxzzfxfyzfy + fxxf
2
y fzzz + 4fxfzzzfyfxy

f 4
z



Cálculo de Estruturas Afins e Aplicação às Isossuperf́ıcies 81

+
2fzzfx(−4fyzfyfxz − 2fzzfyfxy − fxzzf 2

y − 2fxfyzzfy − 2f 2
yzfx − fzzfxfyy)

f 5
z

+
−6fzzf

2
xfyzzfy − 2f 2

xfzzzfyzfy − 6f 2
y fzzfxfxzz

f 5
z

− 2f 2
zz(2fyfzzfxfxy + fyzfx + fyfxz)− 2(f 2

xfzzzfy + 6fxzfyfzzfx + 3fzzf
2
xfyz)fyz

f 5
z

+
−2fxzfxf

2
y fzzz − f 2

zzf
2
xfyy − 4fxzfxfzzfyzfy − fxxf 2

zzf
2
y

f 5
z

+
−4fxfzzzfy(fyzfx + fyfxz)− 2fxz(3fxzfzzf

2
y + 6fyzfyfzzfx + f 2

y fxfzzz)

f 5
z

+
2(−2f 2

xzfy − f 2
xfyzz − fzzfyfxx − 2fzzfxfxy − 4fxzfyzfx − 2fxfxzzfy)fzzfy

f 5
z

+
−f 2

xf
2
y fzzzz

f 5
z

+
6f 2

xfzzzf
2
y fzz + 8fxzf

2
zzfxf

2
y + 8f 2

zzf
2
xfyfyz

f 6
z

+
4f 2

zzfyfx(fyzfx + fyfxz) + 2fzzfx(3fxzfzzf
2
y + 6fyzfyfzzfx + f 2

y fxfzzz)

f 6
z

+
2(f 2

xfzzzfy + 6fxzfyfzzfx + 3fzzf
2
xfyz)fzzfy

f 6
z

− 15f 2
y f

3
zzf

2
x

f 7
z

.

E por fim, resta calcular os coeficientes (bi,j)1≤i,j≤2 do operador forma S
definidos no caṕıtulo 2

b11 = 12g3
xygxxxygyy − 3g2

xxg
2
xyygyy + 39gxxgxyygyygxygxxy + 3gxxgxygyyygxxxgyy

− 7g2
xxxg

3
yy − 8g4

xygxxyy − 2gxxgxyyg
2
yygxxx + 7g2

xxgxygyyygxyy − 10gxxg
2
xygyyygxxy

+ 35gxxxg
2
yygxygxxy − 26g2

xygxyygxxxgyy + 4gxxgxxyygyyg
2
xy − 4g2

xxgxxygyyygyy

− 4g2
xxgxygxyyygyy − 12gxygxxxyg

2
yygxx − 30g2

xyg
2
xxygyy − 18g2

xyg
2
xyygxx

+ 24g3
xygxyygxxy + 4g2

xxgxxyyg
2
yy + 4gxxxg

3
xygyyy + 4gxxg

3
xygxyyy

+ 4gxxxxg
3
yygxx − 4gxxxxg

2
yyg

2
xy − 12g2

xxyg
2
yygxx,

b12 = 7gxyg
2
xxxg

2
yy + 12g3

xygxxgxxyy + 12g2
xxyg

3
xy − 8gxxxyg

4
xy + 21gxyg

2
xxg

2
xyy

− 7g3
xxgyyygxyy + 4g3

xygxxxxgyy + 16g3
xygxxxgxyy + 4g3

xxgxyyygyy − 4g2
xxgxyyyg

2
xy

+ 4gxxxyg
2
xxg

2
yy − 28gxxyg

2
xygxxxgyy − 48gxxyg

2
xygxxgxyy + g2

xxgyyygxxxgyy

+ 14g2
xxgyyygxygxxy − 7gxxygxxg

2
yygxxx − 15gxxyg

2
xxgyygxyy + 30g2

xxygxxgyygxy

+ 4gxxxyg
2
xygxxgyy − 4gxygxxxxg

2
yygxx − 12gxyg

2
xxgxxyygyy

− 8gxxgyyygxxxg
2
xy + 12gxygxxxgyygxxgxyy,

b21 = 12g3
xygxxyygyy + 12gxxgxygyyygxxygyy + 12g3

xyg
2
xyy − 8g4

xygxyyy + 7g2
xxgxyg

2
yyy

− 7gxxxg
3
yygxxy + 21gxyg

2
xxyg

2
yy + 4g2

xxgxyyyg
2
yy + 16gxxyg

3
xygyyy + 4gxxg

3
xygyyyy
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+ 4gxxxyg
3
yygxx − 4gxxxyg

2
yyg

2
xy − 15gxxgxyyg

2
yygxxy − 7g2

xxgxyygyygyyy

+ 30gxxg
2
xyygyygxy − 28gxxg

2
xygyyygxyy + gxxxg

2
yygxxgyyy + 14gxxxg

2
yygxygxyy

− 48g2
xygxxygyygxyy + 4gxxgxyyygyyg

2
xy − 4g2

xxgxygyyyygyy

− 8gxxxgyygyyyg
2
xy − 12gxygxxyyg

2
yygxx

e

b22 = 4g3
xygxxxygyy − 12g2

xxg
2
xyygyy + 39gxxgxyygyygxygxxy + 3gxxgxygyyygxxxgyy

− 8g4
xygxxyy − 4gxxgxyyg

2
yygxxx + 35g2

xxgxygyyygxyy − 26gxxg
2
xygyyygxxy

+ 7gxxxg
2
yygxygxxy − 10g2

xygxyygxxxgyy + 4gxxgxxyygyyg
2
xy − 2g2

xxgxxygyyygyy

− 12g2
xxgxygxyyygyy − 4gxygxxxyg

2
yygxx − 18g2

xyg
2
xxygyy − 30g2

xyg
2
xyygxx

+ 24g3
xygxyygxxy + 4g2

xxgxxyyg
2
yy + 4gxxxg

3
xygyyy + 12gxxg

3
xygxyyy − 3g2

xxyg
2
yygxx

− 7g3
xxg

2
yyy + 4g3

xxgyyyygyy − 4g2
xxgyyyyg

2
xy.

Observemos que ao trabalharmos com o método direto temos um enorme

número de derivadas e isso acarreta erros numéricos. O que pode ser visto

claramente nas expressões do cálculo dos coeficientes bij antes e depois da

transformação (seção 3.3.2).


