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Resumo

Andrade, Maria; Lewiner, Thomas. Calculo de Estruturas Afins
e Aplicagcao as Isossuperficies. Rio de Janeiro, 2011. 82p.
Tese de Doutorado — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

A geometria diferencial prové um conjunto de medidas invariantes sob a
acao de um grupo de transformacoes, em particular rigidas, afins e pro-
jetivas. Os invariantes por transformacoes rigidas sao usados em quase todas
as aplicagoes de computacao grafica e modelagem geométrica. O caso afim,
por ser mais geral, permite estender essas ferramentas. Neste trabalho, pro-
priedades geométricas sao apresentadas no caso de superficies paramétricas
ou implicitas, em particular, a métrica afim, os vetores co-normal e normal
afins e as curvaturas Gaussiana e média afins. Alguns resultados usuais de
geometria Euclidiana, como a férmula de Minkowski, sao estendidos para o
caso afim. Esse estudo permite definir estimadores das estruturas afins no
caso de isossuperficies. Porém, um calculo direto dessas estruturas resulta
em um grande numero de operacoes e instabilidade numérica. Uma reducgao
geométrica é proposta, obtendo féormulas mais simples e mais estaveis nu-
mericamente. As propriedades geométricas incorporadas no Marching Cubes

sao analisadas e discutidas.

Palavras—chave
Superficeis Regulares; Invariante Afim; Curvatura Gaussiana ;

Curvatura Média; Isossuperficies; FKEstimacao de Derivadas; Marching
Cubes.



Abstract

Andrade, Maria; Lewiner, Thomas (Advisor) . Calculus of Affine
Structures and Applications for Isosurfaces. Rio de Janeiro,
2011. 82p. Tese de Doutorado — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Differential Geometry provides a set of measures invariant under a set of
transformations, in particular rigid, affine, and projective. The invariants
by rigid motions are using almost all applications of computer graphics
and geometric modeling. The affine case, since it is more general, allows to
extend these tools. In this work, geometric properties are presented in the
case of parametric or implicit surfaces, in particular the affine metric, the co-
normal and normal vectors, and the affine Gaussian and mean curvatures.
Some usual results of Euclidean geometry, as the Minkowski formula, are
extended for the affine case. This study allows to define estimators of affines
structure in the case of isosurfaces. Although, the direct calculation of
these structures greatly increases the number of operations and numerical
instabilities. A geometrical reduction is proposed obtaining a much simpler
and numerical stabler formulae. The geometrical properties are incorporated

in the Marching Cubes algorithms, then they are analyzed and discussed.

Keywords
Regular Surfaces; Affine Invariant; Gaussian Curvature; Mean

Curvature ; Isosurfaces; Derivatives Estimation ; Marching Cubes.
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1
Introducao

1.1
Motivacao

Nas ultimas décadas, modelos tridimensionais estao se tornando indis-
pensaveis para diversas aplicacoes, como por exemplo em jogos, diagnodsticos
médicos, arquitetura entre outros. Em particular, classificar e reconhecer ob-

jetos geométricos (ver figura 1.1) tem despertado bastante interesse em varias

areas, tais como engenharia, biometria e computacgao visual.
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Figura 1.1: Reconhecimento de formas (31).

Consequentemente, varios problemas interessantes tém surgido em com-
putacao visual. Um desses problemas consiste em reconhecer se um objeto
pertence a uma determinada classe.

Um ponto importante na classificacao e reconhecimento de objetos
geométricos em imagens é o fato que um objeto pode ser visto por diferentes
pontos de vista, resultando em diferentes imagens deformadas (verfigura 1.2).
Portanto, a invariancia do ponto de vista é uma propriedade desejada. Na
geometria classica, classificar e reconhecer objetos geométricos é usualmente
feito através do calculo de invariantes, para isso € necessario estimar invariantes

discretos comparaveis aos invariantes da geometria diferencial.
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Notemos que no caso da figura figura 1.2 a geometria que melhor preserva
as propriedades geométricas é a projetiva, no entanto foi usado a geometria
afim (28) para fazer uma aproximagao das propriedades geométricas, pois a
imagem ¢ tirada em perspectiva fraca que é bem aproximada pela geometria
afim.

Nesse contexto, a aproximacao de medidas invariantes de forma calculavel
no computador e numericamente estavel apresenta alguns desafios. Em parti-
cular, é preciso mostrar que essas medidas convergem para os invariantes dife-
renciais e garantir que cada estimador seja também invariante e que portanto

preserva sua caracteristica geométrica.
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Figura 1.2: Mudangas do ponto de vista, em (a) primeiro ponto de vista e
em (b,c) segundo ponto de vista. Fixar um circulo em (a,b) nao é suficiente
para lidar com as mudangas do ponto de vista. Neste caso, foi utilizado uma
transformagao equiafim (c¢) para aproximar as propriedades geométricas (28).

1.1.1
Contribuicoes

Esta tese pretende apresentar algumas propriedades geométricas em su-
perficies paramétricas ou implicitas em R3 que sdao invariantes por trans-
formacoes equiafins, ou seja, transformagoes que preservam volumes, e mostrar
os estimadores para tais propriedades. Como aplicacao visualizaremos as pro-
priedades geométricas como vetores co-normais e normais afins e as curvaturas
afins em superficies.

O problema inicial proposto para o desenvolvimento desta tese foi uma
extensao natural do resultado de poligonos parabdlicos (13) para trés di-

mensoes, ou seja, dado uma amostragem de trés pontos de uma superficie
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e planos tangentes definidos nestes pontos deseja-se construir um paraboldide
de forma invariante afim. Vimos no decorrer da pesquisa que sé é possivel ter
um paraboldide que interpole os trés pontos e seja tangente aos trés planos se
colocarmos algumas condigoes sobre os planos. Mas, até o presente momento
nao temos a solucao completa para este problema e observamos que um possivel
caminho para a solucao desse problema é o estudo de cubicas osculadoras.

Os resultados iniciais desta tese foram no caso paramétrico suave, a saber

Interpretacao geométrica para a curvatura Gaussiana afim.

Existéncia local e global da vizinhanca tubular afim para superficies

conexas, compactas e estritamente convexas.

Condicao necessaria e suficiente para a superficie paralela ser regular.

Formula de Minkowski afim.

Além disso, durante as pesquisas resolvemos usar as descri¢oes diferenci-
ais (10) para ganhar mais intui¢do na construgao geométrica. Motivados pelos
trabalhos de cdlculo e visualizagdo de curvaturas em superficies implicitas (9,
21) decidimos pesquisar invariantes afins em superficies implicitas, o que em

particular gerou alguns resultados nesta tese

e Definicao de um caso de referéncia.

e Construcao de uma reducao geométrica para reduzir ao caso de re-

feréncia.
e Métodos de visualizagao das propriedades estimadas.

e Validacao da estabilidade numérica, invariancia e convergeéncia.

Submetemos alguns trabalhos relacionados com os resultados desta
tese (2, 3, 4, 5).

1.2
Trabalhos Relacionados

Geometria afim plana é frequentemente usada em processamento de
imagens e visao computacional incluindo processamentos de invariantes afins
de curvas (18, 36) e a defini¢ao de alguns descritores dos invariantes afins (27).
Estes trabalhos sao motivados pela descricao geométrica da mudanca do
ponto de vista em projegoes fotograficas, as quais sao bem aproximadas
por transformagoes afins (26). Em particular, Mikolajczyb e Schmid (27, 28)
forneceram um apanhando geral sobre as formas locais de descritores com

énfase em invariantes afins.
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Para curvas planas descritas explicitamente um modelo de poligono
parabdlico (13) foi proposto para a construcao local de invariantes afins, com o
qual foi deduzido o comprimento, normal e curvatura afins de curvas discretas.
Zuliani et al. (39) apresentaram um descritor invariante afim global baseado
na equacgao de Helmholtz para a membrana vibratéria com uma aplicacao
de correspondéncia. Além disso, Alvin (1) estudou equagdes diferenciais que
descrevem as distancias afins.

Para formas tridimensionais, descritores invariantes afins tém sido es-
tudados desde 1990. Por exemplo, Arbtert et al. (6) apresentaram descrito-
res invariantes afins globais para modelos paramétricos através da norma-
lizagao da transformada de Fourier. Craizer et al. (12) descreveram relagoes
entre distancia, drea e esferas impréprias afins. J4 Betelu et al. (7) definiram
distancias afins invariantes para encontrar o esqueleto por erosao. Rothganger
et al. (35) usam parametrizagao local de formas 3d para encontrar descritores
afins, os quais sao utilizados no reconhecimento de formas.

Recentemente, medidas invariantes afins tém recebido muita atencao na
comunidade de visao computacional para melhorar correspondéncia e registro
em curvas (27, 28, 39). Na verdade, curvas em um objeto vistas em duas fotos
distintas tém diferentes medidas Euclidianas (distancia ou curvatura) (26).
Para dados tridimensionais a quantificacao de formas similares tem sido usada
em um grande numero de aplicagdes em correspondéncia e registro (6, 19, 34)
e reconstrugao (20). Embora alguns objetos sejam claramente similares, eles
nao sao localmente correspondentes sobre movimentos rigidos. Além disso,
a definicao da métrica afim foi usada para estender técnicas que calculam
distancias geodésicas em superficies, onde as distancias sao definidas com
respeito ao comprimento de arco afim, o que possibilitou varias aplicacoes,
como por exemplo em detecgao de simetrias e correspondéncia (33).

Uma medida de similaridade melhor para tais objetos pode ser obtida
usando um conjunto maior de transformacoes, o que requer medidas mais so-
fisticadas. Com essa intencao, a geometria mais simples acima da FEuclidiana é
a geometria afim (22), a qual define medidas que sdo invariantes sobre trans-
formagoes afins incluindo mudanga de escalas nao-uniforme e cisalhamento.

Assim, exibiremos as féormulas para as principais estruturas afins: vetores
co-normal e normal afins e as curvaturas Gaussiana e média afins para
superficies descritas como um grafico, e deduziremos as férmulas para o caso
implicito usando o teorema da fun¢ao implicita, como Goldman (21) fez no caso
Euclidiano. Uma exposi¢ao completa de estruturas afins pode ser encontrada

nos livros de Buchin (8) ou Nomizu (29).
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1.3
Estrutura da Tese

Ao longo deste trabalho, estudamos estruturas invariantes sobre o grupo
das transformagoes equiafins. Usamos o termo afim ao invés de equiafim para
facilitar a leitura. O desenvolvimento tedrico no caso da superficie ser definida
implicitamente considerard apenas funcoes de classe C* e pontos regulares.

Neste trabalho, apresentamos estimadores robustos para os vetores co-
normais e normais afins e para as curvaturas Gaussiana e média afins no caso
de superficie. Expomos num primeiro momento as féormulas diferenciais desses
invariantes deduzidos no caso paramétrico e usando o teorema da funcao
implicita obtemos os invariantes afins de superficies implicitas. O calculo des-
sas férmulas é computacionalmente intenso (23.000 flops por ponto) e instével.
Propomos uma transformagao geométrica para reduzir o custo computacional
(1.500 flops por ponto). Experimentamos essas abordagens incorporando os
estimadores ao algoritmo Marching Cubes, para a visualizacao das proprie-
dades geométricas. Encontramos condigoes suficientes para a existéncia do
paraboldide interpolante. Procuramos interpretagoes geométricas para os in-
variantes afins, para poder construir estimadores no caso implicito (complexo
celular). Além disso, obtemos o equivalente da féormula de Minkowski no caso
afim, que pode ser 1util para obter melhores estimativas de curvaturas a partir
de amostras de superficies suaves (11). A tese estd organizada como mostrado

abaixo
Capitulo 2: Calculo de Invariantes Afins em Superficies Paramétricas

No capitulo 2 sao apresentados os conceitos de transformacoes afins, cur-
vas assintéticas (que motivam a definigdo da métrica de Berwald-Blaschke),
estruturas afins, como vetores co-normal e normal além das curvaturas.
O capitulo mostra ainda a interpretacao geométrica da curvatura afim, a
existéncia da vizinhanca tubular afim local e global e a generalizacao da
formula de Minkowski para a geometria afim. Estes tltimos resultados sao

aparentemente inéditos.
Capitulo 3: Calculo de Invariantes Afins em Superficies Implicitas

O capitulo apresenta a nova deducao de férmulas para o calculo das
estruturas afins em superficies implicitas. Sao apresentados os exemplos funda-
mentais dessas estruturas. Em particular, sera definida a reducao geométrica

permitindo obter as férmulas simplificadas.
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Capitulo 4: Calculo de Invariantes Afins para Isossuperficies

No capitulo 4 ¢ discutido o método de aproximagao de derivadas discre-
tas que usamos nos experimentos, é apresentada a estabilidade numérica, a
implementagao das estruturas afins dentro do Marching Cubes e as medidas

de qualidade dos estimadores.
Capitulo 5: Familia de Paraboldides

No capitulo 5 apresentamos a solugao parcial do primeiro problema pro-
posto para esta tese, na qual encontramos condi¢oes sobre os planos tangentes
que sao suficientes para garantir a existéncia de um paraboldide interpolante.
Capitulo 6: Resultados

Este capitulo mostra os resultados de nossos estimadores para isossu-
perficies e faz uma anélise da estabilidade numérica, convergéncia e invariancia
afim. Também sao discutidas algumas limitacoes dos nossos resultados.

Capitulo 7: Conclusao e Trabalhos Futuros

O capitulo 7 contém as conclusoes deste trabalho e indica alguns cami-

nhos para pesquisas subsequentes.



2
Calculo de Invariantes Afins em Superficies Paramétricas

Este capitulo apresenta algumas propriedades geométricas, em superficies
regulares paramétricas em R3, invariantes por transformacoes afins.

A etimologia da palavra geometria significa “medir a terra”, e de fato
os primeiros estudos geométricos descrevem métodos para medir objetos. A
medigdo consiste em associar a um objeto (ou a parte deste objeto) um
nimero (ou nos estudos mais recentes uma estrutura matemaética) de forma
reprodutivel.

Existe mais de uma nogao da forma como a operacao de medir pode
ser reproduzida, cada nogao gerando uma geometria diferente: geometria
Euclidiana, afim, projetiva, etc. Por exemplo, a geometria Euclidiana define
medidas que podem ser extraidas de um objeto rigido, e reproduzidas com
resultado equivalente no mesmo objeto apds movimentos rigidos: translacoes,
rotacoes e simetrias.

Essas formas foram caracterizadas por Felix Klein no final do século
XI1X no seu programa de Erlangen associando a cada geometria um grupo
de transformacoes que um objeto S pode sofrer. A geometria Euclidiana
estuda as propriedades sob a acao do grupo dos movimentos rigidos, enquanto
a geometria afim abrange todas as transformacoes afins, ou seja, incluindo
cisalhamento. Nesta tese, chamaremos (por um leve abuso de linguagem) de
geometria afim a geometria equiafim, incluindo transformacoes equiafins que

preservem a forma de volume no espago.
Objetos Geométricos

Entendemos por objeto geométrico um conjunto continuo de pontos no
espaco R"™. Nesta tese, limitaremos ao caso n = 3, ou seja, objetos no espago
Euclidiano R3. Além de continuidade, exigiremos do conjunto a propriedade
de variedade, isto é, de ter uma dimensao, e de diferenciabilidade.

Mais precisamente, um objeto geométrico S é uma variedade de dimensao
d se ele é localmente equivalente ao espaco vetorial R%: para qualquer ponto

p € S, existe uma bola B de R” tal que BN S é equivalente a uma bola B de
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RY. B importante notar que a dimensao d é a mesma para todos os pontos p.
Se d = 2 entao S é chamada de superficie.

A notacao de equivaléncia do paragrafo anterior varia dependendo do
contexto de estudo. Para estudar as propriedades topoldgicas usa-se geral-
mente a nota¢do de homeomorfismo (existe uma fungao f continua de inversa
continua entre BN S e B). Para estudos de geometria diferencial, sera ne-
cessaria uma equivaléncia com difeomorfismo (a funcao f precisa ser de classe
C* ou C*®). No caso da geometria discreta, ainda nao foi desenvolvido uma

nocao de equivaléncia inica comum aos diversos estudos.
Medidas Invariantes

Uma vez escolhida uma geometria, e definido o grupo ¢ de trans-
formacoes associadas, uma medida geométrica m € invariante pelo grupo G se
VS, VA € G,m(A(S)) = m(S). Tipicamente, medidas numéricas (m(S) € R)
como o comprimento e a curvatura sao invariantes, dependendo da geometria
e do grupo G . Quando a medida gera uma estrutura como um vetor, uma
matriz ou um tensor, a medida geralmente nao ¢ invariante. Por exemplo, no
caso Euclidiano a direcao do vetor tangente a uma curva varia quando a curva
sofre uma rotagao. Porém, essa variagao é simples de prever quando a rotacao
é conhecida. Uma medida m é covariante se VS, VA € G, m(A(S)) = A(m(S)),
e contravariante se VS,YA € G,m(A(S)) = A~T(m(S)). O vetor tangente é
covariante, e o vetor normal, dual do vetor tangente, é portanto de natureza
contravariante. No caso Euclidiano, as transformagoes essencialmente matrizes
ortogonais A~7 = A, portanto a distincdo é menos relevante, mas serd mais
clara no caso afim. Observemos ainda que no caso implicito, a transformacao
A se traduz algebricamente por A~! nas férmulas, portanto as nocoes de co e

contra variancia se escrevem de forma diferente.

2.1
Transformacoes Afins e Curvas Assintéticas

Queremos encontrar propriedades geométricas m que sejam invariantes
por transformacgoes do grupo

G=SA3,R) = {B:R3—>R3;Bp:Ap+b,A€M(S);det(A)zl,b€R3}.

Para isso, o primeiro passo é entendermos o significado de transformagoes
equiafins e logo em seguida definirmos uma métrica que seja invariante em

superficies regulares.
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2.1.1
Transformacoes Equiafins

As transformacoes equiafins sao transformacoes do espago que preservam

volumes, mais precisamente

Definigao 1 Uma transformacio T : R3 — R? € equiafim se e s6 se T € da
forma T(u) = B(u) + vy, onde B € linear, det(B) =1 e vy € R3.

Ou seja, T é equiafim se, somente se T é da forma

T ax + by + cz + 1y a b c x to
Tl y | =| de+ey+fz+t; | =] d e f y | +1 t
z 9T + hy + iz + 1o g h 1 z ta,
—_————
B

onde det(B) =1 e vy = (to, 11, t2).

5 . Escala Cisalhamento
Rotacdo Translagdo n3o-uniforme

Figura 2.1: Transformacgoes equiafins bidimensionais.

Em particular, obtemos que as transformagoes rigidas, que é o grupo
das transformacoes da geometria Euclidiana, sao transformagoes equiafins.
Casos particulares de transformagoes equiafins sao: identidade, translagao,
escalonamento, rotacao e cisalhamento. A figura 2.1 exemplifica algumas

transformacoes equiafins bidimensionais.

2.1.2
Curvas Assintéticas

Queremos encontrar uma métrica que seja invariante sobre trans-
formacoes equiafins. A motivacao dessa métrica vem do estudo de curvas as-

sintdticas em superficies regulares (8).
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Uma superficie regular (15) em R3 é obtida tomando pedagos do plano,
deformando-os e colando-os entre si de tal forma que a figura resultante nao

tenha pontas, arestas ou auto-intersecoes.

Definicao 2 Um subconjunto S C R® é uma superficie reqular se, para cada
p € S, existe uma vizinhanca V de p em R® e uma aplicacio x : U — VNS
de um aberto U de R? sobre V N S tal que

~ x € difeomorfismo: x € diferencidvel e x tem inversa x 1 : VNS — U
que € diferencidvel.

— Para todo q € U a diferencial dx, : R* — R? € injetiva.

Figura 2.2: Definicao de superficie parametrizada.

A figura 2.2 ilustra a definicao de superficie regular.

Definicao 3 O plano definido pelos vetores tangente e normal a uma curva €

chamado de plano osculador (ver figura 2.3).

B

Figura 2.3: Tlustragdo do plano osculador ((©wikipedia).
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Definicao 4 Uma curva em uma superficie S é dita assintética se em cada
ponto da curva seu plano osculador coincide com o plano tangente da superficie

no mesmo ponto.

Seja x : U C R? — R? parametrizacao da superficie S, onde U é
um aberto e seja v : I — U uma curva no dominio da parametrizagao, ou
seja, y(t) = (u(t),v(t)), sendo I C R um intervalo aberto real. A curva

xov: 1 — R3éuma curva assintdtica se, e somente se,
[Xu, Xy, (x07)] =0, VEt €I, (2-1)

onde denotamos [u, v, w| como o determinante da matriz 3 x 3 formada pelos

vetores u, v, w ( ver sumério de notagoes).

Notemos que os vetores x, e x, definem o plano tangente a superficie
em cada ponto e (x o 7); define a diregdo do vetor normal a curva x o 7.
Por definigao (ver (15)), uma curva é assintética quando a curvatura normal
k, = kcos() = 0 (ver figura 2.4), onde k é a curvatura da curva no ponto p e 6 é
o angulo entre os vetores normal a curva xo~ e o normal a superficie S no ponto

p. Daf temos que (x07)y € 1,5, em particular [x,, X,, (xov)x] =0, Vt € 1.

Figura 2.4: Curvatura normal.

A equagao (2-1) é invariante por transformacao equiafim, pois o plano

tangente ¢ covariante afim. Utilizando a regra da cadeia temos

(Xo )t = X,0 -@—Q—xvo -@:xuo U+ X,07V
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du ? du dv dv 2

e = XW°”'(@J *2&w°7“a”3;+xw°”'cg>
d*u d*v
ToXuoy G T Xeey G

= xuuov-ﬁ2+2ijoy-ﬂ-x’r%—xwov-v2+xuov-ii+xv07-\'},

du

T, V= %‘. Assim, no ponto p = () temos

onde u =

[xu(p), %u(p), (x 0 7)ue] = [Xu(P), Xu(P), WX () + 20X (p) + VX0 (p)]
= o [Xu(p)7 Xv(p)v qu(p)]
+ 20V [X (P), X0 (D), Xuo (D)) + ¥ [Xu (D), X0 (D), X0 (p)] -

Definindo L = [Xy,Xy,Xuu|, M = [Xu,Xp,Xuw] € N = [Xy, Xy, Xy,
obtemos [X,, X,, (X 07)y] = L + 2Muv + Nv2.

Portanto a curva x o v é assintética se, e somente se,

L M
Lo + 2Muv + Nv2 =0 = ()" N. 2-2
) MN ) (2-2)

Os deteminates L, M e N e a forma quadratica (2-2) sdo todos invariantes
sobre um sistema fixo de parametros u e v.

Vamos estudar a forma diferencial
[Xy, Xy, (X 0 Y)y] dt? = Ldu® + 2Mdudv + Ndv? (2-3)

mudando o sistema de coordenadas

Notando que

Xg = X % + X @
“ “ou  Tou’
_ ou ov
X; = xu% xv%. (2-4)
Temos,
%o (K0l =[xt 4%, 2 x, 2 4, 22 (09
XQ_LvXﬁ? X /7 tt - Xua’L_L Xval_L?XUaQ_J XUaQ_J7 X 7 tt
ou Ov Oou Ov
= [Xy, Xy, (X0 ’7)tt]%% + [Xy, Xy, (X0 V)tt]%%
= e (<0 el g Y [y e, (x0Tl S o
- Xus Xy, (X ’7 tt aﬂ a@ Xus Xy, (X ’7 tt a@ aﬂ

= [Xu, Xy, (X 0 7)) jac, (2-5)
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ou 0
onde jac = —Q_L—Q_} — 8_1_L8_1_) ¢ o Jacobiano da mudanga de parametros,
- - Jdvou  0vou
3(t) = (u(t)

,0(t)) é uma curva no dominio da nova parametrizagao e a curva
v(t) = (u(F(t)),v(3(t))) é tal que

x(7(1)) = x(u(3(1)),v(7(1))) = x(v(1)).

Utilizamos a propriedade da funcao determinante ser multilinear e a
propriedade antisimétrica para obtermos a equagao (2-5).

Logo,
[Xa, Xo, (X 0 7)ut| = [Xu, X0, (X 07)u] - jac. (2-6)
Podemos ainda escrever a equagao (2-6) da seguinte maneira
Ldu® 4 2Mdudv + Ndv® = (Ldu® + 2Mdudv + Ndv?)jac. (2-7)

Vamos encontrar os coeficientes L, M e N. Para isso, notemos que

X — @ 2_|_2 @@ + @ 2_|_ aQ_u + an
uu = X\ By *w\gaoa) T\ oa *\ozz) " \oa2 )

o (uONN ooy ovow | (vov o
Kav = Xuuw \ 50 9% *w\ouo0 " duov X \ a0 X 500

0%v

*u0n
T oo “\ 0v 0v "\ 0o *\o2) T\ o2 )

dai, por definicao temos que
E = [)_(a; )_(177 iﬂﬁ]
ou v  Ou v }

= |:Xu% + XU%7XU% + Xu%,xaa

ou ov ov ou
= |:Xu_uaxv_vyxuu:| + {Xv%axu%axuu}
ou Ov B ov Ju
o0 “l ~ a0

— @ i + 2 @@ + @ i
- X’u7 X’U? qu a?j XUU 81_4 aﬂ/ XUU aa
N 9%u N v\ .

*\oa) " \oaz )| "

Xuy Xm )_(ﬂﬂ]
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— [ ] @ i + [ ] %@ + %@
- XU7XU7XUU aﬁ XU7XUJXUU aa aa aa aﬂ

o (2
Xy Xy Xyy i Jac
ou\ Judv  Oudv o\ .

Seguindo os mesmos passos que no calculo do coeficiente L, ou seja,

utilizando as propriedades da funcao determinante, obtemos

M = [Xm X, iﬂﬁ]

= [Xy, Xy, Xgz|jac

_ Quiu) - (Oudv  dvow) (v
=T X Xw | 5u 90 *w \ 5uov T duow X \ 9u o0

0%u 0% } ,
+ Xy X jac

Oudv + Y 0udv
— ] ] Ou Ou 4 ] Ou Ov 4 9v ou
R e R T Xus Xo: Xl \ 5085 T 0u 0o

Ov Ov )
+ [Xuv Xov, va] %% Jac

Oou Ou oudv Ovou Ov Ov )
= {L (%%) +M (a% + %%) +N (%%>}]GC.

Para encontrarmos N = [Xg, X5, X45] basta trocarmos na expressao do L

a variavel u por v, dai
N = [Xq, Xy, Xg)
N (S
Afirmamos que LN — M? = (LN — M?)jac*.

De fato, como

ou Ou Oudv Oudv ovov) .
{L%% +M <%% + %%) + N——}jac,

wull
I

_ ou u oudv Ovdu ,
M = {L%%+M<%%+%%>+N%%}]CLC,

ou Ou Ooudv Oudv ovov) .
{L%% + M <%% + %%) + N——}jac,

=
|
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temos que

_— du\’ [ du ou Ou Qv ou o\’
_ o2 ) 20U ou duov ov
LN = jac {L <8u) (81}) +2LM (m) (81}81})+LN <au) (av)
dudv\ (ou)’ o (OuOvY\ [ Oudv dudv\ (ov\>
2L (8u 8u) (%) M (%%) (81} 81}) +2MN (8u 8u> (%)

- () () e () G e (3) (R) ) e

_ oudu\ > oudv v ou\? ov Ov
M? = jac?{ L* | —— M? — N?
jac{ (8u8v) * (auav 8u8v) * (auau)

ou Odu oudv Ovou ou Ou Ov dv
+2LM (au av) (au o5 " m—) 2LN (m—m—)
ov Ov ou 8@ ov Ou
+o2MA (8u (%) (8u 0v  Ou 81}) } (2-9)

Notemos que

ou v\ > Ou Ov Ou Ov Ou v\ >
. 2 _ e . b bl B
Jae = (8u8v) : (6u dv Ov au) * (6v 6u> ' (2-10)

Subtraindo (2-8) por (2-9) temos
- Ou Ov Ou Ov Ou Ov u v\
I 2 — y 2 - PR —
LN =M™ = jac {LN<(8U<%> 2(8u6@6@6u) * ((%8u) )

oudv\’ Ou Ov Ou Ov Ou Ov
— 2 —_—— —_— —_———— ———— -
M ((aaa@) 2 (aaa@ 0 aﬂ)+<8v am) >}<2 1)
= jac® {(LN — M?)jac®}
= jac* (LN — M?).

O que mostra o afirmado.

Finalmente, usando as equagoes (2-7) e (2-11), obtemos

[Xa, X5, (X 0 7)) . Ldu? + %M dudv + Ndv?
|LN — M?|1/4 |[LN — M2|\/4

(Ldu® + 2Mdudv + Ndv?)jac

|LN — M2|1/4
(Ldu?® + 2M dudv + Ndv?)jac
|jac* (LN — M?)['/4

[Xua Xy, (X © ’Y)tt]

[LN — M2[1/4

dt?.
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~ Isto mostra, que exceto pela eventual mudanga de sinal, devido a
jac
(jac) /T
quadrética (2-7) é uma forma diferencial invariante afim.

mas que nao gera problemas se fixarmos uma orientacao, a forma

Essa forma quadratica é a métrica de Berwald-Blaschke dada por

g2 Ldu? + 2Mdudv + Ndv?
ST =
|LN — M?|V/4 ’

_ _ _ _ 2
onde L = [Xy, Xy, Xyu| , M = [Xu, Xy, Xup] € N = [Xy, Xy, Xpo| , 6d = LN — M
é o coeficiente da métrica. Ao longo do desenvolvimento tedrico, a métrica

sera considerada nao-degenerada, isto é, d # 0.

Na geometria Euclidiana a primeira forma fundamental I, : 7,8 — R
¢ definida pela forma quadratica I,(w) = (w,w), > 0. Escrevendo I, em
coordenadas, obtemos I, = E.du® + 2F,dudv + G.dv?, onde F, = (x,,X,),
F. = (x4,%,), G, = (Xy,%,) € 0 produto interno definido no plano tangente
T,S ¢ herdado do espaco vetorial ambiente, ou seja, em coordenadas é dado
por (a,b) = ay.b; + as.bs + a3.b3, sendo a = (a1, as,a3) e b = (by, by, b3).

Observemos que na geometria FEuclidiana buscamos propriedades
geométricas que sao invariantes por movimentos rigidos, ou ainda trans-
formagoes que preservam angulos, ja na geometria afim (equiafim) tentamos
encontrar propriedades que sao invariantes por transformacoes equiafins,
ou seja, as transformagoes que preservam volumes, em particular as trans-

formagoes rigidas estao contidas nas transformacoes equiafins.

Observacao 1 Por simplicidade no texto ao escrevermos transformacgao afim

estamos nos restringirmos as transformagoes equiafins.

Definicao 5 A primeira forma fundamental afim € a aplicacdo definida por

Ix: Z gz]dldjv

1, =U,V

p L M N
onde == =0 =757 € =
g1 LN — M2[1/4 » 912 = 921 ILN — M2|i/A 922 LN — M2[i/A

Observacgao 2 Podemos relacionar os coeficientes da primeira forma funda-
mental afim com os coeficientes l;; da sequnda forma fundamental Fuclidiana

da sequinte maneira

Xy X Xy [XU7XU7XZ”]
llj = <N67Xij> = <— > st

X, - —
HXUXXUH, N HXuXXvH’
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sendo N, o normal Euclidiano dado por

N, — Xy X Xy
|36 X X, ||

Dessa forma, temos que o sinal da curvatura Gaussiana FEuclidiana
det(lw)

TG 2 est4 relacionada com o de d = LN — M?. Logo,

K, =
1. K, <0«<=d<0,
2. K,=0<«=d=0,
3. K. >0<=d>0.

O ponto onde d < 0, d =0 ou d > 0 é chamado, respectivamente, ponto

hiperbdlico, parabdlico ou eliptico (ver figura 2.5).

Figura 2.5: Interpretagao geométrica do sinal de d. As regides vermelhas,
verdes e azuis indicam respectivamente curvaturas Gaussianas positivas, nulas
e negativas (9).

2.2
Co-normal Afim e Normal Afim

Os vetores co-normal e normal afins sao propriedades geométricas funda-
mentais para definirmos as curvaturas Gaussiana e média afins. Inicialmente,
temos que calcular o normal Euclidiano e a curvatura Gaussiana Euclidiana.
Seguimos a abordagem de Calabi (10) para a defini¢ao dos vetores co-normal
e normal afins.

Consideremos uma parametrizaciao x : U — R? da superficie S. Relacoes

de ortonormalidade nao sao preservadas sobre transformacoes afins. O normal
1

Euclidiano N, é um vetor que satisfaz N.(A(p)) = WA_TNE, onde
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A € M(3); det(A) = 1 e p € S, ou seja, o normal Euclidiano nao ¢é
contravariante, mas notemos que o plano tangente é de natureza covariante,
pois se x, € T,S e (N, x,) = 0, entao (A~"N,, Ax,) = 0. Portanto, podemos
definir um vetor contravariante afim com a mesma direcao de N, chamado de
co-normal afim v (ver figura 2.6). Ele é obtido fazendo uma mudanga de escala

no vetor normal Euclidiano
v = |K.|Y*N,, (2-12)

onde K, é a curvatura Gaussiana Euclidiana. O co-normal afim satisfaz
(v,x,) = 0, x, € T,S e a métrica afim satisfaz d'/* = +[v,v,,1,]. O sinal
+ depende se o ponto é eliptico ou hiperbdlico. De fato, usando a definicao do

co-normal afim temos

ve = (K| ™"), Ne+|K|/'Ne,

= (|Ke|_1/4)uNe+ |Ke|_1/4<allxu+a12xv)v
ve = (K7, Ne+ K| "Ne,

= (‘Ke’_1/4)v Ne + |Ke’_1/4<a21xu + a22Xv),

sendo K. = ayi1a93 — ajaaq;. Utilizando a multilinearidade e a antisimetria da
funcao determinante, obtemos
Vv, 1] = Ke_g/4 [Ne, a11%x, + a19Xy, 21Xy, + A20X,]
= K;3/4(CL11(122 — a12021) [Ne, Xy, X, |
= Kel/4Ne-xu><xv

= Ke1/4HXu X Xyl|.
Notando que d = K,||x, X x,||*. Temos que d"/* = £[v, v, 1,].

Por simplicidade no texto vamos considerar que estamos trabalhando em

pontos elipticos.

Afirmagao 1 O wvetor co-normal afim definido na equagao (2-12) € um vetor
contravariante, ou seja, v(A(p)) = A T(v(p)), onde p € S e A é uma

transformacao afim.

Demonstragao: Com efeito, por definicao de curvatura Gaussiana Euclide-

ana

. det(lm) . det(lw)
- E.G, — F?2 N ||%0 X X,||?

K.(p)
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K.(p)

e como Ax, x Ax, = A~T(x, X x,), temos K.(A(p)) = JA-TN,[|*

Usando a defini¢ao do co-nomal afim, obtemos

K.(p) )/ e

AAB) = AN = ()

AT
////4/1

’l
7

SR
Y
‘\:'\\

Figura 2.6: Os paraboldides eliptico e hiperbdlico tém co-normal afim apon-
tando para o centro de cada superficie.

Como d'/* = [v,v,,1,] # 0, as derivadas V{up}y definem um plano nao
degenerado. O vetor normal afim pode ser obtido através do vetor ortogonal
ao plano gerado por {v,, 1, }, este seria andlogo ao vetor normal Euclidiano N..

Mais precisamente, o vetor normal afim & é definido localmente pela relagao

<V7€> = 17 <§7Vu> =0, <§,VU> =0.

Se A é uma transformacao afim, entao os vetores co-normal e normal

afins da superficie AS satisfazem

(W(A(p)), £(A(p)) = (A" Tv(p), AL(p)) = (v, &) = 1.

O normal afim satisfaz (v, &) =0 e di/4 = [Xu, Xy, &] , poOis (1,€) =1

e usando a equagao (2-12) temos
[ X0, €] = K30 x x| = [LN — M|Vt = dYt £ 0.

Esta ultima relacao mostra que uma base local em cada ponto p da

superficie pode ser obtida por {x,,x,,&}.
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Isto permite definir estruturas a partir da teoria de Cartan dos “moving
frames”. Como (1,&) = 1, ({,v,) = 0 e (§,v,) = 0, temos que existe uma

funcdo A : U — R tal que € = A1y X 1), com A = [, vy, 1]+ = d /4,

2.3
Curvaturas Afins

No caso de geometria Fuclidiana as curvaturas descrevem a variacao
do normal. Vimos que (v,{f.)) = 0, isto é, as derivadas £, .} sao ortogo-
nais a v, que é paralelo a N,. Portanto, podemos definir o operador forma

S, : 1,8 — T,S por S,(w) = —D,&.

Definicao 6 Os autovetores e autovalores do operador forma sao chamados,

respectivamente, direcdes e curvaturas principais afins.

Como &,y sao tangentes a superficie temos que existem funcgoes

(bij)i<i<2 : U — R tais que

& = buxy + bioxy,

fv = b21Xu+b22Xv. (2—13)

Podemos escreve-los explicitamente como

by = d (€,
by = d /s [Xu, §us &
by = d (&%, €],
by = d /e [Xu, &0, €] -

Os coeficientes b;; formam uma matrix B = (b;;)1<i<2, cujo determinante
e o0 traco sao respectivamente a curvaturas Gaussiana I = detB e menos o

dobro da curvatura média afim H = —%trB .

Observacao 3 Notemos que para calcularmos as curvaturas Gaussina e
média afins em cada ponto da superficie sao necessdrios obtermos a varia¢ao do
vetor normal afim, ou seja, € necessdrio termos a derivada da parametrizacao
da superficie até a quarta ordem, enquanto que na geometria Fuclidiana pre-
cisava apenas da derivada sequnda, mas no caso afim ganhamos a invariancia

dessas curvaturas por transformacoes afins.
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2.4
Caso de Superficie Parametrizadas como Grafico

Suponhamos que a superficie S seja um grafico, ou seja, ele é parame-
trizado por x(z,y) = (x,9,9(z,y)), onde (z,y) € U C R? U é um aberto e
g : U — R é uma funcao.

Vamos encontrar as féormulas dos invariantes afins definidos anterior-
mente.

Os coeficientes da métrica de Berwald-Blaschke sao dados por
L= 9z, M = Goy € N = Gyy € d= Gz Gyy _giy'
O vetor co-normal é dado por
K. N, = 2 | (=ger —gy 1 214
V—| e| e—|gwa:gyy ga;y| ( 95 — Gy, )7 (' )

sendo K, = (1+ g2 + gg)_2 (92c9yy — 92,) & curvatura Gaussiana Euclidiana.

Figura 2.7: Os paraboléides eliptico e hiperbdlico tém normal afim £ constante.
Eles tem o papel do plano Euclidiano na geometria afim.

As coordenadas do normal afim £ sao

1 ) ,
gl = Z_l d /4 (gxxgwygyyy — YzaGyyGayy — gyygmcx - 2gmygxyy + 3gyyg:r:yg:cwy) ,
1 -
52 = Z d /4 (gyygzygzxx_gzxgyygxzy_ggmgyyy - 29320y9xxy+3 g:txgzygxyy) , (2_15)
1 -7
& = 4 8 ( 49;1?/ + 4972””951/ -8 gmgyygiy + 3 92 GyyGayGacy + 3 GyYzaJayYayy

gwggygwxx - gyggxgyyy —2 gzgiygwyy - 29yg§,ygzwy
gxgq:xgyygxyy - gygmxgyyg:my + ga:gmxgxygyyy + gygyygmygxmx) .

Agora usando as equagoes (2-13) temos as curvaturas Gaussiana e média afins.
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24.1
Exemplos Fundamentais

As formas mais simples da geometria Euclidiana sao o plano cuja
normal é constante e portanto a curvatura é zero e a esfera com curvatura
constante. Na geometria afim as formas equivalentes sao os paraboldides
eliptico e hiperbdlico com normal afim constante (ver figura 2.7), o elipséide

com curvatura constante. Suas estruturas afins estao atribuidas na tabela 2.1.

H Paraboléide Eliptico ‘ Paraboléide Hiperbdlico ‘ Esfera
x(z,y) | (2,52 +9%)) (z,, 5 (2* = ¢%)) (@,y, /=% — y? +12)

N, \/ﬁ (—x,—y,1) \/ﬁ (—z,y,1) I(z,y,2)

K, (1—|—x2—|—y2)_2 —(1+x2—|—y2)_2 r—2

d 1 1 P

v (—z,—y,1) (—z,y,1) r 2 (ay, /=22 — Y%+ 2
£ (0,0,1) (0,0,1) r /e Ex, y, /12 —y? + 7"2;
K 0 0 r=3

H 0 0 —2r /2

Tabela 2.1: Exemplos fundamentais de estruturas afins.

Figura 2.8: ((©Wikipedia) Interpretagdo geométrica do normal afim.

2.4.2
Interpretacao Geométrica do Normal Afim

Existe uma interpretacao geométrica do normal afim em pontos
elipticos (8). Consideremos uma superficie S e seja p € S um ponto eliptico.
Seja 7; uma familia de planos paralelos ao plano tangente a distancia t de
7y = T,S. A intersecao de 7, com a superficie, para ¢ suficientemente pequeno,
limita um dominio convexo em 7;. Cada dominio convexo tem um centro de
massa. O lugar do centro de massa, ou centro de gravidade, desses dominios
define uma curva c(t) cuja direcdo tangente é a diregdo do normal afim de x

em p: & =c(t). A figura 2.8 ilustra essa interpretagdo geométrica.
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2.4.3
Interpretacao Geométrica da Curvatura Afim

Nesta subsecao apresentaremos uma interpretacao geométrica da cur-
vatura Gaussiana afim. Esse resultado é uma extensao da interpretacao

geométrica da curvatura Gaussiana Euclidiana (15).

Teorema 1 ( Interpretagao Geométrica da Curvatura Gaussiana)

Seja p um ponto de uma superficie S e seja V' uma vizinhanga conezra de
p € S, onde K(p) > 0. Sejam A(B) a drea de uma regiGo B C V', contendo
p, A(B) é a drea da imagem de B pela imersio & : S — R3 induzida pelo

normal afim &. Entdo a curvatura Gaussiana afim no ponto p € dada por

. A(BY)
K(p) = Jim_ A(B,)’

onde o limite é tomado através de uma sequéncia de regioes B,, cujos diametros

decrescem para 0.

Demonstragao: A area de B é dada por

AB) = [[ 10 x,dude,

onde x(u,v) é uma parametrizagao com x(0) = p, cuja vizinhanga contém V'
e R é a regiao do plano uwv parametrizando B. A area A'(B) é dada a partir

das equagoes de £ na parametrizacao dada por

AB) = [[ lle & ldude

Sabemos por (2-13) que podemos escrever

§u = buXy + biax,, (2-16)

& = baxy + bex,,

sendo a curvatura Gaussiana afim em p igual a by1bso — b1oboq, Obtemos

A'(B) = //RICqu X Xy||dudv. (2-17)

Passando ao limite quando |R| — 0, temos

A/
lim él = lim ﬂ
IR—0 A IRl—0 A
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i 1
W lim o E//RICH:EU X Xy ||dudv

lim — =
= 1
Ei=0 A lim|R|_>0—// |2y X zy||dudv
RJJr
K|z, < x,
e xwll
(2w X 2]

Usamos o teorema do valor médio na pentultima igualdade.
O

Vale comentar que usamos a convensao de que a area de uma regiao
contida em uma vizinhanga conexa V' e a area de sua imagem por £, equacao
(2-17), tém o mesmo sinal se > 0 em V, e sinais opostos se < 0 em V.

Sendo assim, o resultado acima também ¢é valido quando K(p) < 0.

24.4
Vizinhanca Tubular Afim

Na geometria Euclidiana é possivel mostrar a existéncia de vizinhanca
tubular, além disso prova-se que uma superficie orientavel em R? ¢ a imagem
inversa de um valor regular de uma fungao diferenciavel (15). Neste sentido,
mostraremos a existéncia de uma vizinhanca tubular afim e provaremos que

localmente a superficie é dada como a pré-imagem do valor regular 0.

Definicao 7 (Vizinhanca Tubular Afim) Dizemos que V € uma wvizi-
nhanca tubular afim de S, se € possivel escolher sobre a reta normal afim
passando por p € S um intervalo aberto ), em torno de p e de comprimento
2¢,, €, > 0 variando com p, de tal forma que se p # q € S entao Q, N Q, = 0.
Além disso, a uniao |JQ,, p € S, constitui um conjunto aberto V- em R3, que
contém S e tem a propriedade de que para cada ponto de V' passa uma unica

reta normal afim a S.

Mostraremos agora a existéncia da vizinhanca tubular afim de uma
superficie conexa, convexa e orientavel. Inicialmente, provaremos uma versao
local desse fato, isto é, mostraremos que para cada p de uma superficie regular

existe uma vizinhanca de p em S que tem uma vizinhanga tubular afim.

Proposigao 1 (Existéncia da Vizinhanga Tubular Afim Local) Consi-
deremos S C R? superficie reqular, conexa, convera e orientdvel e x : U — S
uma parametrizagdao de S, onde U C R? aberto e seja p = x(ug,v9) € S ponto

tal que K, # 0, entdo, existe uma vizinhanga tubular afim W C R? tal que

peW.
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Demonstragao: Seja T : U x R — R? uma aplicacao definida por
T(u,v,t) =x(u,v) + t&(u,v) (u,v) € U et R,

onde &(u,v) é o vetor normal afim calculado em p. Notemos que T é dife-
rencidvel e em (ug,vg,0) o seu Jacobiano é [x,,X,,&] # 0. Pelo Teorema da
fungao inversa existe um paralelepipedo P = (ug — 0, up + ) X (vg — &, v +
0) X (—€,€), com ¢ > 0,5 > 0, em torno de (ug, v, 0), tal que T‘P ¢ inje-
tiva. Basta tomar W = T'(P). Com efeito, se p # ¢ € W N S entao existem
(ug,v1) # (ug,v9) tais que x(uj,v1) = p e x(uz,v2) = q.

Logo para todo 7,5 € (—¢,€), pela injetividade de T’P, temos
T(uy,vy,t) # T(uz,v9,8). O que mostra que W é uma vizinhanga tubular

afim.
O

Fixemos uma orientacao para a superficie convexa S, vimos na proposicao
1 que o par de segmentos (), e (),, p # ¢ da vizinhanca tubular W nao se
intersectam. Assim, para cada w € W passa uma unica reta normal afim a
S que encontra S em um ponto s. Com a notagao da proposicao 1 obtemos
que T : P — R3 é injetora e seu Jacobiano nio se anula. Logo, a aplicacio
T=1: W C R® — P dada por T (z,y,2) = (u(z,y,2),v(z,y, 2),t(z,y,2)) é
diferenciavel e em particular ¢ : W — R ¢ diferencidvel. Como ¢t~1(0) = W NS
e 0 é valor regular para t, pois o Jacobiano de T" nao se anula e portanto
dT—t #£ 0.

Queremos estudar o caso global, isto é, provar a existéncia de uma
vizinhanca tubular de uma superficie convexa e orientével inteira. Vamos nos

restringir ao caso de superficie compacta.

Proposicao 2 Seja S C R3 wma superficie reqular compacta, orientdvel e
estritamente convexa. Entao existe um numero € > 0 tal que sempre que
p,q € S, os segmentos das retas normais de comprimento 2¢, centrados em

p € q, sao disjuntos, ou seja, S tem uma vizinhanc¢a tubular afim.

Demonstracgao: Pela propriedade de Lebesgue da cobertura de compac-
tos, temos que para cada p € S existe uma vizinhanga W, e um nimero ¢, > 0
tais que vale a proposigao para pontos de W, com € = ¢,. Tomando todos os
pontos p € S, obtemos uma familia de {W,} com S C [J,cg W,. Utilizando a
propriedade de Heine-Borel da cobertura de compactos é possivel escolher um

nimero finito de elementos de {W,}, digamos, W, ---, W, correspondendo a



Célculo de Estruturas Afins e Aplicacdo as Isossuperficies 38

€1, -, €k, tais que S C U?Zl W;. Tome

)
O<e<mm<el,---,ek,§),

onde 0 é o numero de Lebesgue da familia {W;}.

Mostraremos que € definido acima satisfaz a proposicao. De fato, sejam
dois pontos distintos p,q € S. Suponhamos que ambos pertencam a algum
Wi, i=1,---, k, entao os segmentos das retas normais afins centrados em p e
q com comprimento 2e nao se intersectam, pois € < ¢;.

Agora, se p e ¢ nao pertencem a um mesmo W;, entao a distancia entre
eles é maior ou igual a 9, caso os segmentos das retas normais afins centrados
em p e ¢ e com comprimento 2e, se encontrassem em um ponto @ € R3,

teriamos

2¢ > d(p,Q) +d(Q,q) > d(p,q) > 9,

o que contradiz a defini¢ao do e.
O

Usando o resultado da proposicao 2 temos imediatamente o seguinte

teorema.

Teorema 2 Seja S C R?® uma superficie regqular, compacta, orientdvel e
estritamente convexra. Entao existe uma funcao diferencidvel t : W — R,
definda em W C R3, com W D S, vizinhanca tubular afim de S, que tem

zero como valor reqular e € tal que S = t=1(0).

245
Superficies Paralelas Afins

Seja S superficie convexa parametrizada por x : U C R? — R3 a
superficie paralela afim S; é parametrizada por T; = x + t£, para algum t € R.
Na literatura encontramos um texto que trabalha com superficies paralelas
afins (14), cujo objetivo do autor é obter informagoes sobre singularidades
em determinados conjuntos. J&4 o nosso objetivo é relacionar as informacgoes
geométricas das superficies paralelas afins com a vizinhanca tubular afim. O
numero t é conhecido na literatura como distancia afim.

Uma pergunta natural de se fazer é a seguinte

“Qual a condigdo sobre t para que Sy seja uma superficie reqular?”
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Figura 2.9: Curvas paralelas.

Notemos que T; ¢ diferencidvel, vamos encontrar os coeficientes da
métrica de Berwald-Blaschke L;, M; e N; : U — R dadas por

Ly = (1) (T2 (T1) ]
My = [(TD)us (T1)o, (T2)uo)
Nt = [(ﬂ>uu(ﬂ)vv<ﬂ)vv]

T)w = (14 biit)xy + thiox,,

Ty)o = thaxy + (14 bagt)x,,

(TH)uw = (b11)ulXu + (br2)utxy + (14 b11t) Xy, + thiaXy,,  (2-18)
() (b11)wtxy + (b12)lxy + (L + bi1t) Xy, + thi2Xy,,

(T1)ow = (ba1)utxy + (bo2)utxy + bortxy, + (1 + baot)Xy,,
(T%) (b21)vtXy + (b22)

VU

+ (D22)vtXy + b21tXyy + (1 + b2at) Xy,
Proposicao 3 O coeficiente da nova métrica é dado por
dy = |L;N; — M2|V* = d(1 — 2tH + £2K)%/*. (2-19)

Demonstragao: Com efeito, usando a expressao (2-18), temos que os

coeficientes da métrica de Berwald-Blascke L;, M;, N; sao dados por

Li(u,v) (8)((L + tb11) Lo + thi2 M),
Mi(u,v) = p(t)((1+ tb11) Mo + th12No),
M(u,v) = p(t)(tha Lo + (1 + tbag) M),
Ni(u,v) = p(t)(tha My + (1 + tboz) No),

= p(®)((
)((
)
)

onde p(t) = t2(b11b22 — blgbgl) —|— t(bll + bgg) —|— 1
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Temos duas expressoes para M,(u,v) que sdo iguais, devido a definigao

de (T})uw = (T})u- Escrevendo em forma matricial, obtemos

Ly - (1 +tb1y) tbio Ly
v, ) O F thyy (1 + thyo) M, |’
Ny - (1 +1tby)  —tby No
B VA b (L+tbn) )\ =My )

Como
Ny
LN —-—M=(L M )
tive t ( t t>(—Mt>

Segue que Ly N; — M? = p(t)*(LoNg — MZ) = d*(1 — 2tH + t*K), donde

dy = | LNy — M2|V* = d(1 — 2tH + 12K)%/*.

Logo, dentro das hipodteses da proposicao 2 podemos enunciar o seguinte

resultado

Proposicao 4 A superficie S; € reqular com métrica nao degenerada se, e

somente se, (1 —2Ht + Kt?)#£0, para t<e, onde ¢ >0 € dado na proposicao 2.

Observacao 4 Da proposicao anterior temos que se X; € reqular, entao os

vetores &, e &, sao linearmente independentes, pois
1+ (b1y + bao)t + (byibag — baybag)t? # 0,
ou ainda que 1/t nao é um autovalor do operador forma.

Colorario 1 Se p € S é uma ponto eliptico ou hiperbdlico, entao p; € S

também serd, desde que Sy seja uma superficie regular.

Demonstragao: Isto segue diretamente da equacao (2-19).
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Figura 2.10: Superficies paralelas afins no paraboldide eliptico.

Na figura 2.10 usamos o normal Euclidiano (& esquerda) e o normal afim

(a direita) para obter as superficies paralelas para o paraboléide eliptico.

2.4.6
Formula de Minkwoski Afim

Nesta subsecao estendemos a conhecida férmula de Minkwoski para dados

geométricos afins.

Teorema 3 (Férmula de Minkwoski Afim) Sejam S uma superficie com-
pacta e conveza, e x : U — S parametrizacao de S. Consideremos uma va-

riacao dessa superficie ao longo do vetor normal afim, isto €,
Ty(u,v) = x(u,0) + t€(u, ),
onde 0 <t < M, de modo que S; seja reqular. Entao,

_ _ M3 _
Vol(S;) = Vol(S) + MA(S) — M? / HdA + = / KdA,
S S

onde dA = dV4dA = K."*||x, x x,||dudv €é forma de drea afim.
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Demonstracao: Por definicao temos que

Vol(S,) = Vol(S)—ir///Tt(D) 1dV,

onde D = {(u,v,w)/(u,v) € U, w € [0, M]}. Usando a férmula de mudanga

de variaveis temos que

/ / /m) V= / / /D L|det(jac(T,))|dtdA,

onde jac(T}) é a matriz Jacobiana de T;. Obtemos

dettjoe(t) = |58 G0 5]

Ou’ dv’ ot

= [Xu‘i_tguaxv_‘_tgmg]

= [%u, X, &) + 1([€ur X0, E] 4 [Xu, &0y €]) + 1 [E0, &0, €]
= (1—2H +?K)(d7).

Logo,

M
Vol(Sy) = Vol(S)+/// (1 = 2wH + w?K)d/*dwd A

= Vol(S // / (1 —2wH + w?K)dAdw

3
= Vol(S)+ MA(S) MQ/HdAJr]\;[ /ICdA
S



3
Calculo de Invariantes Afins em Superficies Implicitas

Representacoes implicitas de modelos geométricos sao amplamente usa-
dos em aplicagdes (38), como por exemplo para deformacgao, operagoes Bo-
oleanas e offsets (16). O célculo das estruturas geométricas e topoldgicas
de tais representacoes pode ser complicado, embora ele seja bastante conhe-
cido para representagoes paramétricas (15). Férmulas de curvaturas para su-
perficies implicitas ndo tinham sido dadas de forma clara até recentemente (21).
H4 pouco, a métrica de Berwald-Blaschke (33) foi usada para determinar
geodésicas invariantes e tal ferramenta permite da varias aplicacoes em andlise
de formas. A figura 3.1 item (a) ilustra as curvaturas Gaussiana e média afins
na superficie banana, nos itens (b) e (c) foram aplicado transformagoes afins
na banana e notemos que as propriedades geométricas se preservaram. Em
particular tais propriedades poderao ser aplicadas para identificar regioes.

Neste capitulo, propomos obter as formulas para calcular as estruturas
afins de superficies implicitas e uma reducao geométrica para calcula-las de

forma robusta.!

Figura 3.1: Em (a) modelo implicito de uma banana com as curvaturas
Gaussiana (& esquerda) e média afins (a direita), cores escuras indicam maiores
curvaturas. Resultado apds aplicar transformacoes afins p — A - p. Notemos
que as caracteristicas das cores se preservaram, ou seja, as curvaturas se
mantiveram. No caso Euclidiano isso nao ocorreria.

1O contéudo exposto nesse capitulo tem intersecio com o artigo intitulado “Affine-
Invariant Curvature Estimators for Implicit Surfaces”, submetido para o jornal “Computer
Aided Geometric Design”, os revisores deram como resposta somente “Minor Revision”,
cujos os autores sdo Maria Andrade e Thomas Lewiner.
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Consideremos a partir daqui estruturas afins de uma superficie descrita
implicitamente, ou seja, S = {(z,y,2) € R*/f(x,y,2) = 0}, onde f é de classe

C* e 0 é valor regular de f.

3.1
Plano Tangente e Métrica Afim

Dado um ponto p € S que é regular, isto é Vf(p) = ( fu, fy, [ ) (p) # 0,
assumiremos, sem perda de generalidade que f,(p) # 0. O préximo resultado

diz que sob certas condicoes de f a superficie localmente é um grafico, a saber

Teorema 4 (Teorema da Funcgao Implicita) Seja f : R™™ — R funcao de
classe C*, k > 1. Um ponto do R™™! serd denotado por (x,z), onde x € R™ e
z € R. Suponhamos que f(xo,z9) =0 e V f(xo, 20) # 0. Entao, existe uma bola
aberta B C R™ contendo zy e uma vizinhanca V de zy tal que z = g(x), para

uma tnica funcio g de classe C* em B e que satisfaz f(x,g(z)) = 0. Além

disso, of
a—xi——g,l—l...n, (3—1)
0z

onde as derivadas de [ sao calculadas em (x,z) €V e as de g em x € B.

Portanto, o teorema da funcao implicita garante a existéncia de uma
funcao g : U C R? — R tal que a equacao z = g(z,y) descreve a superficie
S em uma vizinhanca de p. Assim, S pode ser parametrizada em volta de p
como um grafico G = {(z,y, g(z,vy)/(x,y) € U}.

Notemos que as derivadas de ¢ obtidas a partir do teorema da funcao
implicita podem conduzir a instabilidades numéricas quando |f,(p) | tem valor
pequeno. Os vetores tangentes sao g, = (1,0,9, ) e g, = (0,1,9, ).

A métrica afim de Berwald-Blaschke (ver subsecao 2.1.2) é expressa pela

4| du dv}[]@ %”ZZ]

forma bilinear

sendo

L = [gmagyag:m:] = gx:v(xay)v M = [gac7gyagxy] = gacy(xay)7
N = [gx7gy>gyy] = gyy<x7y)7 d = LN - M2 = g:mvgyy _ggy

O elemento de rea afim da superficie é dado por dA = ]d|1/ 4. dady.
A partir das equagoes f(z,y,g(x,y)) =0 e (3-1), obtemos

Grae =

)

AR T
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_@ + fyz.fm + fyfwz B fyfzzfx

gﬂcy = fz fz2 fzg (3-2)
g — _@ + 2fyzfy o fzzfy2
vy fz fZ2 fz3 ,

onde as derivadas de ¢ sdo calculadas em (z,y) e as de f em (x,y, g(x,y)).

Em particular,

d:% ( (fyyfzz_ y2z) f§+2(fxzfmy_fxxfyz)fyfz+
(forfow — f2.) fo + 2 (fayfye — Fyufor) fofo + (3-3)
(fmfyy_ ny) fz2+2(fny:vz_fzzfzy)f:rfy)-

z

Figura 3.2: Vetores normal afim £ (a esquerda) e co-normal afim v (a di-
reita) diregdes num elipséide. O co-normal é linear com o normal Euclidiano,
enquanto que o normal afim aponta em direcao ao centro do elipsdide, enfati-
zando que um elipsdide é a imagem afim de uma esfera.

3.2
Co-normal Afim e Normal Afim

O vetor contravariante afim, chamado de co-normal afim v pode ser

obtido a partir de uma escala no vetor normal Euclidiano (10) (ver figura 3.2):

—1 —1
V= |Ke| /4 Ne = ‘ga:xgyy - giy ‘ /1 ( — Gz, _gy7 1 )7 (3'4)

onde K, é a curvatura Gaussiana FEuclidiana dada por

Ko=(1+02+6%) " (9ratus — 92

O co-normal afim satisfaz (v, g, ) = 0 e a métrica d7/1 = [v, va, 1)

A férmula geral para o co-normal em uma superficie implicita pode ser
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encontrada a partir da equagao (3-4)

!
 f.dYs

v (S fys f2)-

A férmula explicita para o normal afim em funcao das derivadas de g foi
dada nas equagoes (2-15), para encontrarmos £ em fungao de f basta encontrar
as derivadas de g até a terceira ordem como fizemos em (3-2) no céalculo da

segunda derivada de g (ver apéndice A).

Figura 3.3: Estruturas afins na superficie blobby dada pela expressao (3z)* +
(3y)? + (32)* — 452% — 45y* — 4522 + 6 = 0. Da esquerda para a direita, direcao
co-normal v, dire¢ao normal £, curvaturas Gaussiana K e média ‘H, coloridas de
vermelho para azul, a parte central verde correspondente a métrica degenerada.

Notemos que normalizamos os vetores co-normais e normais afins, pois
quando K, =~ 0 estes tém comprimento infinito.

De forma similar encontra-se os coeficientes b;; dados no capitulo 2 e
assim as curvaturas Gaussiana e média afim (ver figura 3.3) em funcao de f

(ver apéndice A).

3.3
Reducoes Geométricas e Férmulas Simplificadas

As férmulas para as estruturas afins encontradas na segao anterior sao
uma extensao para o caso de grafico G = {( x,y,9(x,y) ), (x,y) € U} e seus

tamanhos crescem bastante quando usamos o teorema da funcao implicita para
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expressar essas estruturas afins diretamente em termos da fungao implicita f.
Isso leva a uma significativa instabilidade numérica durante o calculo (ver
figura 3.4) e prejudica a invariancia afim das quantidades calculadas (ver
figura 3.5).

No entanto, sabemos como cada quantidade varia sobre uma trans-
formagao afim: a métrica e as curvaturas Gaussina e média sao invariantes,
o co-normal é contravariante e o normal é covariante. Aqui definimos uma

transformagao afim A que simplifica as férmulas acima e contorna (ou isola)

as instabilidades numéricas.

Figura 3.4: A curvatura afim do paraboldide é K = 0, mas uma estimativa
direta usando diretamente o teorema da funcao implicita apresenta uma grande
instabilidade numérica (a esquerda). Com férmulas simplificadas a estimativa
é mais estavel (& direita).

Na proxima secao, primeiro introduziremos esta transformacao, encon-
traremos as formulas para a estrutura afim depois da simplificacao e finalmente
mostraremos como calcular a estrutura afim para a superficie implicita no caso
geral usando a simplificacao. No apéndice A colocamos as formulas para os in-

variantes afins sem a transformacao.

<=70 <=70

Figura 3.5: A escolha de um eixo nao invariante leva a descontinuidades na
estimativa de v (a esquerda) e mais ainda na curvatura. Com uma redugao
geométrica, a curvatura média afim H ¢ melhor aproximada (a direita).
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3.3.1

Reducao por Transformacao Afim

Como todas as formulas implicitas sao encontradas a partir do teorema
da funcao implicita, muitos termos podem ser simplificados se pudermos definir
o gradiente de f por um vetor constante por exemplo (0,0, 1) depois de uma
transformacao afim A. Fazemos uma rotagao no plano xy que reduz ainda mais
o tamanho de nossas féormulas.

Mais precisamente, procuramos por uma transformacao afim A. Aqui
estamos considerando que a transformacao A seja apenas a parte linear, pois a
translacao nao influencia significamente. Neste caso, teremos uma composi¢ao
de uma rotagao R; e uma mudanca de escala S e uma rotacao Ry, onde So R;
leva o vetor gradiente de f para (0,0, 1) e a rotagdo Ry no plano xy garanti que
fzy = 0, o que simplifica varios termos nas férmulas dos invariantes afins. O
efeito desta transformacao sobre as derivadas é descrita na seguinte proposicao

e a construcao de A (ver figura 3.6) é detalhada na sua demonstragao.

Ri Q)

A =R2SR;

Figura 3.6: Construcao da transformacao A.

Teorema 5 Em cada ponto reqular p de wuma superficie implicita
{p € R3, f(p) = 0} existe uma transformacado equiafim A tal que em cada ponto
p = A(p) a superficie implicita transformada {]5 € R3, f(ﬁ) = f(A7Yp)) = O}

tem as sequintes propriedades
— O vetor gradiente € o vetor unitdrio vertical: V f(p) = (0,0,1).

— A derivada cruzada fxy zera, ou seja, fxy(ﬁ) =0.

Demonstracao: Primeiro observe que Vf(p) = Vf(p)- A" (escrevendo

o gradiente em linha). Deduzimos as transformacgoes para o primeiro item
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com a geometria descritiva simples. Decompomos a transformacao afim como
A = RySR; (ver figura 3.6), onde R; é a rotagao em R3 S é uma escala
nao-uniforme ao longo de z e do plano zy e Ry é uma rotagdo no plano
zy. A rotacdo R; é uma aplicagao de rotagao de V f(p) para o vetor vertical
(0,0,]|Vf(p)|| ). Denotemos por ff a funcao implicita transformada que é
dada por ff(p) = f(Ry'(p)) . Verifica-se que o vetor gradiente de f7 ¢

(VI = RT(VHT = R(VH = (0,0,[Vf(p)]] ).

Fazemos uma escala no vetor gradiente obtido. Entretanto, para obter
uma transformacao afim, temos que compensar a escala ao longo de z no plano
xy. Portanto, definimos S pela matriz diagonal S = diag (n_%,n_%, n), onde
n = ||V = [[Vf|]. Denotando f*(p) = f*(S~"(p)) , obtemos

(VS =T (v = (0,0,1)".

Finalmente, rotacionamos a superficie no plano xy para garantir que

a derivada mista f;, = 0. Isto é equivalente a diagonalizar a parte restrita

5 s
do plano tangente da matriz Hessiana de f°: ”;z ”fgy . A rotacdo Ry é
s ry vy
entao a rotacao de angulo 6 = %arctan(%) no plano zy. Isto leva a
zx~ Jyy

funcéo da proposicao f(p) = f° (R;l(p)) = f(A7(p)). Como o gradiente de
f* estd ao longo do eixo z, a rotacdo planar Ry ndo o altera. Uma vez que

a matriz Hessiana Hj de f é dada pela composicao das formas quadraticas:
Hj; = R;THstgl = RyH;s R, obtemos fxy =0.

O

Observagao 5 Em termos dos graus de liberdade a transformac¢io A € uma
matriz 3 X 3. Destes 9 coeficientes a restricao da transformacao ser equiafim,
o que implica que det A = 1, reduz um grau de liberdade. A rotagcao Ry e a
mudanca de escala S, cada um, reduz o grau de liberdade em trés: o angulo ou
o fator de escala e um eixo.

A rotagao planar Ry tem um grau de liberdade: o angulo. Embora ainda
exista um grau de liberdade de reposicao para os coeficientes, a sequnda
derivada tem dependéncia quadrdtica sobre os coeficientes de A e mao hd
nenhuma garantia de que uma simplificacao maior seria vidvel sem decidir

o sinal da métrica (ou equivalentemente o sinal da curvatura Gaussiana
Fuclidiana).
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3.3.2
Férmulas Simplificadas

Consideremos superficies implicitas {p € R?; f(p) = 0} definidas em volta
de um ponto p tal que Vf(p) = (0,0,1) e fuy(p) = 0. Notemos que a partir
do teorema anterior asseguramos esta condi¢gdo para qualquer ponto regular
através de uma transformagao afim A. Com esta condigao, encontramos as

formulas simplificadas para as estruturas afins de uma superficie implicita

Vetores Tangentes - Como f, = f, = 0, deduzimos da equacao (3-1) que

g, =(1,0,0) e g,=1(0,1,0).

Meétrica - O coeficiente da métrica se reduz a simples expressao: d = fu, fy,-

Co-normal - A partir da métrica e do vetor gradiente, obtemos

V= foafu| "*(0,0,1).

Normal - O normal afim se reduz a

5yfa:m + f:c:cfyyfa:yy - 4fm ynyf"’Z
fxxyfmcfyy —4 xefyyfyz + fgfxfyyy

2 r£2
4361 Yy

1

f=—
4 fuafyy |

Curvaturas - As expressoes de curvaturas tém uma forma bastante simples,

comparada com a expressao antes da transformagao A (ver apéndice A), a saber

1
b= 16f11/4 7/4( 8f:§xf;yf§z_8 :Swfyzyfzz+8 :?xfyyfiz_4fz2xfyyfrmyy_4fxff;yfx$x$
T Jyy

+7 Ziy ;?xx_'_B x2x 3yy+12fx:rfyy ;?xy+2fxmfyyfxxxfxyy+4 x?xfmzyfyyy
+24 ;333 ;yfmzz_24fx:p ;yfxzfx:rx_24 ;?xfyyfyzfxxy>

1
boy = W(15fxmfyyfg;xyfzyy_fa:xfyyfxm:fyyy_4 ixfyyfxyyy_24 3xfyyfyzfxyy
zz Jyy

_4fxw f;y faﬁxxy+24f§x fyzy fa;yz_24fa:m nyy fxz f$$y+7fy2y fa;a:m fxxy+7fx2x fxyy fyyy)

As férmulas para bis e byy sao obtidas trocando x por y e vice-versa em

ba1 € biy.
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3.33
O caso geral a partir das féormulas simplificadas

A reducao anterior é responsavel pelo crescimento da estabilidade
numérica e pela melhoria das estimativas das estruturas afins. Comecando da
funcao implicita original f em p calculamos a transformacao que ¢é definida a
partir das derivadas primeira e segunda de f em p segue do teorema 5, levando
a uma nova funcéo implicita f(p) = f(A™1(p)) com p = A(p).

Primeiro calculamos as derivadas de f a partir das derivadas da f e

usando a regra da cadeia, obtemos

Vi@ = Vip)-AT

Hy(p) = AT Hyfp) A

ﬁjk(ﬁ) - Z fabc(p) A;ZlAb_,]lAc_,]iu V<Z’]7 k) € {{L‘7y,2}3, (3_5)
(ab,e)e{z,y,z}>

fijkl(ﬁ) = Z fabcd(p) A;jA;le;]iA;lla V(Z,j,k,l) € {l‘,y,2}4 )

(a7b7c7d)€{z7y7z}4

onde A;ll sao os coeficientes da matriz inversa A~! de linha a e coluna
i. Usando essas derivadas podemos calcular as estruturas afins 7(p), g(ﬁ),
K(p) e H(p) da superficie implicita definida por f. A partir das invariancias
dessas estruturas podemos deduzir as estruturas afins para a superficie original
{peR’ f(p)=0}temp:

v(p) = v(p)- AT,
£p) = &p)- AT
K@) = Kp),
H(p) = H(p)



4
Calculo de Estruturas Afins para Isossuperficies

No capitulo anterior vimos como calcular as estruturas afins de uma su-
perficie implicita {p € R?, f(p) = 0} no ponto regular p a partir das derivadas
de f até a quarta ordem. Neste capitulo, discutiremos as principais ferramentas
que usamos para aplicar esses calculos em uma superficie implicita extraida de
uma grade regular: como aproximar as derivadas, como incorporar o calculo
de estrutura afim no algoritmo Marching Cubes (25) e como medir a qualidade
dos resultados. Vimos que as férmulas para as curvaturas afins envolvem todas
as derivadas parciais de f até a quarta ordem. Estas 34 derivadas podem ser
muito sensiveis ao ruido numérico em f, especialmente aquelas de alta ordem.
Quando f é amostrada em uma grade regular, que é o caso comum para des-
crever objetos geométricos implicitamente, uma escolha comum para obter tais

derivadas depende de convolugoes discretas.

4.1
Aproximacao das Derivadas Discretas

Para calcularmos as derivadas de f usamos uma aproximagao da iden-
tidade. Dessa maneira, o calculo das derivadas se reduz a um produto de

convolugoes.

Definicao 8 A convolucio de duas funcées f,g : R — R? é a funcao
f*g:R —R? definida por

(f*g)(z) = g flx —y)g(y)dy

Seja ¢(r) uma fungao C*°(R?) com suporte na bola unitéria ||z|| < 1 e

/ o(x)dx = 1.
Definicao 9 Chamamos aproximagcao da identidade a familia de fungoes
de(x) = e P(x/e), 0 <e< 1.

O teorema seguinte justifica o uso da aproximacao da identidade no

célculo das derivadas parciais. A demonstracao pode ser encontrada em (23).
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Teorema 6 Para toda f € L*(RY) as fungoes f. = fxp. € L'NC™ convergem

em norma de L' para f quando € tende a zero.

Observacao 6 —- Seja f uma fungao continua com suporte compacto em
Re. As fungoes f. = f x ¢ € CS° e convergem uniformemente em R?

para f quando € tende a zero.

— Uma aprorimacao da identidade pode ser gerada por

bo(z) = 0, |[2]| > R, du(x) = ndo(na) ¢ / bo()dr — 1.

Notemos que se ¢ é uma identidade aproximada e f é uma funcao, entao
8%j(f x @) = f % a%' Além disso, f * aa_;; — g—{j. Dessa forma, utilizamos
em nossos experimentos uma fungao spline o(z,y,z) como aproximacao da
identidade (30, 32) definida pela expressao o(x,y, z) = o1(x) o1(y) o1(2) (ver
figura 4.1), onde

(38— [a])’ =62 = |z]) + 15(1 — |2)* , 0<|z| <1

(2) = — (3 —|al)” = 6(2 — |«])° , <] <2

o1(r) = —=

! 120 (3 — |x|)° , 2<|z|<3
0 . |x] >3

Figura 4.1: Funcao spline o; de grau 5 em uma variavel.

As derivadas sao obtidas pela convolucao de f com a derivada de
normalizacdo do spline [ ~ f*xo e 0°f = [ x (%8‘“0). A constante ¢ é

determinada para cada ordem de derivagao a fim de compensar a escala entre
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o dominio |—3, 3[3 de o e o dominio real de f e garantir que as derivadas de

monomios de grau « sejam corretamente estimadas (17).!

Proposicao 5 Os estimadores obtidos dos vetores co-normal e normal afins
e das curvaturas Gaussiana e média afins convergem uniformemente para as
fungées v, £, K e H (em o1 tem suporte compacto) quando f é amostrada
com densidade indo para infinito, desde que f, f', f", f" e f% sejam funcoes

integraveis.

4.2
Implementacao dentro do Marching Cubes

1] "",'0‘0‘

AL

Figura 4.2: Incorporando os estimadores dentro do Marching Cubes revela
o padrao nao-invariante da grade baseado na estimacgao das derivadas. As
curvaturas Gaussiana afim C (& esquerda) e média afim H (a direita) antes (em
cima) com um aumento da escala e depois (em baixo) com a transformagao

afim ((0.9,0,0.9), (0,2,0), (1.1,0,0.6)).

Marching Cubes (25) é o algoritmo base para extragdo de superficies
implicitas. Ele opera em cada voxel de uma grade regular e, eventualmente,
gera alguns triangulos no interior dos voxels. Os vértices dos triangulos sao
calculados por interpolacao linear ao longo das bordas do voxel, gerando 0 ou
1 em cada vértice dos lados, dependendo se os valores da funcao implicita nas
extremidades da borda tém sinais iguais ou diferentes, respectivamente.

Podemos avaliar diretamente as derivadas através da convolugao discreta
apenas nos vértices do voxel, onde podem ser calculadas as estruturas afins v,
¢, K e H nos cantos do vozel (fora da superficie) e interpolar linearmente as

estruturas ao longo da borda, ou interpolar as derivadas ao longo da borda e

Wer também http://www.cs.duke.edu/courses/spring03/cps296.1/handouts/Image%20
Processing.pdf.
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calcular a estrutura afim nos vértices do Marching Cubes a partir das derivadas
interpoladas. A primeira op¢ao tem a desvantagem do célculo da estrutura
afim fora da superficie, e sem restricao de f, esta estrutura pode ser diferente
daquela na superficie.

A segunda opcao usa a interpolacao linear para todas as derivadas,
esta ultima opcao nao ¢ totalmente consistente: a interpolacao linear de
uma derivada de quarta ordem significa interpolar a funcao em si como um
polinomio de grau 4, enquanto que a funcao ¢ interpolada como polinomio de
grau 1. Isto é visivel na esfera de figura 4.2, onde ha variagoes de ruidos muito
pequenos e estao correlacionados com a estrutura da grade.

Esta tultima opcao de interpolar as derivadas no Marching Cubes e
em seguida calcular a estrutura afim leva a melhores resultados na pratica.
Apesar dessa melhoria com a segunda possibilidade o problema ainda nao esta

totalmente resolvido, como foi discutido no paragrafo anterior.

* o o
f Df A A7 ADf % f{ % é
? ty 5
Df07 D A’Afl
Dfi. s 40]
° ° °

vA™l AT K, H

Figura 4.3: Implementacao dentro do Marching Cubes. Na primeira linha
temos a primeira tentativa e na segunda linha a tltima tentativa que resultou
melhores resultados.

4.3
Estabilidade Numérica

O primeiro passo para usarmos o algoritmo Marching Cubes e cons-
truirmos o nosso algoritmo ¢é o calculo das derivadas até a quarta ordem. Feito
isso, se formos usar o método direto entao usamos as férmulas obtidas direta-
mente a partir do teorema da fungao implicita. Por outro lado, ao usarmos o
método com transformagao teremos que calcular inicialmente a transformagao
A, ou seja, devemos calcular as derivadas de f até a segunda ordem, depois
calculamos as transformadas das derivadas (ver equagoes 3-5), com isso pode-

mos supor que o gradiente é (0,0,1) e fzy = 0, ver teorema 5. Agora aplicamos
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esse resultado nas expressoes obtidas do método direto, obtemos as estruturas
afins com transformacao e por fim usando a contravariancia do co-normal afim
v, a covariancia do normal afim ¢ e a invariancia das curvaturas Gaussiana
K e média H obtemos as expressoes mais simplificadas (ver tabela 4.1 e a

subsegao 3.3.3). As principais etapas estao descritas no algoritmo 1.

Algoritmo 1: Implementacao dentro do Marching Cubes.
Entrada: Superficie
Saida: Invariantes afins: v, &, KC, H
bool compute_affine_struct_direct(Df, v)

bool compute_affine_structure_reduction(Df, v)
compute_derivate(Df )
compute_transf(Df, A, Ainv)
transf_derive(Df, A, ADf)
compute_affine struct_transf(ADf, v)

transform_back _affine_struct(A, Ainv,v)

As férmulas simplificadas sao mais estaveis que o célculo direto sem
transformacao, como confirmado em nossos experimentos. Usamos o software
Maple para otimizar ambas as férmulas diretas e com a transformacao, visando
reduzir o numero de operagoes. A comparacao do numero de operacgoes nas
formulas diretas e simplificadas mostra claramente o ganho de estabilidade

das férmulas simplificadas (ver tabela 4.1).

Matrizes Aplicagg)es Férmulas Total

A AT de O(f)  simplificadas
Sitmplificada 749 7.335 1.783 9.867
Direta 23.690

Tabela 4.1: Ntimero de operagoes de cada passo do estimador para um tnico
ponto. As férmulas simplificadas s@o muito mais concisas e sao mais intensas
computacionalmente nas operagoes de mapear as derivadas.

A principal ferramenta de derivacao para obter as férmulas das estruturas
afins de superficies implicitas vem do teorema da funcao implicita, onde todas
as derivadas de g sao obtidas através de uma divisao por f,. Portanto, qualquer
implementagao numérica pode sofrer quando o gradiente é quase zero. Nas
férmulas simplificadas essa instabilidade é confinada na transformagao A (em
especial na escala nao-uniforme 5).

Além disso, a métrica Berwald-Blaschke degenera d = 0 quando a curva-

tura Gaussiana Euclidiana é zero. Em particular, as curvaturas afins devem ser
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infinito em pontos de sela, que sao delicadas de lidar em um contexto numeérico.
Um tratamento independente dos pontos de inflexao tem sido proposto para
as curvas através de uma cuidadosa reamostragem local (13) e poderia ser es-
tendido para as superficies em trabalhos futuros. Esta instabilidade permanece

no interior da férmulas simplificadas.

4.4
Medidas de Qualidade

No célculo da estrutura afim de isossuperficies o critério mais complicado
é o da invariancia, pois o processo de amostragem da funcao implicita f em uma
grade regular nao é invariante sob aplicacdo afim (ver figura 4.4). A qualidade
de um estimador geométrico é geralmente medido através de quatro critérios:
invariancia sob mapeamento geométrico, erro em comparacao com a medida
exata geométrica, convergéncia para a medida continua, quando a amostragem
se torna mais densa e robustez ao ruido.

Além disso, ao verificar a invariancia por meio da comparacao dos esti-
madores afins de uma isossuperficie antes e depois de uma transformacao afim,
os vértices gerados pelo algoritmo Marching Cubes nao estao em posigoes cor-
respondentes e nao uniformemente distribuidos. Apesar de tentarmos reduzir
essa disparidade nos experimentos com a fun¢ao implicita analitica adaptando
o dominio transformado em uma caixa delimitadora da imagem do dominio

original, uma medida com invariancia global ainda é dificil de implementar.

i [T T T T 7y ]

A AT A

A LT
LT 77777

Figura 4.4: Correcao do dominio caso bidimensional.
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A figura 4.4 ilustra a correcao do dominio. Aplicando uma transformacao
afim na func¢ao e no dominio (em cima) modifica o dado de forma invariante,
mas gera uma grade nao ortogonal. Mantendo uma grade ortogonal modifica o
dado de forma nao invariante afim (no centro). Aplicando uma transformagao
afim na fungao e corrigindo o dominio (em baixo), modifica o dado de forma
invariante afim e gera uma grade ortogonal.

Usamos em nosso algoritmo a terceira opcao, ou seja, ao aplicarmos
uma transformagao afim B na superficie corrigimos a caixa delimitadora da
superficie calculando os valores maximos e minimos das coordenadas depois
da transformacao B. Supomos, sem perda de generalidade, que a caixa inicial
delimitadora seja um cubo cujo comprimento das arestas seja 1, ou seja, os
valores minimos e maximos das coordenadas iniciais sdo: x[0] = x, = 0,
y[O] = Ymin = Z[O] = Zmin =0 € l‘[l] = Tmaz = y[l] = Ymaz = 2[1] = Zmaz = L.
Denotemos por Pijx = {(z[i], y[j], 2[k]), (i, j, k) € {0,1}*} os pontos do cubo e

sejam

Winin = mingj{Piju}, W = 2,9,z e Py, = B~ Pyjny

Wmaz = ma$i,j,k{pijk}

os pontos da nova caixa delimitadora. Dessa forma, obtemos a correcao do

dominio.



5
Familia de Paraboldides

Este capitulo tem por objetivo apresentar a parcial falta de solucao ao
primeiro problema proposto para essa tese, a saber estender o modelo de

poligono parabdlico para superficies.

O problema inicial proposto para esta tese foi mostrar que dado uma
amostra {(p;, n(p;)}2_; C S x S?, onde S é uma superficie mergulhada em R?
e S? é a esfera unitaria, poderiamos obter um paraboléide passando por estes
pontos e normais. A motivagao veio do modelo de poligono parabdlico (13) que
mostra a reconstrugao de curvas através da geometria afim. O modelo para
superficie utiliza paraboldides em cada triangulo. Provamos que é necessério
impor algumas condigoes sobre os normais para existir o paraboléide passando
por (p;, n(p;)). Mostramos que sobre certas condi¢oes da amostragem de pontos
e normais existe uma familia de parabdloides que passa por trés pontos e
possuem os normais definidos nesses pontos. Tentamos resolver o problema
completo utilizando cibicas osculadoras, mas até o presente momento nao
temos uma solucao.!

Seja {(pi, n(p;)}o., C S x S? uma amostra, ou seja, temos trés vetores
normais definidos em {p;}?_,. Podemos aplicar uma transformacao afim A que
leva esses trés pontos para os pontos (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1), em coordenadas
homogéneas A™' = (p; — t,py — t,p3 — t,t), onde t é um vetor de translagao
qualquer. Podemos definir t = p3 — N3, t,, = 0 tal que n(ps) = ez = (0,0,1).

Usamos a representacao geral de quadrica

F:R® — R (5-1)
(z,y, 2) — ax® + by* + cz* + 2dwy + 2exz + 2fyz + 29z + 2hy + 2iz + j = 0.

Notemos que o gradiente de F' ¢ paralelo ao vetor normal N, assim

existem coeficientes {\;}?_; € R — {0} tais que

VF(e;) = Amn(e;). (5-2)

INessa busca recebemos muita ajuda do professor Carlos Tomei, que agradecemos muito.
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Queremos encontrar os coeficientes a, b, c,d, e, f, g, h, 1,7, \1, Ao € A3.

Se assumirmos que j # 0, entao sem perda de generalidade podemos
definir 7 = 1. Notemos que temos 12 equagoes e 12 incognitas sendo que 9 delas
foram obtidas a partir da equagao (5-2) e as demais da equagao (5-1). Podemos

escrever essas equagoes em termos de um sistema linear nao homogéneo, a saber

(100000200 0 0 0 ][ a] [ 1]
010000020 0 0 0 b ~1
001000002 0 0 0 c ~1
200000200 —n(p) 0 0 d 0
000200020 —np) 0 0 e 0
000020002 —np) 0 0 F1 o
000200200 0 —n(p2)1 0 g | | o
020000020 0 —n(p2)2 0 h 0
000002002 0 —n(p)s 0 i 0
000020200 0 0 0 A 0
000002020 0 0 0 A2 0
(002000002 0 0 =1 ][] | 0]
A

Usando o programa Maple, obtemos que A\; =0, : = 1,2, em particular
temos uma solugao que nao respeita n; e ny. Logo, devemos encontrar condicoes
sobre os normais que nos deem um resultado mais amplo. O préximo resultado

foi obtido com a ajuda do Maple.

Teorema 7 Se n(p;) € simétrico a n(py) pelo plano ortogonal a n(ps) bissetor

a p1Ops, em outras palavras se as componentes dos vetores normais satisfazem

n(p2)1 = n(p1)2, n(p2)2 = n(p1)1, e n(p2)s = n(p1)s. Entao det(A) = 0 e

portanto temos uma familia de quddricas a um parametro em A\

F(z,y,2) = (1+n(pa)eh)a® + (1 + n(p2)2d)y” + (1 + (n(p2)2 — n(p2)s) M) 2*
(

+ 2 (H% (n(p2)2+n(p2)1) A ) Ty+2 ( %n p2)2A )

(o) (1) o
- [(1+%”(p2)2)\1) y+(1+;( (p2)2—n(p2)3) A ) ]

Vamos encontrar o valor de \; de tal forma que a quadrica seja um

paraboldide.
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Seja () a matriz da forma quadrética associada a quadrica dada pela

equagao (5-3)

1+ n(p2)2M1 1+3 (n(p2)2+n(p2)1) A1 1+3n(p2)oM
Q=| 143 (n(p2)2+n(p2)1) M 14+n(p2)2A1 1+ 3n(p2)2M
1+3n(p2)oM 1+3n(p2)oM 14+(n(p2)2 — n(p2)3) M1
Obtemos
Aet(Q) = ~ R (p2)s — n(p2)2) (n(p2)on(pa)i o — nlpa)in(pa)sh (54)

+ n(p2)1 + 2”(192)3/\1 - 3”(192)2”(192)3)\1 + 3”(192)2 - 4”(292)3)-

Queremos que a quadrica seja um paraboldide entao temos que ter
det(Q)) = 0. Assim, na equacdo (5-4) temos um polinémio em A; de grau

3, cujas raizes sao

—n(p2)1 — 3n(p2)2 + 4n(p2)s
—n(p2)2n(p2)1 + n(p2)1n(p2)s — 2n(p2)3 + 3n(pz)2n(p2)s’

0,0e¢

Se A\ = 0, entao temos um caso impossivel, terfamos na definicao de
F que (z +y+ 2z —0.5)? + 0.75 = 0. Portanto, estudaremos o caso em que
A1 # 0. Substituimos o valor de A\; em Q e calculamos os autovetores {v;}3_; e
autovalores {;}?_;, obtemos um autovalor nulo. Definamos a matriz diagonal
D = diag(ay,as,a3 = 0) = PQP', onde P ¢é uma matriz formada pelos

autovetores {vy, vg, U3}.

Figura 5.1: Paraboldide eliptico original (& esquerda), e apds a primeira (centro)
e segunda (a direita) transformagoes, respectivamente.

Afirmacao 2 Eriste uma transformacao F : R> — R, tal que

1. F(x,y,2) = F(l,m,n) = Pa; + m2ay + 21§ + 2mh + 2ni + j

2.7=1J
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Demonstragao: Definamos P(z,y, 2)" = (I,m,n)". Observemos que

F(r,y,z) = X'QX+X'N+j
— X'PPQP'PX + X'P'PN +j
— R'DR+ R'S + 3,

onde X = (z,y,2)", R=PX, N =(2g,2h,2i)" ¢ S = PN. Portanto

F(l,m,n) = Paj + m*ay + 21g + 2mh + 2ni + j.

Figura 5.2: Paraboldide hiperbdlico original (a esquerda), e apés a primeira
(centro) e segunda (& direita) transformacoes, respectivamente.

Utilizando a afirmacao acima, vamos fazer mais uma transformacao

de tal forma que a equagao do paraboldide fique mais simples. Definamos

l:u—fl, m:v—a%, e n = w, assim seja
- g
f(l,m,n) = ayu® + av?® +2wi + k, onde k = —— — 2= + 5.
(6) a1

As figuras 5.1 e 5.2 ilustram as transformagoes que fizemos. Um fato
interessante é que nao existe um paraboldide osculador a superficie que seja
invariante por transformagoes afins (37). E possivel mostrar a existéncia de
cubicas osculadoras a superficie, e existe uma transformacao afim que leve
tais cibicas em outras que sao simples de entender. A classificacao dessas
cubicas depende do sinal da métrica. A demosntracao da existéncia das cubicas

osculadoras equivale a mostrar que o normal afim é vertical e dado por
¢=1(0,0,1).



6
Resultados

Neste capitulo comentaremos sobre nossas experiéncias com os estima-
dores afins no caso de superficies implicitas. No caso paramétrico discreto
obtemos uma solugao parcial do problema para a interpolacao do paraboldide
em uma amostra de trés pontos e planos tangentes definidos neste pontos (ver
capitulo 5), j4 no caso paramétrico suave conseguimos alguns resultados que
foram discutidos no capitulo 2.

Experimentamos os dois estimadores afins introduzidos nos capitulos 3
e 4 , aplicando as férmulas diretamente, chamado de método direto e o de
calcular a aplicacao local A para usar as formulas simplificadas referido como
o método com transformacao.

No método direto, um dos eixos deve ser escolhido em cada ponto para
servir como a dire¢do z no teorema da funcao implicita. A fim de reduzir
a instabilidade numérica escolhemos o eixo com o qual o gradiente é mais
alinhado, ou seja, nds escolhemos = se |f,| > |f,| e |ful > |f.] (ver
figura 6.1).

Figura 6.1: Comparacoes do normal afim ¢ quando calculado usando: z na
derivacao implicita (a esquerda), o eixo na maioria dos casos alinhado com o
gradiente (meio), ou a nossa reducao geométrica (a direita).

O método com transformagao segue os passos da se¢ao 3.3.2.

Trés grupos de dados foram analisados. Primeiro geramos fungoes
implicitas (ver figuras 2.7, 3.2, 3.4, 4.2 e 6.1), onde calculamos as estrutu-
ras diferencidveis exatas v, £, K e H, a fim de calcular o erro dos nossos
estimadores. Como o célculo diferencial é extensivo, incluimos somente su-
perficies quadréticas (ver tabela 2.1). O segundo conjunto de dados de fungoes

implicitas f(p) (ver figuras 3.3, 3.5 e 6.2), onde podemos mostrar exatamente
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a imagem afim de superficie através de f(A(p)) para verificar a invariancia do
estimador, com a restricao discutida na secao 4.4. O ultimo tipo de dados sao
isossuperficies amostradas numa grade regular estatica, gerada como funcoes
distancia a uma superficie triangulada (ver figuras 3.1 e 6.5).

Tais isossuperficies sao geralmente mais complexas e seria um primeiro

passo para uma aplicacao mais especifica dos estimadores afins.

25

=75

..,

H‘ >s 0\
Y
-125

-82.5

i / \ /
LW 00 \/ LW 00 \/

Figura 6.2: Comparagao na superficie de equagao 222 — sin(5z + 3y* — 1) = 0
dos estimadores da curvatura média H (em cima) e da curvatura Gaussiana K
(em baixo), usando método direto (& esquerda) e o método com transformagao
(a direita), com a mesma escala de cores, ambos métodos mostram desconti-
nuidades nas regides degeneradas K, = 0.

Estabilidade Numérica As definicoes das curvaturas afins requerem o calculo
de derivadas até a quarta ordem, dai qualquer estimador serd muito suscetivel
a erros numéricos. A reducao geométrica que apresentamos permite reduzir o
erro numérico ligado ao alinhamento com o eixo do gradiente. As figuras 3.5 e
6.1 mostram claramente que a qualidade do estimador direto diminui quando
a direcao se torna mais obliqua, provocando descontinuidades nas mudancas
de eixo (semelhante ao caso mais simples de curvatura Euclidiana de curvas
paramétricas (24)), defeito que é corrigido pela nossa redugao.

Além disso, esta grande redugao simplifica as férmulas (ver tabela 4.1),
o que melhora bastante a estabilidade numérica. Isto é ilustrado na figura 3.4,
onde o paraboléide teria curvatura 0, mas o método direto introduz um ruido

de ordem 107° neste simples caso. A reducao permite identificar claramente
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as regioes onde a métrica degenerou, ou seja, d é proxima de 0 como mostra a
figura 6.2.

Direto Transformacdo
25 102
T K(p) - — H(p) . K(p) — H(p)
(Ap) — H(Ap) s — K(Ap) — H(Ap)
2 ‘\:‘
2
2 3
> [e]
S 15 + 3
® I °
° = £
i1 R B S— |
05 . N N . . . . ,
40 100 160 220 280 40 100 160 220 280
Tamanho da grade Tamanho da grade

Figura 6.3: Convergéncia sobre o modelo da esfera: erro absoluto em relagao
ao tamanho da grade, antes (s6lido) e depois (tracejada) da transformagao
afim da figura 4.2: método direto (a esquerda, em escala linear) e o método de
transformagao (a direita, em escala logaritmica). A barra de erro representa o
quinto da variancia do erro absoluto.

Estimacao do erro e convergéncia Nos modelos onde podemos obter as ex-
pressoes analiticas da estrutura afim, essencialmente as quadricas da tabela 2.1,
podemos calcular o erro em cada ponto gerado pelo algoritmo Marching Cubes
utilizando diferentes tamanhos de grade. Os graficos obtidos sao semelhantes
aos da figura 6.3, que é o caso da esfera. Podemos observar que o método direto
tem um erro residual que nao diminui com o tamanho da grade (nem a sua
variancia), enquanto o método com transformagao mostra tendéncia de uma
boa convergéncia mesmo aplicando uma transformagao afim, ou seja, olhando

para f(A7!(p)), mantendo uma variacao de erro muito baixa.

Invariancia Afim Como foi discutido na secao 4.4, a medida da invariancia
afim é complicada quando experimentamos isossuperficies. Geramos os histo-
gramas de distribuicao da curvatura Gaussiana afim IC antes e depois de uma
aplicagao afim. Podemos comparar os resultados obtidos pelo método direto
e com transformacao em um modelo de toro (ver figura 6.4). Mais uma vez
o método com transformacao preserva melhor o significado geométrico das
medidas estimadas.

Mesmo em isossuperficies mais complexa, como a retratada nas figu-
ras 3.1 e 6.5, as curvaturas e as regioes degeneradas sao claramente mapeadas

a partir dos diferentes modelos da mesma classe afim.
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Limitacoes Como mencionado na secao 4.2, o processo de amostragem nao é
invariante afim (ver figura 4.2). Embora isto leva a algum erro no processo de
estimacao, nao leva a perda significativa em modelos bem amostradas como os
da figura 6.5. Além disso, como foi dito no capitulo 4, as quantidades afins nao
estao definidas se o gradiente de f é proximo de 0 ou se a curvatura Gaussiana
Euclidiana K, zera. Enquanto o segundo critério define corretamente regioes
invariantes afins (ver figuras 3.3 e 6.5), o primeiro é um problema numérico
mais dificil. Finalmente, a qualidade das aproximacoes das derivadas é crucial
para todo o processo, o que pode prejudicar o uso direto de tais estimadores

em dados ruidosos.

Direto K(p) Direto K(A(p))

. -
12%-— M 1k

.
_ 10%-
8% | S5

% 6% -

aal % |
| 2% ﬁ—v—ﬁff‘_(

Transformagao K(p) Transformacado K(A(p))

M 12%—

12%~

10%— 10%—

8% — 8% ]

6% | 6% |

4% _| 4% _|

2% _| 2% |

2
Figura 6.4: No toro 22 — <\/ac2 + y? —O.5> = 0, a distribuicao da cur-
vatura Gaussiana afim K é melhor preservada sobre a transformacgao afim

((1.4,-0.2,0),(0.1,0.7,0), (0,0,1)) se usamos o método com transformacao
(embaixo) do que o direto (em cima).
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Figura 6.5: Mesmo em uma isossuperficie mais complexa, a curvatura Gaussi-
ana afim estimada com nosso método é preservada apés uma aplicagao afim.



7
Conclusao e Trabalhos Futuros

Esta tese apresentou algumas propriedades geométricas invariantes por
transformagoes afins em superficies regulares (paramétricas ou implicitas).
Além disso, introduzimos dois métodos para o calculo de tais invariantes afins
no caso de isossuperficies.

Mais precisamente, com o auxilio da geometria diferencial e os resultados
da geometria afim apresentamos as principais propriedades geométricas inva-
riantes por transformacoes afins em superficies em R3, a saber a métrica de
Berwald-Blaschke, os vetores co-normal e normal afins e as curvaturas Gaussi-
ana e média afins. Uma vez conhecidas essas propriedades no caso paramétrico
estendemos tais resultados para superficies implicitas com a ajuda do teorema
da func¢ao implicita.

Para calcularmos as estruturas geométricas, desenvolvemos dois métodos
os quais denominamos de método direto e método com transformacgao. O
primeiro consiste em aplicarmos diretamente as férmulas dos invariantes no
algoritmo base Marching Cubes, o que em particular causa instabilidade
numérica, ja para o segundo construimos uma transformacao afim que deixa
o vetor gradiente vertical e garanti que a derivada mista da funcao que define
a superficie seja nula, isto possibilitou uma enorme reducao dos calculos e
resultou em estabilidade numérica e invariancia das propriedades geométricas.

Em experimentos realizados no problema do calculo dos invariantes afins
em superficies implicitas, verificamos que o nosso método com transformacao
mostra-se capaz de reduzir o erro numérico ligado ao alinhamento com o eixo
do gradiente. Além disso, este método possibilitou uma grande reducao das
formulas o que melhorou bastante a estabilidade numérica. Verificamos ainda
que o método com transformacao mostra uma tendéncia de uma boa con-
vergéncia mesmo aplicando uma transformagcao afim. Outro ponto importante
no nosso estudo foi a medida da invariancia afim que é complicada quando
experimentamos isossuperficies. Geramos os histogramas da distribuicao da
curvatura Gaussiana afim e vimos que o método com transformagao preserva

melhor o significado geométrico das medidas invariantes.
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Além disso, deduzimos uma interpreta¢ao geométrica da curvatura Gaus-
siana afim através da relacao entre o calculo de area de uma regiao a partir
da parametrizacao da superficie e da area da superficie parametrizada pelo
normal afim. Definimos vizinhanc¢a tubular afim e provamos a existéncia local
e global desta para superficies conexas, compactas e estritamente convexas.
Uma aplicagao futura desse resultado seria o uso na reconstrucao de superficies
através de off-sets afins. A partir do conceito de superficies paralelas afins, pro-
vamos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que a superficie paralela fosse
regular, tal condigao envolve as curvaturas Gaussiana e média afins além da
existéncia da vizinhanga tubular afim. Generalizamos a formula de Minkowski

para a geometria afim.

Este trabalho abre novas possibilidades em problemas relacionadas a
invariancia afim, que é uma propriedade tao desejada em varias aplicagoes em
computacao visual. Algumas opcoes para a continuacao do presente trabalho,
na linha geométrica, incluem reconstrucao de superficies usando as cubicas
osculadoras, propriedades geométricas invariantes afins, superficies paralelas
além da determinacao de novos invariantes afins como o invariante de Pick.
Utilizar as curvaturas afins para segmentar superficies. Outra linha de trabalho,

mais relacionada a andlise numeérica, é a melhoria do calculo das derivadas.
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A
Calculo dos Invariantes Diretamente

Este apéndice tem por objetivo escrever os invariantes geométricos de
uma superficie implicita S = {(z,y, 2) € R?/f(x,y,2) = 0}, onde f é de classe
C* e 0 é valor regular de f, a partir da prépria funcao f e reforcar a ideia que
isto inclui um longo calculo. Sabemos que toda superficie regular pode ser vista
localmente como um grafico G = {(z,y, g(x,y)/(x,y) € U}, em particular na
secao 3.1 encontramos o plano tangente, a métrica afim escrita em termos da
funcao f. Outros elementos geométricos importantes sao o vetor normal N, e

a curvatura K, que sao dados, respectivamente, por

_ (_g:m_gy’ 1) 2 2 2\—1/2
Ne - g%+g§+1 _(fz +fa:+fy) (fx7fy7fz)
K _ (fzzfyy - y2z> fzz + (_2f:r:yfzz "’ 2fa:zfyz) fyfx

} (F24 124 12)
2 (_fxzfyy + fa:yfyz) fxfz + (fm:tfzz - 12=z) ny
+ 2
(f2+ 12+ 1)
D2 byt Faafye) ot (Fanfy = 13) 2

(f2+ 12+ f2)°

Notamos que ¢é preciso fazer um escalonamento do vetor normal N,
usando a curvatura K, para obtermos um vetor contravariante o co-normal

v (ver se¢ao 3.2) cuja férmula em fungao de f é

1
- fud¥

14

( f$7fy7fz )7

onde

d:%' < (fyyfzz_ 52) fx2+2(f:czfa:y_f:mfyz)fyfz+
(fzzfm - x2z) f; + 2 (fxyfyz - fyyfm) fzf:v + (A‘1>
(fxa:fyy_ ;12:y) fz2+2(fyzfxz_fzzfmy)fxfy>

Encontraremos a expressao do normal afim a partir da funcao f.
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Utilizando os célculos e defini¢oes da secao 3.2, temos as componentes
do vetor normal afim em funcao das derivadas da fungao g. Usando a regra da
cadeia obtemos as expressoes das derivadas da funcao g até a terceira ordem.
Substituindo estas expressoes nas férmulas explicitas de £ dadas na segao 3.2,

obtemos as coordenadas de &

&= a| f2 (= fofoyforFowy — 20y fyFoyeFor + FofosFosFugy + FonFolyen oo
FofuFoyfyee = Funfufooefoe — Afonforfoy — Aoy fon + Afyy foo fre
t 2ffoyfosfyge + gy fogFoefoe = 2F- FyuFoe Foye — FyfozFoyy o
2y S oy + oS faee + Fo Ly fon Fogy)
+ Lo 8FyuLosfegfyfer—2FeufyyfyFor L =2 Fopfo fon Fras 4 L= Fyy o Fows foe
t 2ffogy foufoFoe AL fy Fos Fogy Foz— AL fy Foy Foge foe—2F - Fuy Fuy fy froes
— 12f. fyy foyfoefye =200 fox foyy oz =202 Fyy Foz Foyy — 27 Fayy foy Fo-
AL fyy foy Foge + 2Fay 2 foee fye + 202 Foyfoe Fowy — 2FFuf 2 Fony
— 2ay Sy S foe = 6 fyy S fyfy + 2f - foafonfoy = 2f- Loy fry o
— 6fy LSy S = 2fo fyfrng 2 A 282 fany fyofon + 202 Fyy Fray fre
+ Afyfasfyfoy — 2f:foofyufye = 202 frva fpy + 2fec fufye
+ 21 f2 e = 265 fawe Sy + O S fr = 202 oy e + 85212, 1)
t f2 (2fvefonefye— 2 ayefrot Frogfonfoo— Foofoze fyz— Fova Forfyet Foo Fyon foz)
+ S2 (fofaafyyfrze — e Frayforfye = 2 oo Fuye foz = 2F - foy fruz Sy
— fofoaFoyFyer = 2fuafygfoefor — 2 Foy For Fown + Afve Fuy Fye fon
v fofyyfonefor = 2feef2 foe + Afo faye Foyfor — 202, for fos
+ 2fefoun i 2F- o + 20y £, = FoFoyFrong Foz + 21 Frnfuy=Foe)
+ fy (=2 fonfegyfue + 8Fefeafyyfoefye + 4F-F2y Fozfye = 6f-fyy fey fo
+ fffmrfyyyfrz + 2fz2fmfryfyyz = 2f. faae g fay froz + 4fz2fa:yfyzfmy
— B2 fyyfunafye — 202 F2 foge + 202 Loz + 3F2 fyy oy Sz
— 22 foufyufoge + 202 Fyy Foy Frne — AF2 Fuy Foyy foz — 6F foafoy f2.)
+ AL funFyyLayFye + 202 Foy Fogy + 4T Fyy foe Foy = 2 Faw Foy Fyuy
= 3 feufearhy— AL LR S L P2y 2 o o Fo— AT o fo 2,

onde

a= (4(f3d3/4> (_fwzfyy + fmyfyz) fm+fz (fza:fyy - fa?y)—i_(_fzzfyz + fxyfwz) fy)_la
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§o = a[fg (_meyzf;z+fzzfxyyfyz+fyyfrzzfyz+2frzfyzfyyz_frzfzzfyyy_fyyfrzfyzz)

+

+

_|_

S22 (=2faafyeLonfyy + Ao foyeFoyfoe — 2faay Sy foe + Afyy Sz foy fo

~ 2o fuyfyefy + 2fanfyFoefayy + Foluafyy Fyne — 2F2Fyy Frwe fye

— 2y frfye = 2ffuntyfuge — FolygFomeFoy + 2F:Fyyfoe Foye + 2fanfi.

— 2fefoefayfoye + FoFaafozFopy — 200 Fyefez + 2feacfy f = 202 Fyyfy

2L f2 fygy — AfofoeFogyFoe + 2foe foyFyfyee + 2F-f i Fray — FofozFoyy foy)
fo 2fpfofy ¥ 2Ffoyfoe = 2022, Faye + 202 Fuye £ — 2812, Fy Frny

+ Af2 forfayFogy + 312 FooFoyy foz — 202 Foo FyyFoge + 22 oy fyFz

+ fawuzafo Loz = 312 faafoz Fyyy + 207 faw Foy Fyyz — FouFazfyenfy

—  6fufofi for  fouofyefofor — 2f s fonafofoe + 2 Fyy Frwo e

— farfoogfo foe = F2 FyyfonFray — AF2 Faoy fozfoy + 202 FyyFooe Foy

— 22 forfurefye = 6o fyySafoy — 6= foafpefoy — 6 foafosfonty
Afofuef2yfoe + AL FufyeFoy = 20 foafyy Foz foy = 2faa fyy FazFy Sz

8 foafysfoyfulee + 2 Fuay foyfyfe + AfsFofy Fray Fyz — 2Fs FoaFoyyfu o
— AfoforfyfouFoys + AL oo forFyefy — 2F- foaFoy foFyee + 81 FowFyy foo Foz)
[y (= Feteafoeefoy + Afun e f20 + Afsa foz Fay Foz = 21 Faw faz oy

—  fofoaaforoy + 2f - foofowefoy + foFoafooyfor — 4f g fonf i
oSSy — AL fay)

fo (Z2F2F2 Fope + 2F2 foa Fogy fow + 2F-fiufonfyy — 2 Foa f2y fo

—  2f2 fruy foyfoe + 202 Frawfoe Foy — 12 fowfoe Foy Fuz + 4F2 Fow Foye Foy

6 fofrfee = 212 fuutyefoay — 2F s foafyyfre — 202 F2, Fous + 8F-fraf2)

Af2 ooy = 312 foafoyyfoy + 202 F2y fawy + AS7 fow fyy oy fo

A f2 fuafyafiy = 12 Fouo FayFyy + F2 Fupy Faw + F2 Faa Foay Fuy — 412 FaufyzFoy-

+ o+

E finalmente,

53 = a[fg (_f;yfxzz_’_nyyfyzfxyz_fyyfzzfxyy_2fwyfyzfyyz+fxyfzzfyyy+fyyfwyfyzz)

+

_I_

F2 F o fyyForfoyy + 20202 + 2fuafy FoeFoge + 2 Fogy Fon foe

—  Afefyy Loy foge + 2faxfyfoyFoge — 2Fgyfozfoyefy = FoofyFoy Foyy

— faakoFyeefoy +AT2 f = FoafyfeeFopy — 2F gy fonsfyefy — 2F FoyFor Foyy
+ 3fyyfoyfufoss — 2f-Fyy foayfye + 2f-Fooe Sy — 2fvafyg e — 2fgu Sy oz
2y foayfyfoe — 200, Folyer + 2faafocfoy + 2F o fryFyye — A gy Loz fyefoy)
fo Cfsfyyfowofyefy = 2F: FoufyFoay foe — Af=Fyy Foyfy Fowe — 2 Fow Fogy Fyz Fy
AL ool yy foye Ly + 2F o foafoeFyfogy — A Foo oy Foys + 8= Frafyy Foyfy-
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_|_

1y
Iy
_l’_
_l’_

ty

8 fuwfyyfoefuely = Afuafyy fogfofos — ST L2 e + AF2, fy o
212 fuyu oy — 2funafokoy + ALofoy foye by = 2Faafoy=Foe fr
2 foafoybowy — FooluyFooefy — 2feaforFoyefo + 3faa oy fy oo
FupFovaforf? = Fayf2 Fon fony + 32 FyyFoy Fooy + 2Ly f2 Fox Fows
2 a2 fowe fye + 2fanfoyyf 2 fos — T2 fon Fygfogy — ST Fonfurf2y
AfyyFogfyfie + 8F-Fuyfozfoy = Al feyfyofy = T2 frnaoy)
(~Fua Fowyfrot FowefonFoy+2Fun foo Foge+ Foo Fooe Foy— 2o oo
2fux frosfoy)
(412,12, = 2f-fuafoyyfoz — Afofow FoySoye + 22 faw Fray fye
2o 2 Fras2f 2 2+ 2 Fuwy foy foe — i foz foy foe
2f 2 fyge = 2fuaf 2 gy + 202 Fon fuy — 2Fee 2 for = 2 Fuwa fyo foy)
(= F2 foaFyp Fony + F2 Loy Fowafoy + 382 Fuw foy Fogy + 8. Foa Foy foy fo-
8f 13y foz = 82 fuetuy — T2 Foefyyy + 8F-Fuu f2y Foe — 202 F2y fray)

Notemos que ao substituirmos f, =0 = f, = fz, e f. = 1 em & temos

exatamente a expressao do £ dada no capitulo 4.

Agora, queremos calcular as expressoes para as curvaturas afins, para

isso é necessario calcularmos as derivadas do co-normal afim v e do normal

afim £. Denotaremos por v, = (0,1, 0y, 0513), vy = (Oy1n,0y2,0y13) €

gx = (a:rfl? axf?a 8163)7 gy = (8y517 ay£2> ay&’))' Obtemos,

895 1241

an2

1 2 2
W : (gxgxxxgyy + gxgxxga:yy - 2g$gmygmxy - 4g;g;cgyy + 4g:v:cgg;y)>

1

4d5/4 ) (gyg:mxgyy + 9y9zaGryy — QQnyygmy - 4gxygmgyy + 4gf§y),

1
4d5/4 ’ (_gac:cq;gyy — YzzGzyy + 29xygarxy)

1 3
W : (gxgmcygyy + ga:gxxgyyy - 2gochygxyy - 4gocygoc:cgyy + 4gxy)7

1 2 2
Ad5/4 (gygm:ygyy + 992 Gyyy — 29yYayYayy — 4gwmgyy + 4gyyg;py)7

1
T Ade/A (GeayTyy + GaeGyyy — 202y Tayy)

onde as expressoes de gz, Gy, Gzzs Juy € gyy foram dadas no capitulo 4 e as demais
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derivadas sao

A 72 ! 72
i [
- _fmxy fyzfmz + 2fa:f:):yz + 2fxzfmy + fxxzfy
gxa:y - fz + 2
+ —2 :ngy B fa%fyzz — fzzfyfzm — zfzzfmfxy — 4fxzfyzfz — Qfmfa:zzfy
3
f f?
. _fmyy 2fyzfxy+fzfyyz+fxzfyy+2fxyzfy
gl‘yy - fz + 2
o 4fyzfyfxz + 2fzzfyfmy + fwzzfi + 2fxfyzzfy +2 y2zfm + fzzfxfyy
3
Bfockonky +6fyefyfocte + fifofoe  3f21f]
i 7 BE
Guyy = _fyyy + '?)fyyzfy +23fyzfyy + _3fZnyfyy o 63y2zfy - nyZng?
fZ fz fz
i Iz T

As derivadas do normal afim com relacdo a x e y sao

Buly = @ (=126, GrawyGyy + 300G gy Gy — 399229y yyJayray
— 392aGzyTyyyJuzadyy + Tonabsy + 8YnyTrayy + 200cYayyuyYzan
— 79309y GyyyGayy + 1095, 9oy GyyyGary — 359mx9§y9xygmy
+ 2602, GayyGrzaGyy — A9zaTrzyyTyyTay + 4950 Gzayyyy Guy
+ 2 GowGayGayyyGyy + 1200y Yraoy Ty Yoz + 309,90y Iyy
+ 1892, 92y 9us — 2402, GuyyGuzy — 4920 Gzayy Ty — AszaTyTyyy
— 490005, Goyyy — Azws2TyIus + AaaeGayTay + 12000, 90y G -
Oula = @ (=792yToraToy — 1202, 900zayy — 12000y Tay + 8YzaayYay
— 2102y GoaToyy T T9oGyyyGayy — 495, YawzaTyy — 1695, GoaeGayy
— 4G5 GayyyTyy + 4900 9ayyy Ty — AzaayTanTay + 289aayToyTeasJyy
+ 4A8Gaay Gy GraTayy — JoaTyyyJrasyy — 14900 TyyyTayTaay + T9sayYaaFiyJaaa
+ 15000y Gyyayy — 30920y GraGyyGry — 49uaryGayGraGyy + 49y Gaaraiy Gra

+ 1292y9§x9mmyygyy + Swagyyygmwgzy — 1290y GowaGyyJaaJeyy)

1
0:83 = W’(Zlgxgmxmcgsygiy - 4gxgmx9:x92ygxa: + 4g§xgyga;yyyg§y
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- -

83/51 =

+

+
1

A3 9y GryyyGyy + 1205, 9090wy Toz — 2400 GayyGay Juay + 180000y, Iy Jan
09y Frzadry + 309y 9292y ey — 219209y ey Tayy + 39209y 929y,
7gix9y9yyygmyy - 129yy9mgiygmmy - 129m9y9;?£ygmyy - 169xww9y9§y9xyy
492 9 Gy Gazzy — 4900y IeGazyy — A9yyTyGazaaTey — A9aaYay Iz Tayyy
AGavaToyTeTyyy — 149509y GyyyTayTzay — GonTyGyyyYasaTyy
29209,y 92 TzyyGzae + 159aeGyyGyTuzyFayy + 19s2GmyTyYasyJaaa
3090 Gyy Ty YazyJay + 489us Gy Gy JoyyTuzy + 8YmyTyYusay

39922 9yy 9o Ywyy Yoy Grzy — 129229y GuyJryy Yo Gyy — 39z29wyJaJyyyJusJyy
3591 GuarGipy Gy Guzy + 1090202y GeGyyyGury — 1920 9ryTaGyyyJayy
28Gyy Gy GrzaTayJary + T9x9r0nGny + 4900 GrzyTeGyyyIuy

492 9oy G2 GayyyTyy + 490y 9y TrzasJay Yz + 89usTyGyyyTrzaTay

12029y GayYzayyGyy + 1200y 929y GazayFza + 2690 GayyayGrasGyy
12929y 92 0y + 89aYzayy Ty — 492y 9yTraayJazTyy — 4929sayyGayasdyy)

1 3 3 2 4
16d5/4(_129xygmyygyy = 12000 9uy Gyyy Gray Gyy — 1295492y + 892y Juyyy
192090y + T9zaaGyyJuzy — 219eyGnyGay — 495092y Ty — 169acyToy Gyyy

—~ 402095, Gyyyy — usayToyJus + AszayGayTay + 15950 ayy Gy Juay
792492y GysTyyy — 309200y, IyyIay + 28Gea0oyGyyyYayy — JuoaToyJasJyyy
14020000y GayJayy + 4892y GzayGyyJayy — 4920 ayyyTyy Iy

4ggzezg:vygyyyygyy + 89xmgyygyyyg§y + 129xygmyyg§ygm)a

0y&a = W(_Zlggygmwygyy + 129§xgiyy9yy — 39922 YayyJyyJzyJzay

N
N
N
N

302 Gry Jyyy oz Gyy + 8uyGaayy + 4902 Guyy Gy Gaze — 35950 9ayGyyyJayy
2602002y GyyyFzay — T9zwsuyTeyJasy + 1000y GayyGraayy — AsaTezyyTyyay
292, zayJyyy Iy + 1295092y Geyyy Iy + 4gwy9wmyg§ygm + 189§y9§xy9yy
3092, 9oy, Jzz — 2405, GoyyJaay — 40anTrayy Ty — AzacGayGyyy + T9asGyy
3giﬂcy95ygm - 4gimgyyyy9yy + 4gix9yyyy9§y - 129xmgiygxyyy)a

1
Dys = M—E,M(—ﬂgﬁygxgxygiw + T92GeaGsyJozy — T9oeGay 92Ty

_|_

+ o+

30GacyTayTayy T 392Gy IyTaey — 129209y Tayzyyy — A90aTayTyJazyy
492 9o 92Gzyyy — AyyTyYasayTay — 29yyy9yTracTay — 49290y 9aGyyyy
4gxgmcxyg§yg§y - 49xgm:cy9§y9m + 4992cx9y9yyyygiy — 49729y 9yyyy9uy
120309y ryy vy — 2492y Gy Gy Iayy + 182,95 950,950 — 12953992y Groyy
16922y 9oy e 9yyy + 89ayGyTrzyy T 89aTzyyyTay — 399wy Ty JuyJeyJayy
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— 12000ayYaGyyyJaeyJyy — 39yyTyYacaTeyTeaTyyy — 120cGryyTay
20229y yyyGrayTyy — 359529y Gyyyay gy + 159m9§ygxgzyygmy
7922 9yy9aYayyIyyy — 309wz GyyIaTayy Ty + 28GzaTyTsGyyyYayy
— G2GraabyYraGyyy — 14920000y JayJayy + 48GyyGe ey JayJryy
— 792 9yYazaFryFzay + 10GyyTyGasaTayTeyy + 2692, 9yJaayJazJyyy
— 492 9yGrayyGacTyy — 292 9uyyyTayTzayy + 495eTey9aGyyyyIyy
+ 492 Gy YraayToyJes + 4909y GeaeJayyYae + 120209YGzy Gayyy Gy
+ 80uGazayyGyyyIay + 120090 YayJazyyJae + T9asTy gy )-

Notemos que agora precisamos determinar as derivadas até a quarta

ordem de g, o que implica que temos que calcular as derivadas de f também

até essa ordem. A seguir, exibiremos apenas uma dessas derivadas de g até a

quarta ordem para exemplificar o quanto o calculo direto é caro.

gwxyy

o fxacyy + fxxzfyy + 2fxzfxyy + 2fxxyfyz + 2fxryzfy + 4fxyfxyz
f- 2
fgcacfyyz + 2fmfmyyz
2
2fwzzfyzfy + Qfxacfyzzfy + fxa:fzzfyy + 4fxfacyzzfy + fxzzzfyZ
3
2(fyzfxx + 2f:]cf:]cyz + 2faczfxy + fzzzfy)fyz + 4f:):yfzzzfy + 2fm:}cyfzzfy
2
Qfxzfzfyyz B 4(fyzfm + fyf:vz)fa:yz - 2fzzfmfmyy + Qfxzzfxfyy + f;?fyyzz
/2
Qfxz(nyzfzy + fxfyyz + fxzfyy + 2fxyzfy) - 4fzfyzzfmy - 2fzz x2y

3

4

2(fyefox + 2fafoys + 2fuefuy + Jowafy) oo fy + Afafyee(fye o + Sy foz)

4

4

2fzzfz(2fyzfa:y + f:cfyyz + fa:zfyy + 2fa:yzfy) + 4(fyzfx + fyf:cz)fzzzfy

f?
4
_2(_2 xszy - fgfyzz - fzzfyfmz - 2fzzfzfzy - 4fzzfyzf:c - 2fxf:czzfy)fyz
f?

/2
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2fzzfz(_4fyzfyf:cz - 2fzzfyfzy - f:czzfy2 - 2f:cfyzzfy —2 y22fI - fzzfzfyy)

5
_szzfg?fy%fy T 2fx2fzzzfyzfy o 6f5fzzfmfzzz
f?
2 gz(zfyfzzfxfxy + fyzfa: + fyfxz) - z(fg?fzzzfy + 6fxzfyfzzfx + 3fzzf§fyz)fyz
f?
_2fxzfxf5fzzz - szggfyy - 4fmzfa:fzzfyzfy - fxm Z22fy2
12
~Afofonnfy(fyafo + fyfoz) = 2fasBfucfonfy + 6fyefyforfu + fo fufens)
2
2(_2f§zfy - fofyzz - fzzfyfxoc - 2fzzfocfxy - 4f:czfyzfx - Qfxfxzzfy)fzzfy
2
_fofjfzzzz
:
6f§fzzzf;fzz + 8f:r:z zzzfxf; +38 fzfzzfyfyz
f?
A2 fyfe(fyato + fyfuz) + 2feafo(Bfusfocfy + 6fysfyfocfo + [} fufezz)
6
2f2feeafy + 6fucfyfocfo + 3Foaf2hy) fonfy  ABEILLSR
f2 T

E por fim, resta calcular os coeficientes (b; j)1<; j<2 do operador forma S

definidos no capitulo 2

bll

b12

I+ +

+ o+ 4

1267 GuayGyy — 39aaTmyy vy + 399zaGayyTyyJayazy + 39saTuyTyyyYazaJyy
102000y — 890, vy — 2950Geyy9eyJuze + T92aGuyTyyyIevy — 1095002, GyyyGuay
359aaGayJoyJuzy — 2690y TayyFzaedyy + 49saGzayyTyyIay — A9aaTzayTyyyIyy
402  GoyGayyyTyy — 1200y GavayTayTea — 3090y ToayGyy — 180y Ty Jua

2407 GoyyGray + 495 Gzayy Ty + A9zacoyGyyy + A9z2GayGzyyy

AGsaas9yGoe — A9ursaToy oy — 12000,90y Jas:

T9eyGaadoy T 1205, GxaGrayy + 1200090y — 8GraayTmy + 2100y 00eGay,
7gizgyyygwyy + 492ygmm9yy + 16ggy9zm9zyy + 4ggx9wyyygyy - 49izg$yyygiy
AGawayTonTy — 28GzayYayTeaayy — 8YarydoyYacayy + IaeIyyyYaaedyy
1492 . Gyyy Yoy Guy — T2y GzaTayJezs — 159ueyToeTyyGayy + 309sy JsaTyyJay
AGuway Ty JoeTyy — 490y Gusaa Ty Toz — 1292y GogGzayyIyy

SQxeyyygngiy + 1202y Gawz Gyy G Goyy

1292ygmyy9yy + 1292292y Gyyy Jaay Gyy + 129§y9§yy - 89§ygwyyy + 7ga2czgwy9§yy
19000y Goey + 21923920y 95y + 492 9eusyTyy + 16922092, 9usy + 492290y Gyyyy
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+  AG00ayGeGre — Azaay Yy 9ay — 15GacGayyTayTeay — T9aeGayyTyyJyy

+ 3092295y, Gyyzy — 289229y Gyyyayy T Grae Gy GezGyyy + 149020y GryJayy
- 48992cygmygyy9xyy + 4gmgryyy9yy9§y - 493xgzygyyyygyy

—  SYaeaTyyGyyyTay — 120ayYaayydoyYaa

by = 492, GraryTyy — 1295092yu9yy + 399zaGzyyGyyYzyJaay + 39zaGzyTyyyJraJyy
— 805, Yaayy — 492Gy TayTrae + 359aeayIyyyIayy — 26920y GyyyJawy
+  TGsaaGiyGzyFaay — 1095, GayyGasaTyy + 4920 GayyTyyday — 2900 YaeyTyyyIyy
— 1267 Yoy YayyyGyy — A9ayYraryTyae — 18G5, 9reyTyy — 3090y TayyJun
+ 2403 GoyyGacy + 4000 GuryyTay T 92009y Gyyy + 120000y Gayyy — 3YaayYoyJaa
- 7ggxg5yy + 495 GyyuuGyy — 49§x9yyyy9§y-

Observemos que ao trabalharmos com o método direto temos um enorme
nimero de derivadas e isso acarreta erros numéricos. O que pode ser visto
claramente nas expressoes do calculo dos coeficientes b;; antes e depois da

transformagao (segao 3.3.2).



