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Abstract. O estudo de curvas e superficies permite introduzir, a alunos de graduacgdo, conceitos simples das
diversas geometrias, em particular diferencial e discreta. Através de exemplos palpaveis e com bases elementares
de geometria descritiva, o aluno pode apreciar o potencial das ferramentas tanto diferenciais como numéricas,
€ 0 seu uso para criar expressdes calculdveis que respeitem as invaridncias geométricas. Deste ponto de vista,
o curso oferece ao aluno algumas nogdes uteis no seu curriculo de pds-graduacdo em matemadtica tanto pura
como aplicada, assim como expde algumas linhas atuais da pesquisa matemadtica. Os objetivos deste curso ¢é
apresentar os fundamentos tedricos das geometrias euclidianas, diferenciais e discretas, com base nos casos de
curvas e superficies implicitas, além de mostrar algumas aplicacdes atuais como, por exemplo, a visualizacdo
de curvas e superficies no computador. A teoria diferencial basica serd introduzida a partir de no¢des intuitivas
de imersdo e submersdo e das defini¢des formais de curvaturas nos casos paramétrico e implicito, e seu célculo
usando ferramentas de geometria diferencial. Na parte discreta, mostraremos os problemas de definir invariantes
discretos, e de aproximar os valores das derivadas. O final do curso ilustrara aplicagdes no computador e os temas
de pesquisa atual que eles envolvem, em particular em torno do algoritmo Marching Cubes (artigo mais citado da
histéria da computacdo gréfica) e dos problemas topoldgicos envolvidos na construgdo de representagdes discretas
de superficies implicitas.
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1 Introducao

A geometria é uma das disciplinas mais antigas da ma-
temadtica, e se enriqueceu com muitas interagdes ao longo
do tempo. Comecando com problemas praticos de medigao,
do qual tirou o nome, a geometria descritiva foi formalizada
muito cedo por Euclides. Os axiomas da geometria Euclidi-
ana permitiram garantir a coeréncia entre as plantas desenha-
das e a realizacdo dos projetos de engenharia e da arquitetura
da época. Depois, Arquimedes associou as defini¢des cons-
trutivas de area e volume, métodos para calculé-los, abrindo
ligacdes entre a geometria e o cdlculo integral.

Por um lado, a geometria descritiva cresceu através das
suas aplicacdes, a mais conhecida delas vindo das artes com
a inven¢do da projecdo perspectiva. Estas aplicagdes gera-
ram grandes desafios, por exemplo definir medi¢des de ob-
jetos tridimensionais diretamente a partir de uma projecao.
Por outro lado, a introducdo de coordenadas e equagdes de
forma por Descartes e Fermat, junto com o desenvolvimento
rdpido do célculo pela fisica, em particular o célculo dife-
rencial de Newton e Leibniz, permitiu estender os métodos
de Arquimedes e Apol6nio para o cdlculo geométrico. As
formaliza¢Ges da geometria diferencial de Gauss e Riemann
permitiram abrir a geometria para analisar problemas muito
mais amplos, e até contribuir de volta a fisica, em particular
na teoria da relatividade geral de Einstein.

Assim, o desenvolvimento espetacular do célculo infini-
tesimal o tornou, até o século XX, a ferramenta predomi-
nante para tratar de problemas geométricos. Hoje, o compu-
tador € a principal ferramenta nas engenharias e em muitas
ciéncias. Porém, ainda ndo € usado de forma extensiva em
geometria, apesar do fundamento matemaético da ciéncia da
computacgao.

O presente livro descreve algumas abordagens diferen-
ciais e discretas para curvas e superficies implicitas. Os
primeiros capitulos apresentam a formalizacdo usual de
geometria diferencial para superficies implicitas. O leitor
achard referéncias mais completas sobre a geometria dife-
rencial de curvas e superficies no livro de M. do Carmo [7].
Os ultimos capitulos agrupam e discutem algumas das
técnicas usadas para adaptar o cdlculo diferencial em ge-
ometria para as capacidades discretas dos computadores.
Eles tratam de temas independentes mas relacionados: o es-
tudo da aproximagdo de quantidades geométricas locais e
a construcao de representacdes discretas de superficie. Para
uma descri¢ao mais completa do uso de superficies discretas
no computador, o leitor pode procurar no livro de L. Velho,
L.H. de Figueiredo e J. Gomes [26].

O presente livro € destinado a alunos de graduagdo e pro-
cura a0 mesmo tempo apresentar conceitos simples de ge-
ometria, € mostrar alguns problemas simples que sdo ainda
temas de pesquisa atual. Em particular, o contraste entre a
estrutura rigorosa dos primeiros capitulos e a apresentacio
mais pratica dos ultimos coloca em evidéncia o estado ainda
iniciante da geometria discreta. O livro contém muitas su-
gestdes de exercicios para ajudar a assimilar os conceitos

apresentados, e recomendamos fortemente que o leitor apro-
veite estas pausas na passividade da leitura para tornar este
livro mais dindmico. Atenderemos com muito prazer os lei-
tores para tirar dividas, receber criticas ou sugestdes por cor-
reio eletronico.

Maria, Allyson, Vinicius, Adelailson e Thomas,
Rio de Janeiro, Maceio, Salvador e Aracaju. Janeiro de
2011.
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3 Curvas e superficies implicitas: nog¢oes de geometrias diferencial e discreta

2 Curvas e Superficies Paramétricas

A geometria diferencial de curvas e superficies tem sido
estudada desde as idéias iniciais que levaram ao célculo, isto
¢é desde tempos anteriores a Newton e Leibniz. A geometria
diferencial Euclidiana classica é o estudo de invariantes dife-
renciais em relacdo ao grupo dos movimentos rigidos. Neste
sentido, vamos estudar propriedades geométricas de curvas
em R2, tais como vetores tangente e normal, comprimento
de arco e a curvatura da curva. J4 em superficies contidas
em R? apresentaremos os conceitos de plano tangente, vetor
normal, primeira e segunda formas fundamentais e curvatu-
ras.

A principal referéncia utilizada ao longo deste capitulo
foi o livro de M. do Carmo [7].

(a) Curvas Regulares

Uma curva € dita diferencidvel se ela pode ser descrita,
ou parametrizada, por funcdes diferencidveis. Porém, isto
ndo implica que o desenho ou traco da curva seja suave. A
suavidade das curvas ocorre nos casos regulares.

Nesta secdo, vamos estudar curvas diferencidveis em R2?,
mais precisamente curvas regulares. Além disso, conceitu-
aremos alguns tipos de curvas como por exemplo: simples,
periddica e fechada.

Definicao 2.1. Uma curva diferencidvel parametrizada é
uma aplicagdo diferencidvel o : I — R?, onde I é um
intervalo real.

A palavra diferencidvel na definicdo acima significa que
«a é uma aplicacdo que leva cada ¢ € I em um ponto
a(t) = (z(t),y(t)) € R? tal que as fungdes reais z(t), y(t)
sdo diferenciaveis.

O conjunto imagem C da aplicagdo «, dada por

C={(=(t),y(1),t €I}

€ chamado traco de a. A aplicagio o € dita uma
parametrizacdo de C e denotaremos ¢ o parametro da
curva a.

Caso I = (a,b), entdo os pontos limites a(a) e a(b),
caso existam, sdo chamados pontos inicial e final de «,
respectivamente. Se a(a) = «(b) dizemos que « é uma
curva fechada. Uma curva o : R — R? ¢ dita periédica
se existe um numero real p > 0, tal que

a(t) =a(t+p),Vt € R.

O menor nimero pg tal que a equacdo acima é satisfeita é
chamado de periodo.

A curva o : I — R? é dita simples se a aplicacio o for
injetiva, isto &, se a(t1) = a(t2), com t1,t; € I, entdo
t1 = to. Em outras palavras, ndo tem auto-intersecgoes.

Seja P um ponto em uma curva C. Dentre todas as retas
passando por P existe uma reta que melhor aproxima a
curva, tal reta é chamada de refa rangente. O vetor o' (t) =
(2'(t),y'(t)) é chamado de vetor tangente da curva o em ¢.

Figura 2: Curva com ciispide.

Exemplo 2.2. A aplicagdo o : R — R? dada por a(t) =
(t3 , t2) comt € R é uma curva suave diferencidvel para-
metrizada cujo trago estd esbogcado na figura |2| Note que
o’(0) =(0,0), isto € o vetor tangente é nulo parat = 0.

Exemplo 2.3. A aplicagio o : R — R? dada por a(t) =
(t,|t]) ,t € R, ndo é uma curva diferencidvel parametrizada,
pois |t| ndo é diferencidvel em t = 0.

34
24
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24
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Figura 3: Curva com auto-intersegdo.

Exemplo 24. A aplicagio « dada por o(t) =
(83 —4t,t* —4) ,t € R, é uma curva diferencidvel pa-
rametrizada ndo injetiva, pois temos a(2) = a(—2) =(0,0)
(ver Figura3).

Figura 4: Circulo de raio 1.

Exemplo 2.5. A curva dada pela aplica¢do o : (0,47) —
R? com a(t) = (cos(t), sen(t)) é uma curva diferencidvel,
periddica e fechada, mas ndo é injetiva, pois a(w) =
a(3m) =(—1,0) (ver figura[d).

Definicdo 2.6. Seja o : I C R — R? uma curva di-
ferencidvel parametrizada. Dizemos que o é regular se
o/(t) £ 0, Vit € I Caso contrdrio, o ponto o(t) tal que
o' (t) = 0 é singular.

(b) Comprimento de Arco e Curvatura

Consideraremos a partir de agora apenas curvas regulares.
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Comprimento de arco

Nesta subsecdo mostraremos como calcular o compri-
mento de arco entre dois pontos de uma curva.

Definicao 2.7. Seja ty € I. O comprimento de arco de
uma curva parametrizada regular o : I — R2?, dada por
a(t) =(x(t), y(t)) a partir do ponto ty, é definido por

£0) = [ lla'wlldu = [ /Py TP

Como o (t) # 0, temos que L é uma fungéo diferencidvel

e = [l (t)]|. Se ||&/(t)|]] = 1, dizemos que « estd
parametrizada pelo comprimento de arco, entdo, neste caso,

La%:/:ﬁ:t—m.

to

Exercicio 2.8. Mostre que o comprimento de arco estd de-
terminado de forma vinica a menos de uma constante.

Exemplo 2.9. [Circulo de raio r] Seja a curva « : [0,27) —
R? dada por

a(t) = (rcos(t), rsen(t)),

cujo trago é um circulo de raio r e centro na origem (0, 0).
Observemos que,

o' (t) = (—rsen(t),rcos(t)) e a(t).o’ (t) = 0 Vt.

Isto significa que o vetor tangente é perpendicular ao raio.
Notemos que o' (t) # 0, Yt € [0,27), logo podemos
calcular o comprimento de arco do circulo que é dado por

2m 27
L(a) = / [l (#)]|dt = / rdt = 27r.
0 0

Dada uma curva « : I — R? com pardmetro ¢, pode-
mos reparametrizar a curva aplicando outro intervalo sobre
I e usando a composi¢do como uma nova curva. Mais pre-
cisamente, seja h : J — I diferencidvel, onde J C R é um
intervalo aberto real, entdo a reparametrizacao de « €

B=aoh:J—=R?% B(s) = alh(s), h(s) =t.
E facil verificar, usando a regra da cadeia, que 8'(s) =
dh(s)
"(h . .
o (h(s)).

Teorema 2.10. Toda curva regular pode ser reparametri-
zada para obter velocidade unitdria.

Demonstracao Seja  uma curva regular definida em I. O
comprimento de arco € definido por

s(t) = / o/ ()],

pelo teorema fundamental do cédlculo temos que

Usando o teorema do valor médio, segue que s € estritamente
crescente em /. Portanto, € injetiva. Logo, s tem inversa na
sua imagem, a qual denotaremos por t(s) e suas respectivas
derivadas estdo relacionadas da seguinte forma

dt 1

2 = Ty

Seja 3(s) = a(t(s)). Entao

18] =l (I| 3 (6)] = 1.

Curvatura

A curvatura indica o quanto a curva muda a direcdo. Seja
a : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco. Podemos expressar essa direcio como uma base
positiva de R? a partir de elementos geométricos da curva.

Vamos denotar por t(s) o vetor tangente o/(s), ou seja
t : I — R? ¢ um vetor diferencidvel e ||t|| = 1. Existem
somente dois vetores ortogonais a t. Definimos entdo n(s) =
Jt(s),onde J : R? — R? é arotagdo de 90 graus no sentido
anti-horério. O vetor n(s) é chamado de normal da curva
a(s) em s. Com esta escolha temos que n : I — R? é
diferencidvel e satisfaz:

[In(s) || =1, (t(s),n(s)) = 0edet(t(s),n(s)) =1,Vs € I.

o t
t
n
t

Figura 5: Vetores normais e tangentes.

Uma maneira de medir o quanto a curva muda de direcdo
é observando como a base {t(s),n(s)} associada a cada
ponto da curva varia quando nos movemos ao longo da
curva. Esta mudanca pode ser controlada pelo significado das
derivadas de t'(s) e n’(s) . Diferenciando as expressdes:

[It]|* = [n[|* = 1e (t(s) ,n(s)) = 0,
obtemos

(t'(s),t(s)) = (n'(s),n(s)) = Oe

(t'(s),n(s)) + (t(s),n'(s)) = 0.

Portanto, o vetor t'(s) estd na direcdo de n(s), isto é,
existe uma fungio diferencidvel x : I — R2 tal que
t'(s) = k(s)n(s) ou ainda k(s) = (t'(s) ,n(s)). O nimero
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5 Curvas e superficies implicitas: nog¢oes de geometrias diferencial e discreta

real x(s) é chamado de curvatura da curva o em s € I.
Entao, temos

t'(s) = k(s)n(s) en’(s) = —k(s) t(s).

Notemos que |&(s) | = ||t/ (s) || = ||a'(s) || que é o valor
absoluto da acelerac¢do da curva a. Como ||/ (s) || = 1,Vs €
I, esta aceleracdo é centripeta e ndo tangencial. Por outro
lado,

K(s) = (t'(s) ,n(s)) = (a"(s) , Jd/(s)) = det(d/(s) ,a"(s)),

e entdo o sinal de x(s) informa sobre a orientagdo da base
formada pelo vetor velocidade e a aceleracdo da curva. Isto
é, se k(s) > 0 entdo a curva muda sua dire¢do no sentido
anti-hordrio e se k£(s) < 0 no sentido hordrio.

Uma maneira simples de ver o que acabamos de falar é
o seguinte, suponhamos que estamos viajando de Itabaiana
para Aracaju pela BR — 101 que a representaremos pela
curva C, fixemos um sentido no qual a curva C' € percor-
rida. Neste caso dizemos que a curva € orientada, entdo po-
demos colocar um sinal na curvatura para indicar se estamos
dobrando a direita (—) ou a esquerda (+) (veja a Figura|6).

<f’> k<0
<‘\> k >0

Pontode | _ 0
Inflexdo

Itabaiana

Aracaju
Figura 6: Sinais da curvatura.

Podemos ainda dar outra interpretacdo geométrica a cur-
vatura da curva C. Seja P um ponto em C e seja r a reta
tangente da curva em P. Existe um circulo que tangencia
areta r em P e que melhor aproxima a curva. Tal circulo
€ chamado de circulo osculador. Neste ponto a curvatura é
dada como o inverso do raio, ou seja, quanto maior o raio do
circulo no ponto P menor serd a curvatura nesse ponto.
Exemplo 2.11 (Circulo). Seja o : [0,27] — R? uma
parametrizacdo do circulo dado por

s (eos() ()

cujo centro é o ponto ¢ € R? e raio r > 0. Se tomarmos
to = 0, temos

s(t) = /0 | (w)||du = rt,t € (0, 27].

Assim, uma reparametriza¢do para « é ((s) = c¢ +
r(cos(f) ,sen(f)) , dai

v = 80 == (cos(3) sen(2)).
() = J8(s) = (<eos(2) . —sen(2))

entdo k(s) =1/r,Vs € R.

Exercicio 2.12. Seja o : I — R? uma curva regular defi-
nida por a(t) = (x(t) ,y(t)) , ndo necessariamente parame-
trizada pelo comprimento de arco. Mostre que a curvatura
de aemt € I é dada por

_dOy" () — ") y'(t)
(a7 + y’2)3

Exercicio 2.13. Seja a elipse definida por a(t) =
(acos(t) ,bsen(t)), com t € I C R. Mostre que

k= ab/(a’sen?(t) + b*cos* (t))3/2.

(c) Superficies Regulares

Vemos exemplos de superficies todos os dias, como
pneus, baldes, bolas de futebol, latas, por exemplo. Uma su-
perficie regular em R? é obtida tomando pedacos do plano,
deformando-os e colando-os entre si de tal forma que a fi-
gura resultante ndo tenha pontas, arestas ou auto-intersegoes.
A defini¢do seguinte descreve essa propriedade de uma ma-
neira mais formal.

Definicdo 2.14. Um subconjunto S C R3 é uma superficie
regular se, para cada p € S, existe uma vizinhanca V de p
em R3 e uma aplicacdo o : U — V N S de um aberto U de
R? sobre V N S tal que:

- 0 € diferencidvel.

- 0 é um homeomorfismo. Como o é continua pela
condicdo 1, isto significa que o tem inversa o~ ':

VNS — U que é continua.

2

- Para todo q € U a diferencial do, : R* — R3¢
injetiva.

(x(uv)y(uv)z(uv))

Figura 7: Definicdo de superficie.

Escrevendo o em coordenadas, o(u,v) =
{z(uw),y(u,w), z(u,v)}, podemos dizer que o é dife-
rencidvel é equivalente a dizer que as funcdes z,y e z sdo
diferencidveis.
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A dltima condigdo da definicdo equivale a o, X oy # 0,
ou seja, os vetores o, = %Z e oy = g—‘; sdo linearmente
independentes.

A aplicacdo o é chamada de parametrizacdo em p. Ela
tem o mesmo papel que a parametrizacio da curva « para su-
perficies, porém a expressdo de o pode variar de regido para
regido permitindo mais tipos de superficies (ver topologia
no final do capitulo 3). A vizinhanga V' N S de p é chamada
vizinhanga coordenada e as varidveis u, v sdo denominadas

coordenadas locais de S.

Exemplo 2.15 (Plano). Seja S = {(z,y,2) € R3|azx +
by + cz = d} com (a,b,c) # (0,0,0). Se ¢ # 0, po-
demos reescrever a superficie como S = {(x,y,z) €
R3/z = Az + By + C}. Definimos a aplicagdo dife-
rencidvel o(u,v) = (u,v, Au+ Bv+ C). Temos que o é
diferencidvel, o é um homeomorfismo, cuja aplicagdo in-
versa é o~ (z,y,2) = (v,y) e suas derivadas parciais sio
ouw =(1,0,A) e oy =(0, 1, B) sdo linearmente independen-
tes em cada ponto. Logo, S é uma superficie diferencidvel
regular. Esta superficie pode ser apresentada por uma tinica
parametrizagdo.

Exercicio 2.16. Seja U C R? um conjunto aberto e seja
f + U — R aplicagao diferencidvel. O grafico de f é o
seguinte conjunto

S = {(‘T7yaz) € Rg‘(x7y) el,z= f(x7y)}
Mostre que o grdfico é uma superficie regular.

Mudanca de parametros

E interessante sabermos descrever analiticamente uma
aplicagdo f : S — R sobre uma superficie regular. Uma
forma natural de pensarmos sobre o significado seria esco-
lher para cada p € S uma parametrizagcdo, mas o problema é
que tal ponto pode pertencer a duas ou mais parametrizagdes
e precisa garantir que o valor de f(p) seja 0 mesmo em to-
das. Entdo, é importante mostrarmos que isso ndo depende
do sistema de coordenadas escolhido. Neste sentido, pode-
mos enunciar o seguinte resultado:

Proposicao 2.17 (Mudanga de parametros). Seja p um ponto
de uma superficie regular S e sejam o : U C R? — §
et :V C R? = S duas parametrizacoes de S tais que
p € o(U)N7(V) = W. Entdo, a mudanga de coordenadas
h=oc"tor: 7Y W) — o=Y(W) é um difeomorfismo: h
é diferencidvel e tem inversa diferencidvel h=!.

Demonstracao Exercicio. O

Definicao 2.18. Seja f : S — R uma funcdo definida em um
subconjunto aberto V' de uma superficie regular S. Entdo, f
é diferencidvel em p € V se para alguma parametrizacdo
oc:UCR? = S comp e o(U) C V,a composigdo
foo :U CR? — R édiferencidvel em o~ 1(p). A fungao
f é diferencidvel em V se é diferencidvel em todos os pontos
deV.

Figura 9: Aplicacdo di-
ferencidvel entre duas
superficies

Figura 8: Mudanga de Pa-
ramétros

Exemplo 2.19. Seja f(p) uma funcdo que calcula o qua-
drado da distancia de um ponto p da superficie S a um ponto
fixo po € R®. Temos que f(p) = |[p — pol 2, p € S, ¢ uma
funcgdo diferencidvel.

Definicao 2.20. Sejam Sie Sy duas superficies regulares.
Dizemos que uma aplicagdo ¢ : Vi C S1 — Sy é dife-
rencidvel em p € V1, se, dadas as parametrizagoes

o1: U CR2 =9, e UQ:UQCRQ%SQ,

ondep € 01(Uy) e ¢p(01) C 02(Uz), entdo a aplicagdo
agloqﬁoal U — Uy
é diferencidvel em o1~ (p).

Exemplo 2.21. Seja ¢ : R3 — R3 dada por ¢(z,y,z) =
(za,yb, zc), onde a, b e ¢ sdo nimeros reais ndo-nulos.
Temos que ¢ é diferencidvel e que a restricdo ¢ o é uma

aplicagdo da esfera
S% ={(z,y,2) eR¥Ja? +y* + 22 =1}

sobre o elipsdide

1’2 y2 22

Plano tangente

Podemos também considerar curvas desenhadas sobre S.
Mostraremos que, para cada p € S, o conjunto de vetores
tangentes as curvas parametrizadas de S, passando por p,
constituem um plano, o qual denotaremos por 1,5 (plano
tangente a superficie em p).

Definicao 2.22. Uma curva parametrizada diferencidvel o :
I ¢ R — R® é uma aplicacao diferencidvel o(t) =
(x(t),y(t),2(t)). Una curva o é desenhada sobre S se
para todo t € I, existem fungoes u(t), v(t) diferencidveis,
tais que a(t) = o(u(t),v(t)).
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Defini¢do 2.23. Fixado(ug,vo) € U C R?, as curvas

a(u(t) ,vo),
a(ug, v(t)),

a(t) =
plt) =

sd@o chamadas as curvas coordenadas de o em(ug,vg) € U.

Proposicio 2.24. Seja o U c R* — S uma
parametrizacdo de uma superficie regular S e seja g € U. O
subespago vetorial de dimensdo 2, do,(R?) C R? coincide
com o conjunto de vetores tangentes as curvas desenhadas
sobre S passando em p.

Figura 10: Plano tangente.

Demonstracao A demostragdo é deixada como exercicio,
mas a ideia estd na figura[I0})
O

Ou seja, o plano tangente de .S em p pode ser visto como
T,(S) = {v, v é tangente a .S em p}.

As coordenadas de um vetor w € 1,5 na base associada a
uma parametrizagdo o sdo determinadas da seguinte forma.
Seja 5 : (—€,€) — U uma curva em U dada por G(t) =
(u(t),v(t)) e seja a : (—e,e) — S definida por a(t) =
oo B(t),com 3(0) = ¢ = 0~ (p). Entdo

d
@(0) = S(o0p)
= ou(@)u'(0) + ov(g)v'(0)

Assim, na base {ou(q),0v(¢)} w tem coordenada
u’(0), v'(0).

Vale notar que a no¢do de plano tangente € transportada
(preservada) por aplicacdes diferencidveis. Sejam S; e So
duas superficies regulares e seja ¢ : V' C S1 — S aplicacdo
diferencidvel. Seja p € V, sabemos que todo vetor v € 1,57
€ o vetor velocidade «'(0) de uma curva diferencidvel « :
(—€,¢) = V com a(0) = p. Acurva § = ¢ o« é tal
que 8(0) = ¢(p) e, portanto, 3'(0) é um vetor tangente em
Top) S2-

Exercicio 2.25. Dado w, como acima, mostre que o vetor
B'(0) ndo depende da escolha de o e que a aplicacdo do,,
TpS1 — Ty(p)Sa definida por dp,(w) = 3'(0) é linear.

(d) Primeira Forma Fundamental

Nesta secdo, estudaremos a primeira forma fundamental,
objeto que permite medir a drea de regides e 0 comprimento
de curvas em superficies.

O produto interno de R3 o S, induz em cada plano tan-
gente 7,5 de uma superficie regular S um produto interno,
que indicaremos por ( , ) : 7,5 x T,,S — R que associa
a cada par de vetores (w1, w2) € (7,S5)? um nimero real.
A este produto interno, que é uma forma bilinear simétrica,
corresponde uma forma quadrdtica I, : 1,5 — R dada por
L(w) = (w,w), = [wf2 > 0.

Definicao 2.26. A forma quadrdtica I, : T,S x T,S — R
é chamada de primeira forma fundamental da superficie
SCcR3empeS.

Vamos expressar I, em termos da base {oy,, oy } de T},S.
Seja w € TS, entdo existe uma curva diferencidvel o :
(—e€,€) — S dada por a(t) = o(u(t),v(t)) tal que a(0) =
p = o(ug,vg) e &'(0) = w. Obtemos os coeficientes da
primeira forma fundamental:

I,((0)) = (a'(0),0/(0))p
= (owt' + oy, out + oyv’),
= (0w, 0u)ptl” + 2(0w, 03 )tV + (Oy, 04 )0
= Bu?+2Fuv + Gv?,

onde os valores das fungdes sdo calculadas em ¢t = 0
e os coeficientes: E(ug,v9) = (ou,0u),F(ug,v9) =
(0w, 0v) € G(ug,vg) = {0y, 0y) sdo os coeficientes da pri-
meira forma fundamental na base {0y, oy } de T},S. Fazendo
p variar na vizinhanga coordenada correspondente a o (u, v),
obtemos que as fungdes E(u,v), F(u,v) e G(u,v) sdo di-
ferencidveis nessa vizinhanca.

Exemplo 2.27. Seja P C R® um plano passando por pg =
(z0,Y0,20) € contendo os vetores ortonormais wy e wo.
Entdo uma parametrizagdo para P é

x(u,v) = po + uwy + vws.

Os coeficientes da primeira forma fundamental sdo, para
esseplano: E =1, F=0e G = 1.

Exercicio 2.28. Considere a esfera S*(r) centrada na ori-
gem e de raio r > 0. Sejam V- = {(0,¢);0 < 0 < 7,0 <
¢ <2r}eo:V — R3dada por

o(0,¢) =(rsenfcoso, rsenfseng, rcosd) .

Mostre que o é uma parametrizagio para S*(r), e que os
coeficientes da primeira forma fundamental sdo:
G = r?sen’6.

E=72 F=0 e
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Comprimento de curva sobre uma superficie

Agora mostraremos como a primeira forma fundamental
estd relacionada com o comprimento de arco de curvas.
Seja o : J C R — S curva parametrizada, vimos que o
comprimento de arco é

s = [ o= [ Vi@ma

Se a(t) = o(u(t),v(t)) estd contida em uma vizinhanga
coordenada correspondente a parametriza¢do o (u,v), pode-
mos calcular o comprimento de arco de aentre a < ¢t < b
por

b
s(t) = / VEW)? 4 2Fu'v' 4+ Gu'2dt.

Area de uma regiao em uma superficie

Nesta subsecdo, mostraremos a relacdo entre os coefici-
entes da primeira forma fundamental e a drea de uma regido
em uma superficie.

Seja o : U C R? = S uma parametrizacio da superficie
S. A fungdo:

|low X ov|| = VEG — F?

representa a area do paralelogramo de lados o € oy. In-
tegrando esta a drea infinitesimal ||oy X oy||dudv sobre a
superficie obtemos a drea dela.

Definicao 2.29. Seja R C S uma regido limitada de uma
superficie regular contida na imagem da parametrizacdo
o:U Cc R? = S. Entdo a drea de R é dada por

A(R) = //1(R>|U“ X o || dudy .

Exercicio 2.30. Mostre que A(R) ndo depende da escolha
da parametrizagdo.

(e) Segunda Forma Fundamental

Nesta se¢do, estudaremos a segunda forma fundamental,
objeto que permite introduzir as curvaturas, em particular
as curvaturas Gaussiana e média, as quais ddo informacdes
sobre o comportamento local da superficie.

Aplicacao normal de Gauss

A seguir, vamos estudar a aplicacdo normal de Gauss.
A variagdo desta d4 origem ao conceito de curvatura. Seja
o : U C R? — S uma parametrizacio da superficie regular
S. Podemos escolher para cada p € o(U), um vetor normal
unitario, dado por

Ou X Oy

N(p) (p), p€ a(U).

low x ov]]

A aplicagdo N : o(U) — S? que toma seus valores na
esfera unitdria S* = {(z,y,2) € R¥/2? +y*> + 22 = 1} €
chamada aplicagcdo normal de Gauss.

Figura 11: Vetor normal.

N

Figura 12: A aplicacdo de Gauss.

A sua derivada dN, : T,,S — Tn(p)S € uma aplicagdo
linear. Como T},S e Ty ;S sdo paralelos (perpendiculares
ao mesmo normal) podemos identificd-los, assim

dN,, : T,S — T,S.

Exemplo 2.31. Seja o plano P = {(z,y, z) € R3 Jax+by+
cz + d = 0}. O vetor normal N no ponto p € P, dado por
N = (a,b,¢)/Va? + b? + ¢, é constante, logo dN,, = 0.

Exercicio 2.32. Mostre que a aplicagdo dN, ¢é auto-
adjunta, isto é (AN, v, w) = (v, dNpw).

Defini¢do 2.33. Sejap € S e seja dN, : T,5 — TS a
diferencial da aplicagdo de Gauss. O determinante de dN,
é chamado curvatura Gaussiana K de S em p. A metade do
trago de AN, é chamado de curvatura média H de S em p.

Definicao 2.34. A forma quadrdtica 1L, : T,S x T,,S — R,
definida em T,S por IL,(v) = —(dN,(v),v) é chamada
segunda forma fundamental de S em p.

Vamos escrever a expressio da segunda forma fundamen-
tal na base {0y, ov}. Seja a(t) = o(u(t),v(t)) uma curva
parametrizada em S, com ¢ (0) = p. O vetor tangente a «(t)
empé a/(t) = ouu’ + oyt e dN(a') = N'(u(t),v(t)) =
N,u' + N,v'. Portanto,

Iy(a) —(dNy(a’), )
= —(Nuu' + Ny oz +oyv’)
e +2fu’v’+gv’2,
onde e = —(N,,0u), [ = —(Ny,0v) e g = —(Ny, 0v).
Os coeficientes e, f e g sdo chamados coeficientes da se-
gunda forma fundamental.
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Curvatura

Daremos agora uma interpretacdo geométrica da segunda
forma fundamental.

Definicao 2.35. Seja C' uma curva regular na superficie S
passando por p € S, k a curvatura de C em p, e cos(f) =
(n,N), onde n é o vetor normal a C e N ¢é o vetor normal
a S em p. O nimero k, = rcos(0) é chamado a curvatura
normal de C C S em p.

Figura 13: Curvatura normal.

A curvatura normal k,, é o comprimento da projecdo do
vetor kn sobre o normal a superficie em p, com sinal dado
pela orientagéio N de S em p.

A curvatura normal de C' ndo depende da orientagdo de
C, mas troca de sinal com uma mudanca de orientacdo da
superficie.

Podemos dar uma interpretacdo geométrica da segunda
forma fundamental 7Z,, utilizando a curvatura normal. De
fato, Seja C C S uma curva parametrizada pelo compri-
mento de arco «(s), com «(0) = p. Se indicarmos por
N(s) a restri¢do do vetor normal IN & curva «(s), teremos
L, (o (0)) = Ra(p).

Exercicio 2.36. Com a notagdo acima, prove que

Z,(/(0)) = fin(p)-

Como dN,, é uma aplica¢do auto-adjunta sabemos pelo
teorema espectral que existe uma base {e1,es} ortonormal
de 7,5 tal que

de(el) = —k;161 & de(eg) = —k‘g@z.

Definicao 2.37. O mdximo ky da curvatura e o minimo ko
da curvatura sdo chamadas curvaturas principais em p; as
direcées correspondentes, isto €, as direcoes dadas pelos
autovalores ey e es sdo chamadas direcdes principais em
p.

Em termos das curvaturas principais, as curvaturas Gaus-
siana e média sdo, respectivamente, dadas por

1
K=kkse H= 5(1@‘1 +k2)

As curvaturas principais podem ser interpretadas da se-
guinte maneira: dado p € S, existe um plano tangente e o

Vetor
Normal

Planos das
curvaturas-.
principais

Plano
Tangente

Figura 14: Interpretacdo das curvaturas principais (©) wikipedia).

vetor normal N, definidos em p. Considerando todos os pla-
nos que passam por p e contém NN, as interseccdes destes
planos com a superficie nos ddo uma familia de curvas. As
curvaturas maxima e minima dessa familia sdo as curvaturas
principais da superficie.

(f) Calculo das curvaturas

Vamos calcular as férmulas explicitas para as curvaturas
Gaussiana e média de uma superficie parametrizada regu-
lar, em fungdo dos coeficientes da primeira e da segunda
forma fundamental. Vimos na subsec¢do anterior que d,N :
1,5 — 1T,S, assim podemos escrever N,,IN, na base
{ou, 0y} do plano tangente T},S, ou seja, existem nimeros
reais (a; ;)1<; j<2 tais que

N. = a110u+ai20y,

N, = a210u+ aoy. (1)

Vamos encontrar os coeficientes a; ; em termos da base
{ou,0v,N}.

Tomando o produto interno de cada uma das igualdades
da expressao (1)) por oy, € oy, Obtemos

(0w, Nu) = a11(ou, 0u) + a12(0u, ov),
<UV7NU> = a21<0vyau> +CL22<O’V,UV>,
<Uua Nv> - a21<0ua Uu> + a2 <UV7 Ju>a (2)
<UV7NU> = a11<UVaUu> +a12<aV7UV>
Como (o, N) = 0 = (o, N), temos
<UuaNu> = <Uuu7N>7
<Uva Nv> = <U—uv7N>,
<UVan> = <O-1)U7N>
Assim,
e _<NU7UU> = <N7Uuu>7
= —(Ny,ov) = (N,0u) = (N,00u) = —(Ny, 04),
g _<vaav> = <N70'vv>
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Vamos obter, agora, os coeficientes (a; ;)1<i j<2 em ter- Exemplo 2.38 (Plano). Vimos anteriormente que dN = 0.
mos de e, f e g. Usando as equagdes (2), segue que Logo, K = H = 0.

—f = (Ny,0u) = a11(0u, 0p) + a21{(0y,04) = a11F + a21G, Exemplo 2.39 (Esfera). Consideremos a parametrizacdo

. L 2
—f = (Ny,00) = a12(04, 04) + a22(0u, 0,) = a12F + asy F, definida no exercicio Temos que o vetor normal em

) )
—e = (Ny,0u) = a11(0u, 0u) + a21(00,04) = a1 E + an F, cada ponto é
) )

—g = (Ny,00) = a12(0u, 00) + a22(00, 00) = a12F + a22G, N = (sen(0)cos(y), sen()sin(1)), cos(9)).
onde E = (0y,0,), F = {0y,0u) ¢ G = {0y, 0,) s30 0s

coeficientes da primeira forma fundamental. Em termos de
matrizes

Verificamos que os coeficientes da segunda forma fundamen-
tal sdo: e = —r, f = 0e g = —rsen?(0). Logo, as curva-

turas Gaussiana e média, respectivamente, sdo K = r~2 e

_ [ f _ ail  ai12 E F H=r"1
f g a1 asz PG ) . . ) .
Exercicio 2.40. Verifique os cdlculos do exemplo anterior.
Em particular temos

(w)=-(51)(F &)
as; azz ) f g Fr G ’

Como
E F\ ' 1 G -F
F G T EG-F2\ -F E )’
segue que
_ [F—eG
ail - EG_F27
dee = gF' — fG
12 — EG_FQa
el —fE
@ =BG
_ fF—gFE
@22 = pag_Fr

Dai, obtemos

eg— f* _ det(ZLy)

K(p) = detais) = 56— = Gar(r,) -
p

Calculando a curvatura, vimos anteriormente que k; € ko
satisfazem

dN(v) = —k(v) = —kI(v), para algumv € T,S — {0},

onde [ : T,,S — T,,S é a aplicagdo identidade. Por defini¢do
de autovalores temos que a aplicacdo linear dN = kI ndo é
invertivel. Logo,

ayr +k a2
d = 0.
et < as;  ax+k > 0

Isto € equivalente a:

k* 4+ k (a11 + aze) + (a11a22 — ajzas) = 0,

tr(A) det(A)

aqui A = (a;;)1<ij<2-
Como k; e ko sdo as raizes da equacao acima, obtemos:
_k1+k2 1 leG —2fF 4+ gF

H SR LA A Sy e iy o>
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3 Curvas e Superficies Implicitas

Neste capitulo estudaremos as curvas e superficies da-
das por fungdes implicitas. Encontraremos os elemen-
tos geométricos do capitulo anterior a partir de fungdes
implicitas. Além disso, daremos algumas nog¢des de topolo-
gia de curvas e superficies.

A nogdo de submersdo nos permite definir a superficie
como um conjunto de pontos que satisfazem certas proprie-
dades. Por exemplo, a esfera € o conjunto de pontos que sio
equidistantes a um ponto, o centro da esfera. O teorema de
Sard nos diz que quase sempre tal definicdo gera uma su-
perficie regular, ou seja, a medida total de probabilidade de
ocorrer tal evento é 1.

Teorema 3.1. [Teorema de Sard] O conjunto dos valores
criticos de f tem medida total, ou seja, a probabilidade de
um valor ser critico para f é nula.

Utilizamos neste capitulo algumas referéncias, a sa-
ber: o artigo de R. Goldman [10], onde se encontra uma
vasta exposi¢do sobre o célculo de curvatura em superficies
implicitas, e o livro de M. Armstrong [2], na parte de topo-
logia.

(a) Derivacao sobre uma Curva Implicita

Nesta se¢do vamos definir o vetor gradiente e exibiremos
o teorema da funcdo implicita, o qual garante que localmente
uma curva pode ser vista como um grafico de fungio real.

Seja f : U C R3 — R fungdo diferencidvel. O vetor
gradiente, o qual denotaremos por V f, é uma aplicacio
diferenciavel definida por

Vf:U — R3
p > V) = (fu(p), fy(p), f2 (D)),

onde f;, fy e f. sdo as derivadas de f comrelagdoax,ye z.
O teorema da fun¢do implicita diz que localmente uma
superficie pode ser vista como um grafico (caso particular da
superficie paramétrica). Ele permite encontrar propriedades
geométricas como vetores tangente, normal e curvaturas de
superficies implicitas a partir do capitulo anterior. Enuncia-
remos o teorema para R3, mas o resultado vale para o R”.

Teorema 3.2. [Teorema da fungdo implicita] Sejam U C R?
um aberto, p = (9, Y0, 20) € U,a € Reseja f: U — R
fungdo diferencidvel. Suponhamos que f(p) = a e f.(p) #
0. Entdo existem uma vizinhanga V de (xq,yo) em R? e uma
vizinhanca W de zy em R tal que V x W C U e uma funcdo
diferencidvel g : V. — W com g(xo,yo) = 2o tal que:

{p € VxWIf(p) = a} = {(z,y.9(z,y)) € R?|(z,y) € U}.

Em outras palavras, se f,(p) # 0, podemos utilizar a
equagio f(x,y,2) = a para expressar z como uma fungdo
de z e y, em uma certa vizinhanca de p.

Em célculo, aregra da cadeia é uma férmula para derivada
da funcdo composta de duas funcdes. A regra da cadeia

afirma que: (f o g)'(z) = (f(9(x)))" = f'(g9(x))g'(x), e
¢ aplicada para funcdes de mais de uma varidvel. Considere
a fungéo f(x,y), e as fungdes x(t) e y(t). A derivada da
composta f(t) = f(x(t), y(t)) é dada por

f(t) = L (x(£), y(£) - X' (&) + Sy (x(£), y(2)) - ' (1)

(b) Formulas para Curvas Implicitas

Nesta secdo encontraremos 0s vetores tangente t € normal
n e a curvatura » de uma curva implicita f : U C R? — R.
A principal ideia para encontrarmos elementos geométricos
€ usarmos o teorema da funcdo implicita o qual garante que
localmente a curva pode ser vista como um gréfico. Curvas
implicitas podem ser descritas pela equagdo f(z,y) = a,
onde f : U C R?2 — R. Desse ponto de vista, uma
curva implicita é o conjunto de pontos C = {(z,y) €
U/f(z,y) = a} que satisfazem a equagdo. Vamos supor
que o vetor gradiente Vf = (f, f,) é ndo-nulo. Podemos
supor sem perda de generalidade que f, # 0, entdo existe
um intervalo aberto J C R e uma fungdo ¢ : J — R tal que
a curva localmente é dada como um grifico {(z, g(z));x €
J}. Usando a sec¢do temos as férmulas dos elementos
t,n e x, mas observemos que tais férmulas sdo dadas em
funcdo de g

t = (1+¢2)7"2(1,g2),
n = (1493 Y%(—g,,1), 3)
Gz

T+ g7

assim devemos buscar informagdes das derivadas da g com
as da f. Um cdlculo relativamente simples mostra que:

o = e
xr fy7
_ _fxx 2facyf:r _ fyyfgg2 4

Portanto,

t = (f2+ )72 (S —fo)

(F2+ 7Y% (fur £y, (5)

_fwwf;? — wayfzfu + fyufa?
VEEN

Exercicio 3.3. Verifique as expressoes , e .

Exercicio 3.4. Considere o circulo de raio r dado pela
seguinte funcdo f(x,y) = 2% + y? — r2. Mostre que

t=r"'(y,—2), n=r"Y(z,y), k=11

Exercicio 3.5. Mostre que V[ # 0 equivale a curva ser
regular.
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(c) Derivacao numa Superficie Implicita

Nesta se¢do, estudaremos as superficies implicitas e vere-
mos que o plano tangente em um ponto € dado pelo nicleo da
fungdo que define a superficie neste ponto. Além disso, es-
creveremos explicitamente o vetor normal N e as curvaturas
Gaussiana e média da superficie. Para isso serdo necessarias
algumas definicdes e o teorema da funcdo implicita.

Definicdo 3.6. Seja U C R3 um conjunto aberto e seja f :
U — Raplicagdo diferencidvel e seja a € R. Dizemos que a
é um valor regular de f se, para cadap € U com f(p) = a,
temos (df ), # 0, ou equivalentemente, V f(p) # 0.

O préximo resultado mostra que a pré-imagem de um
valor regular é uma superficie regular.

Proposicao 3.7. Seja a € R um valor regular de uma
fungdo diferencidvel, onde U é um conjunto aberto de R3.
Se S = f~Y(a) é um conjunto nao-vazio, entdo S é uma
superficie.

Demonstracao Basta utilizar o teorema da funcdo implicita
e o fato que todo gréafico é uma superficie regular. ([

Exemplo 3.8. O elipsoide 2—2 + z—j + z—j = 1 é uma superficie
regular. De fato, é o conjunto f~1(0), onde

I‘Q 2 2

Yy z
f@.y,2) = 5+ 5+ 5 —1

» 2

é uma fungdo diferencidvel e 0 é um valor regular da funcdo
[, pois, fr = 2z/a?, f, = 2y/b%, . = 2z/c* se anulam
simultaneamente apenas no ponto (0,0, 0), que ndo pertence
a f~1(0). Em particular, temos que a esfera é uma superficie
regular, basta tomara = b =c = 1.

Exercicio 3.9. Mostre que o paraboloide z = x° +y? é uma
superficie regular.

Plano Tangente Seja U C R um abertoe f : U — R
uma fungdo diferencidvel tal que a seja um valor regular de
f pertencendo a sua imagem, temos que S = f~!(a) é uma
superficie, com plano tangente

1,8 = ker((df), : R* = R),¥p € S.
De fato, se v € T},5, entdo existe uma curva o : (—¢, €) — S

tal que a(0) = p e &/ (0) = v. Portanto, (f o a)(t) = a,Vt,
e por diferenciacdo em ¢ = 0,

(df)p(v) = (foa)'(0) = 0.

Portanto, v pertence ao niicleo de (df),. Como T,S e
ker((df),) sdo subespagos lineares de dimensdo dois e um
esta contido no outro, temos o resultado.
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Vetor Normal O espago tangente a superficie S = f~1(a),
onde a é um valor regular de f, no ponto p é o complementar
ortogonal da reta gerada V f(p). Seja v € T,S, entdo existe
uma curva o : (—e€,€) — S tal que @(0) = pe a/(0) = v,
logo f o a(t) = a, temos que

(VF(p),d/(0)) = (f 0 )'(0) =0,

que mostra que V f(p) ¢ ortogonal a T},.S.

Consideremos a superficie S = {(z,y,2) €
R3/f(x,y,2) = 0}, onde f é uma fungdo suave. Sejap € S
tal que Vf(p) # 0, entdo podemos supor, sem perda de
generalidade, que f,(p) # 0. Isso implica, pelo teorema das
fungdo implicita, que existe uma fun¢do g : U C R? — R tal
que a equagdo z = g(x,y) descreve a superficie S em uma
vizinhanga de p, V,,, ou seja, nessa vizinhanga S é parame-
trizada como um grifico G = {(z,y,g(x,y))/(x,y) € U}.
Calcularemos os coeficientes da primeira forma fundamental
emp = (z,y,g(x,y)), os quais denotaremos por E, F, G.

Usando a hipétese f,(p) # 0, obtemos:

o = g

e = 5

o) = Gpeali B o
Goy(z,y) = — % n fyszf;fyfu B fyigbe
Gyy(T,y) = —";ﬁf’juzﬂzgy_%

(d) Formulas para Superficies Implicitas
Dos resultados anteriores, podemos deduzir os coeficien-
tes da primeira forma fundamental:
2 2
A A % )
£ f2

O vetor normal é

No G0 l) _po g2y ey 2 o gy

\V9it+gp+1
Exercicio 3.10. Verifique as expressoes @, e .
Os coeficientes da segunda forma fundamental e, f e g
sdo
e = (N,(0,0,9:0))
_fwa:f22 - 2fa:zfzfz + fzzfmZ _ det(Al)
NIRRT EA
fo= (N,(0,0,92y))
7fzyfz2 - fzfyzfm - fzfyfacz + fyfzzfz

£+ ny.

E= 12

) G= )

®)

det(Ag)

LA+ B2+ 1S
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13 Curvas e superficies implicitas: nog¢oes de geometrias diferencial e discreta

_fyyfz2 B nyzfyfz + fzzfy2

g = (N,(0,0,9y)) =
AN+ B2+ 1
. det(Ag)
IV
onde
fwac fwz f(l?
Al = fwz fzz fz )
J=  f2 0
f:vy fyz f'l/
A2 = fxz fzz fz €
fo f2 O
Foy  Sy= Sy
AS = fyz fzz fz
fy f2 0O
As curvaturas Gaussiana e médias em p sao dadas por:
K det(Al) det(A3) — det(A2)2
B L2V
_ (fzzfyy B Sz) sz + (_Qfacyfzz + 2fz2fyZ) fyfx
(2+ 12+ 12
+ 2(_fwzfyy+fxyfyz)fwfz+(f;ﬂ:vfzz_fa:zz) fy2
(24712472
+ -2 (_.fa:zfxy + .faca:fyz) fy.fz + (fa:acfyy - fa:yz) fz2
(2+2+5)
H =

+ det(As) <1+fg§)>

(fg + 1) fae + (F2HF2) oy + (F24F9) f2
2IVfP
(faly Loy +Tafefort fyfoTyz)
VP '

Observacao. Notemos que ao permutarmos as varidveis x,
y e z nas expressoes de K e H obtemos o mesmo resultado.
Isto decorre da invaridncia das curvaturas.

Exercicio 3.11. Verifique as expressoes de e, f, g, K e H.

Exercicio 3.12. Faca um programa utilizando o Maple para
calcular os vetores tangente e normal, as curvaturas Gaus-
siana e média nos casos em que a superficie é dada na forma
paramétrica e implicita.

1 i fufy

(e) Nocoes de Topologia de Superficies

Mostraremos algumas defini¢cdes basicas sobre a topolo-
gia de superficie, em particular o teorema da classificagdo de
superficies limitadas, sem bordo e conexas. Restringimos ao
caso de superficie implicita considerando apenas superficies
sem bordo (o bordo seria o que chamamos de “furo” ou fron-
teira da superficie).

Definicao 3.13. Se X é um conjunto, uma topologia em X
é um conjunto T C P(X) (conjunto das partes) tal que

-Per, Xer,

- Toda familia enumerdvel (Aj);c de elementos de T

deve verificar ), ; Aj € T,

- Toda familia finita (A;);c; de elementos de T deve
verificar (\;c ; Aj € T.

Os elementos de T sdo chamados de abertos.

Um espago topoldgico é um par ordenado (X, 7) sendo
X um conjunto e 7 uma topologia em X.

Exemplo 3.14. O espaco R com a topologia formada pela
unido de intervalos abertos é um espago topologico.

Os espagos topoldgicos permitem definir formalmente
conceitos como conectividade.

2

, Definicao 3.15. Uma cisdo de um conjunto X é uma

decomposicdo X = AU B, onde AN B = ) e os conjuntos
A e B sdo abertos em X. Uma cisdo é dita trivial quando A
ou B é vazio.

Exemplo 3.16 (Cisdao nido-trivial). Na topologia de R de-
finida pelas unides de abertos, considere o conjunto R —
{0} = (—00,0) U (0, 00).

Definicao 3.17. Um conjunto chama-se conexo quando ndo
admite outra cisdo além da trivial. Assim, se X é conexo,
X = AU B, com A e B disjuntos e abertos em X, entdo
A=0ouB=4.

Exemplo 3.18. Os conjuntos R™ e () sdo conjuntos conexos,
jd o conjunto R — {0} é desconexo, pois admite uma cisdo
ndo-trivial.

Definicao 3.19. Seja z € X C R". A componente conexa
do ponto x no conjunto X é a reunido C, de todos os
subconjuntos conexos de X que contém o ponto x.

Exemplo 3.20. A componente conexa de 1 em R — {0} é
(0,00).
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Orientagdo de Superficies Dada uma superficie regular S
cuja parametrizagdo é o (u, v), temos que 0s vetores oy, € o,
sdo linearmente independentes, logo {o,, 0,,, N} é uma base
positiva orientada para R3. Isto quer dizer que a matriz cujas
colunas sfo esses vetores tem determinante positivo.

Definicao 3.21. Dizemos que a superficie S é orientdvel
se for possivel escolher, para cada p € S, uma orientagcdo
T,S que varie continuamente com p, ou seja se existir uma
aplicagdo continua N : S — S? tal que, para cada p, N(p)
seja ortogonal a T,S. A tal campo de vetores normais N
chamamos orientagdo de S.

Exemplo 3.22. As superficies implicitas sdo orientdveis,
pois o campo N(p) = % é uma orientagdo de f~(a).

Exemplo 3.23. Uma superficie que é um grdfico de uma
fungdo diferencidvel é uma superficie orientdvel: é um caso
particular de superficies que podem ser cobertas por uma
linica parametrizagdo.

Figura 15: Faixa de Mébius.

Exemplo 3.24. A faixa de Mobius M é a superficie obtida
quando colamos as duas extremidades de um retdngulo alon-
gado de papel de modo a fazer coincidir os vértices opostos.
Tal superficie é ndo-orientdvel.

A topologia estuda as propriedades do espago topolégico
que permanecem inalteradas sobre certas transformacdes.
As deformacdes decorrentes destas transformagdes nao po-
dem envolver cortes ou colagens para serem topologica-
mente validas. A transformacdo que vamos estudar é conhe-
cida como homeomorfismo, ou seja, ¢ uma aplica¢do entre
espagos topolégicos que € bijetiva, continua e cuja inversa
também é continua. O espaco topoldgico que vamos traba-
lhar é o R”. E bom entender o conceito de fungio continua,
a saber

Definicao 3.25. Dizemos que f : R™ — R"™ ¢é continua, se
para qualquer aberto U C R™ a pré-imagem f~1(U) é um
aberto de R™.

Algumas superficies bidimensionais como a esfera, o ci-
lindro e o toro moram no R3, como est4 ilustrado na fi-
gura[T6] Um exemplo mais complicado é a Garrafa de Klein
pois qualquer tentativa de representa-la em trés dimensdes
tera auto-interse¢do. Podemos construir um modelo da Gar-
rafa de Klein da seguinte forma. Primeiro construimos um
retangulo com orientacdo, em seguida colamos dois dos la-
dos desse retingulo transformando-o em um cilindro e entdo

14

Figura 16: Superficies: esfera, cilindro e toro.

A
7N

) [ e 1 —
>y M (M

~

Figura 17: Construcdo da garrafa de Klein ((© wikipedia).

as extremidades do cilindro sdo identificadas nas diregdes
opostas. Para fazer isso o cilindro precisa ser dobrado em
torno de uma extremidade e empurrado pelo lado como mos-
tra a Figura[T7] A garrafa de Klein pode ser representada em
um espaco 4—dimensional sem auto-intersecao.

Definicao 3.26. Dizemos que duas superficies M e N sdo
topologicamente equivalentes se existe h : M — N homeo-
morfismo.

Exemplo 3.27. Seja S? a esfera. Se a apertamos um pouco
obtemos uma outra superficie que é topologicamente equi-
valente a esfera (ver Figura[I8).

h

o

Figura 18: Superficies topologicamente equivalentes.

Vamos considerar superficies limitadas, sem bordo e co-
nexas, e classificar essas superficies para saber se sdo topolo-
gicamente equivalentes. Vimos na Figura [I8|um exemplo de
superficies topologicamente equivalentes. Vamos construir
alguns exemplos de superficies que sdo limitadas, sem bordo
€ conexas.

Exemplo 3.28 (Esfera com uma al¢a). Consideramos a es-
fera S? e tiramos dois discos disjuntos e entdo adicionamos
um cilindro identificando seus bordos circulares com os bor-
dos da esfera sem os discos (ver a Figura[I9). Este processo
é o0 que chamamos de adicionar alcas. Repetindo o processo
obteremos uma esfera com duas, trés ou qualquer niimero
finito de alcas. Observemos que uma esfera com uma alga é
homeomorfa a um toro.

Exemplo 3.29 (Plano Projetivo). Comecamos com uma es-
fera S e retiramos um disco e adicionamos a faixa de
Mobius neste lugar. O resultado é uma superficie fechada
chamada plano projetivo denotada por P? (ver a Figura @)
Um fato importante é que P? mora em R*.
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15 Curvas e superficies implicitas: nog¢oes de geometrias diferencial e discreta

iscos \ + alca \
=

Figura 19: Esfera com uma alga.

) \ + faixa de PI
Ldisco obts | — ano
v ' Projetivo

Figura 20: Construgdo plano projetivo.

Exemplo 3.30 (Garrafa de Klein). Comegcamos com uma
esfera S® e retiramos dois discos. Esta nova superficie é
homeomorfa ao cilindro. Agora adicionamos uma faixa de
Mobius em cada bordo (circulo) do cilindro. O resultado
é uma superficie fechada chamada garrafa de Klein (ver

a FiguraZ1).

- 2 discos \ ' f\ﬂfz;zde Ga rrafa
5 = de
Klein

Figura 21: Construgdo da garrafa de Klein.

Teorema 3.31 (Classificacdo de superficies). Qualquer su-
perficie limitada, sem bordo e conexa é homeomorfa a:

- Esfera.
- Esfera com um niimero finito g de algas.

- Esfera com um niimero finito g de discos removidos e
substituidos por g faixas de Mobius.

Demonstracao A prova deste resultado pode ser encontrada
no livro de M. Armstrong [2]. O

As superficies nas duas primeiras familias sdo orientdveis.
A esfera pode ser vista como um 0 toro e no ultimo item
temos que as superficies sdo nao orientdveis, em particular
o plano projetivo e a garrafa de Klein sdo ndo orientaveis. O
nimero g de al¢as é chamado genus da superficie.

Superficies com vérias componentes conexas sao classifi-
cadas pela classe de cada uma de suas componentes conexas
e assim, resta classificar superficies conexas.

A partir do teorema da classificac@io é possivel definir ou-
tro invariante topoldgico, ou seja, ao fazermos deformagdes
na superficie essa propriedade topoldgica ndo € alterada.

Definicao 3.32. A caracteristica de Euler x para superficies
limitadas, sem bordo e conexas é definida por

- X = 2, se a superficie é uma esfera.

- X = 2 — 2g, se a superficie é uma esfera com um
niimero finito g de algas.
- X = 2—g, se a superficie é uma esfera com um niimero

finito g de discos removidos e substituidos por g faixas
de Mobius.

Exercicio 3.33. Mostre que a caracteristica de Euler da
garrafa de Klein é 0.

Preprint MAT. 1/11, communicated on January 10t", 2011 to the Department of Mathematics, Pontificia Universidade Catdlica — Rio de Janeiro, Brazil.



M. Andrade, A. Cabral, V. Mello, A. Peixoto and T. Lewiner

4 Interpolacao e Derivacao Discreta

As férmulas para calcular as curvaturas de superficies
implicitas sdo calculdveis no computador, dado os valo-
res das derivadas da fungdo implicita f. Quando a funcgio
implicita € dada por uma férmula algébrica, é possivel usar
célculo simbdlico para obter estas derivadas. Porém, nos ca-
s0s usuais, a fungdo € apenas medida (amostrada) como um
sinal em alguns pontos do espaco, geralmente os vértices de
uma grade (reticulado) regular. Neste capitulo estudaremos
como, a partir do sinal discreto, encontrar uma aproximacao
continua. Além disso, veremos como calcular derivadas a
partir de dados interpolados e com isso extrair informagdes
como normais e valores de curvaturas.

(a) Interpolacao Local

Em muitas aplicagdes computacionais, desejamos obter
uma fun¢o continua f : R — R a partir de um sinal discreto
g[k], de tal modo que f(k) = g[k| para todo k € Z. Esse
problema € denominado problema de interpolagdo de sinais
discretos. Nestes casos, podemos empregar interpolacdo li-
near, de modo que f(t) = (1 — t)g[i] + tg[¢ + 1], onde
i = |z denota a parte inteira e ¢ = {z} a parte fra-
ciondria de z. Interpolacdo linear ¢ uma solugdo muito efi-
ciente para o problema de interpolacdo. Entretanto, em al-
guns problemas, como no cédlculo de curvaturas, mais uma
condig@o € necessdria, a de que f seja de classe C'2. Neste
caso, deve-se recorrer a outro método de interpolacdo, pois
em geral as fungdes obtidas por interpolag@o linear ndo sio
diferencidveis nos pontos k € Z.

Interpolacio polinomial

Uma abordagem geral para o problema da interpolagao
€ considerar que a fungdo f pertence a um certo espaco
de fungdes que possua as propriedades desejadas. Em
aplicacdes de Computacdo Gréfica, os espacos mais usados
s30 os espacos das fungdes splines de grau n,

5™ = {f € C" Y(R)|f|(k,k+1] € um polindmio de grau n},

ou seja, S™ é o espaco das funcdes de classe C" ! que sdo
polinomiais por partes nos intervalos [k, k + 1] da reta.

Exercicio 4.1. Verifiqgue que para cada sinal discreto g[k]
existe uma tinica funcdo em S que satisfaz a condicdo de
interpolagdo, exatamente a func¢do obtida por interpolagdo
linear.

Nos modelos tradicionais de visualizagdo espera-se ape-
nas que a superficie seja regular, em outras palavras, que f
definida em R? seja de classe C'!, dessa forma podem ser de-
finidos planos tangentes em cada um dos seus pontos. Esse
fato € muito importante pois garante que vetores normais
possam ser calculados sobre esses pontos para serem uti-
lizados, por exemplo, no processo de iluminacdo da cena.
Incluiremos mais uma condicdo, a de que f seja de classe
C?, ou seja, que suas derivadas até a segunda ordem sejam
continuas. Essa garantia é fundamental para o cdlculo da cur-
vatura sobre pontos em superficies descritas por f.
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Entretanto, para que f seja de classe C2, devemos
buscd-la no espago 52, conhecido como espaco das splines
ctibicas. Nas proximas secdes, mostraremos como resolver o
problema de interpolagdo para splines cibicas, ou seja, dado
um sinal g[k], determinar a tnica fungdo f € S® tal que
f(k) = glk], para todo k € Z. Além disso, serd apresen-
tado um método para obtencdo de valores de curvatura sobre
superficies.

Interpolacao por splines

Para uma boa compreensdo do problema de interpolagio
ctibica, é necessdria uma prévia caracteriza¢do dos espacos
S™. Analisando o método de interpolacéo linear, é facil ver
que se f € S! entdo

flw) = clk]Bi(z — k), ©)
kEZ
onde Bi(z) € a fun¢do B-spline de grau 1 exibida na Fi-
guraR2(a)|e c[k] = g[k]. O prefixo B antes da palavra spline
significa que as translacdes inteiras da fun¢do B; formam
uma base do espaco vetorial S*. Note que como B; possui
suporte compacto, para cada 2 o somatério em (9) € finito.

E possivel mostrar, que para cada espago S™, com n, > 1,
existe uma fun¢do B,,, chamada funcdo B-spline de grau n,
tal que o conjunto { B, (- — k) } ez é uma base do espago S™,
ou seja, cada fungdo f € S™ pode ser escrita da forma

f(z) :Zc[k]Bn(x—k), (10)
kez
para coeficientes c[k] unicamente determinados por f. O
grifico das funcdes B,, para n = 0,--- ,3 pode ser visto
na Figura 22}
osf o; \
02 ’ 02, \
, / \
(a) Bo(z) (b) B1(z)
N b\
06 yare \
05 / \\
/e
04 / . \\
03 // . \\\
/ 02
/// 01 N / N‘ \\
(c) Ba(z) (@) Bs(z)

Figura 22: Fungées B-spline.

Exercicio 4.2. Existem vdrias formulas recursivas para as
fungées B,,. Mostre que B,+1 = B, * By, onde By é a
fungdo caracteristica do intervalo (f%, %], conhecida como
fungdo box, e a operacdo f x g é o produto de convolucio
entre duas fungaes,

Fro@ = [ e
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Aplicando a defini¢do recursiva, concluimos que

, se|z| > 2
(2 —=z)3 ysel <z <2
— 3z @2—|z]) ,selz| <1

0

1
Bs(x) S
3
Como o suporte da fungdo B3 tem largura 4, em geral ée{&e)l
ponto z da fungdo f(z) sofre a influéncia de quatro fungdes
de base B3(- — k), mais exatamente para k = ¢ — 1,4,7 +
1,7 + 2 onde i« = |z]|. Mas se x é inteiro, apenas trés
fungdes de base contribuem para o valor de f(z), aquelas
comk =1i—1,7,i+ 1, onde « = x. Portanto, temos que para
todo k € Z

f(k) = clk=1]Bs(k— (k—1)) +
c[k]Bs(k — k) + c[k+1](k — (k+1))
= [k —1)Bs(1) + c[k] B3(0) + c[k + 1] B3(—1)

1 4 1
= 6c[k -1+ 6c[lc] + Ec[k +1].

Voltando ao problema de interpolagdo, o problema de
encontrar a fungdo f € S® que interpola o sinal discreto
g[k] resume-se a determinar coeficientes c[k] tais que

ok = gelk— 1)+ sclb + sk +1 02)

para todo k € Z. Note que os coeficientes c[k] podem ser
interpretados como um sinal discreto de modo que a equacio
(I2) pode ser colocada na forma de uma convolugdo discreta

141

o= ([5 5 5| =) onde (g = X iinti-

iE€EL

Considerando que o produto de convolugao € associativo,

obtemos:
1417°°
[6 6 6} *9) [kL

e o problema se reduz a encontrar a inversa com respeito a

convolugdo do sinal discreto [&  1].

Existem algumas técnicas que podem ser empregadas
com esse intuito, uma delas é a Transformada Z [23\ |1]], mas
nesse caso em particular é facil verificar diretamente que

—62
— |k]
hlk] = 2%
com z = —2 + /3, é a inversa de [% % %] basta usar a
defini¢iio de convolucio discreta e o fato que 22 + 1 = —4z.

(b) Derivacao de Sinais Interpolados

. | N ) | .
4 2 ‘ ‘ 2 4

Figura 23: Grdfico do sinal h[k].

Derivadas de funcoes splines

Agora que sabemos como avaliar a fungdo f utilizando
B-Splines cubicas, podemos analisar o problema de calcular
as derivadas desta funcdo utilizando os coeficientes obtidos.

Encontrar as derivadas da fungdo f se torna uma tarefa
simples quando a caracterizamos como

f(@) =" c[k] Bs(z — k),

kEZ

pois, pela linearidade da derivacéo,

fl(x) = clk]By(a — k) e f'(x) = Y c[k] By (x — k).

kEZ kEZ

As derivadas de primeira e segunda ordem da fungdo B3 sdo
descritas pelas equacdes[13|e [I4]

0 , se|z| > 2

%zz+2x+2 , 6 —2<ox<—1
Bi(z) = —322 — 2z ,se —1<x<0(13)

%zzfo ,se0<ax <1

f%x2+2172 ,sel <o <2

0 , se |z >2

T+ 2 , 8¢ —2<zr<—1
Bl(z) = —3z — 2 ,se —1<az<0(14)

3x —2 ,sel0<z <1

—x 42 ,sel <o <2

Estas derivadas estdo representadas na Figura[24]

Caso tridimensional

Os passos descritos nas se¢des anteriores para o cdlculo
de interpolacdo utilizando fungdes B-spline ctbicas podem
ser facilmente estendidos para o caso tridimensional. Neste
contexto, f passa a ser avaliada a partir de um produto
tensorial.

No caso geral temos entdo o seguinte

f(:C,y,Z) = Z C[i,j,k]Bg(.’ﬁ - Z)Bfﬁ(y 7])B3(Z - k)
i,5,kEZL
(15)
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(a) B3(x) 3

05 \ /

04 o /

o2 \\ /'ﬂ

\ -2 -1 \\\ / 1 2

-2 -1 \ 1 2 \\\ -3 /

-02 \ \\-1,0 /

-04 \\ .\)\5 /’/'

(b) Bj(z) (¢) By (x)

Figura 24: Derivadas da fungdo spline ciibica.

Podemos ainda calcular as derivadas parciais de primeira
e segunda ordem de f da seguinte forma

folw,y,2) = Y cli, g, k]By(x —i)Bs(y — j)Bs(z — k),
4,5,kEZL
fy(x7yvz) = Z C[i,j,k]Bg,(l‘—i)Bé(y—j)B3(Z—k)7
4,7,kEZ
fz('rayaz) = Z C[’L,j,k]Bg,(.’L‘—Z)Bz;(y—j)Bé(Z—k),
i,5,kEL
fxaf(xayaz) = Z C[ihjﬁ k]Bg(l‘—Z)Bg(y—j)B:;(Z—k),
i,5,kEL
facy(xayvz) = Z
©,5,kEL
frz(xayy'z) = Z C[i’ja k]Bé(l’*Z)Bg(y*])Bé(ka),
©,5,kEL
fyy(f”a Y, Z) = Z C[i’ja k]B3(x - Z)Bg(y - ])B3(z - k)7
©,5,kEL
fyz(2,y,2) =
4,5,kEZL
foolwz) = Y cling K]Bs(e — i) Bly — ) BY(= —

i,5,kEL

Pela natureza das equacdes apresentadas, percebe-se fa-
cilmente que foy = fya, fz: = foz € fyz = fay-

A Figura[23]apresenta as derivadas de primeira e segunda
ordem da funcdo f para o caso bidimensional.

Curvatura da interpolacao por splines

Dadas as derivadas da interpolacdo por splines f vistas
na se¢do anterior, podemos usar diretamente as férmulas
para superficies implicitas vistas no capitulo [3] [10]. Lem-
bramos que a normal da superficie implicita definida por
f no ponto (x,y,z) é definida como N = onde

Vf =

Vi
) V£
(fz, fy, f-)- As informacdes sobre a curvatura estio

k).
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Figura 25: Fungdes B-spline bidimensionais e suas derivadas
parciais de primeira e segunda ordem.

em dIN que é em uma matriz 3 X 3 e pode ser expandida:

4V f) Vf-wnwn))
IN = _ _
N ( N IE
1 (H_ Vf~V(VfT-Vf))
- NS TIRE

@V ))
= H —
HVfII ( 2||Vf|\2
B Vf-VfT )
- (1 Nz
- HVfII (I-N-NOH

li, 5, k]Bé(x _ z)Bé(y — §)Bs(z — k), No resultado acima, I é a matriz identidade e H a matriz

Hessiana definida por

H= fyw fyy fyz
fz;v fzy fzz

O produto NIN”' ¢ um operador linear que projeta vetores

Z cli, j, k] Bs(x — i) Bs(y — j) B4 (2 — k), sobre a reta suportada por N. O operador I — NNT projeta

sobre o complemento ortogonal desse subespaco, que vem
a ser o plano tangente a isosuperficie em p. Definindo P =
I - NN7 temos

1

i
A equagc@o (T6) mostra que a variagdo do vetor normal da
superficie dIN é a projecdo (por P) da matriz Hessiana sobre
o plano tangente re-escalonada pelo fator escalar 1/||V f]|.
A composi¢do com a projecdo P significa que dIN admite N
como um autovetor associado ao autovalor 0. Existe entdo
uma base ortonormal {vy,vo, N} de R? onde vy e vy sio as
direcdes principais de curvatura associados aos autovalores
k1 e ko. Nessa base, dN é diagonal:

(16)

kir 0 O
dN~ | 0 ko O
0 0 0
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Como estas quantidades sdo invariantes por mudanca de
base, temos que o trago de dN é tr(dN) = ki + ks e
sua norma de Frobenius é |[dN|p = /tr(dNdNT) =
k% + k3. Podemos achar a diferenca das curvaturas prin-
cipais a partir de 2|dN|% — tr(dN)? = (k1 — k2)? e deduzir
kl € kQZ

tr(dN) + \/2[dN[Z — tr(dN)?
. .

ki2 =

Lembramos que a curvatura gaussiana é definida como
K = kq - ko e a curvatura média como H = (k1 + k2)/2.

As Figuras 26| and [27] apresentam um exemplo da
aplicacdo da teoria que estamos estudando na visualizagio
de curvaturas em superficies detalhada na préxima se¢do.

() k1

Figura 26: Exemplo de visualizacdo baseada em curvatura. Verme-
lho indica curvaturas positivas e em azul aparecem as curvaturas
negativas. Na imagem estdo representadas a curvatura Gaussiana,
a curvatura média e as curvaturas principais ki e ko

T
o /

Figura 27: Exemplo de visualizacdo baseada em curvatura em
diferentes superficies. Vermelho indica curvaturas positivas, verde
curvatura nula e azul curvaturas negativas.

(c) Visualizacao de Superficies Implicitas

Nesta se¢@o, vamos descrever brevemente como as figu-
ras de superficies deste capitulo foram geradas. Emprega-
mos um algoritmo simples e direto para a visualizacdo de
superficies implicitas: o lancamento de raios (ray casting em
inglés) [29]. Além do lancamento de raios bdsico para su-
perficies, descreveremos também o langamento de raios para
volumes.

Figura 28: Lancamento de Raios.

Lancamento de Raios para Superficies

Dada uma superficie implicita S = f~1(a), o primeiro
passo do algoritmo consiste em considerar um grid regular,
que representa a imagem resultante do algoritmo, onde cada
elemento é chamado de pixel. Para cada pixel P;; € tragado
um raio 7(t) que parte do centro de projegdo o e passa pelo
ponto P;;, ou seja, r(t) = P;; + t(P;; — o). Conhecendo a
equagdo do raio e a equagao da superficie, podemos calcular
os pontos de intersecdo entre o raio r ¢ a superficie S fazendo
f(r(t)) = a. Note que chegamos assim a uma equagdo na
varidvel t. Se a equagdo nio possui solucdo, temos que o
raio ndo intersecta a superficie e portanto o pixel F;; pode
ser colorido com uma cor de fundo pré-determinada. Caso
contrério, calculamos o menor valor positivo ¢; que satisfaz
a equacdo acima, de modo que p = r(t1) é a primeira
intersegdo do raio com a superficie. A Figura [28] ilustra o
algoritmo de lancamento de raios.

Resta agora decidir que cor devemos aplicar ao pixel F;;
correspondente. Isso depende de dois fatores: do modelo de
iluminacdo, ou seja, de como o processo de iluminacdo é
simulado no computador para gerar um efeito de sombre-
amento mais ou menos realista, e de atributos associados
a superficie S, tais como cor, textura e outras propriedades
fisicas que se deseje simular.

Um modelo de iluminacao prético e facil de implementar,
embora nao acurado fisicamente, € o modelo de Blinn-Phong
[28]. A ideia basica é calcular um fator I, que representa a
intensidade de luz proveniente da fonte de luz presente na
cena que € refletida pela superficie S no ponto p na direcéo
do raio r.

A Figura 29 ilustra os componentes do modelo de
iluminagdo. O primeiro fator considerado € a reflexdo difusa
que € provocada pela absorcdo e irradiagdo uniformemente
distribuida da luz sobre o objeto iluminado. Esse efeito ¢ mo-
delado pela Lei de Lambert, descrita por:

I, = kq(N - L), a7

onde kg é a constante de reflexdo difusa determinada pelo
material que constitui o objeto, N € o vetor normal a su-
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Figura 29: Modelo de Iluminacdo de Blinn-Phong ((© wikipedia).

perficie S no ponto p e L é o vetor que representa a diregéo
da fonte de luz.

Aliada a componente do pardgrafo anterior, para simplifi-
car o modelo, a contribui¢do da energia luminosa provocada
pela reflexdo da luz por outros objetos contidos na cena é
considerada em um novo elemento chamado de luz ambi-
ente. Dessa maneira, o modelo pode ser novamente descrito

como I, = ko + kg(N - L), (18)
onde k, é a constante de reflexdo do ambiente.

Finalmente, podemos considerar a componente especular
que simula propriedades de reflexdo da superficie e portanto
depende em grande medida da posi¢do do observador relati-
vamente ao ponto p, ou seja, depende do vetor V que liga o
ponto p ao observador (exatamente o vetor diretor do raio r,
no sentido oposto). A componente especular é responsavel
pelo efeito de brilho intenso em uma determinada regido da
superficie conhecido como highlight. Chegamos entdo a se-
guinte expressao:

I, =kq +ka(N-L)+ k(N -H)?, (19)

onde ks € a constante de reflexdo especular, o € o expoente
de reflexdo especular e H é o vetor que indica a dire¢do de
highlight maximo, definido por
L+V
H=
L+ V|

Encontrada a intensidade de luz refletida no ponto p, a cor
C,; do pixel P;; é apenas o produto da intensidade I, pela
cor C da superficie:

C;; = I,C.

Note que a cor de um pixel normalmente é representada por
um vetor C = (r,g,b) que representa a porcentagem das
cores primdrias vermelho (r), verde (g) e azul (b).

Lancamento de Raios para Volumes

Em muitas aplicacdes é necessario visualizar o interior de
volumes sélidos do espago, mas o algoritmo de langamento
de raios cldssico permite visualizar apenas superficies. Vere-
mos agora como estender o algoritmo descrito na subsecio
anterior para visualizacdo de um volume descrito por uma
fungdo escalar f: [0,1]> — [0,1]. A ideia é que pode-
mos pensar na funcdo f como uma maneira de classifi-
car os pontos do cubo [0, 1]% atribuindo um valor de trans-

20

paréncia a cada um deles. O processo de visualizag@o de vo-
lumes que utiliza esses valores de transparéncia é chamado
de Visualizacdo Volumétrica.

Uma maneira de interpretar a visualiza¢do volumétrica é
considerar que

[0, 1]3 = UaE[O,l]fil(a)a

ou seja, o cubo [0,1]% é a unido de todos as superficies
de nivel da fungdo f. Assim, podemos aplicar as técnicas
de visualizacdo de superficies implicitas para cada um dos
niveis a € [0, 1], integrando-as de alguma forma. E possivel
combinar os atributos contidos em cada uma dessas su-
perficies de maneira a visualizar partes diferentes do volume
simultaneamente através de um efeito de transparéncia ilus-
trado na Figura[30]

Figura 30: Visualizacdo de volumes com efeito de transparéncia.

O segredo para realizar essa integracdo é considerar que
existe um atributo 7, chamado transparéncia, associado a
cada ponto p € [0,1]3. Este atributo normalmente é consi-
derado constante em cada superficie S, = f~!(a), sendo
portanto uma funcido de a, ou seja,

7(p) = (£ (),

onde 7 : [0,1] — [0,1] é denominada fungdo de trans-
feréncia. Assim, alterando o valor da funcdo de transferéncia
no ponto a, podemos tornar uma certa superficie S, mais ou
menos transparente.

Note que a transparéncia tem um cardter multiplicativo.
Por exemplo, se um vidro tem 50% de transparéncia, isso
significa que metade da luz que incide em um lado passa
para o outro lado. Se justapomos dois destes vidros, temos
que apenas metade da metade da luz passa, ou seja, 25% =
50% x 50%. Como em certos casos é mais conveniente somar
que multiplicar, vamos introduzir a grandeza w, denominada
opacidade, de modo que

w(p) = —In7(p).

Assim, somar opacidades é equivalente a multiplicar trans-
paréncias, pelas propriedades do logaritmo. Note ainda que
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quando a transparéncia vale 100% a opacidade vale 0 e
quando a transparéncia vale 0%, a opacidade € infinita.

Durante o langamento de raios, um mesmo raio pode in-
tersectar diferentes superficies de nivel, com diferentes va-
lores de transparéncia e cor. No algoritmo descrito anterior-
mente, considerdvamos apenas a primeira interse¢do. O pro-
blema entdo é: como compor esses valores para gerar o re-
sultado final?

A ideia € simplesmente integrar a contribuicdo de inten-
sidade e cor ao longo do raio r, considerando a atenuacio
causada pela transparéncia acumulada, ou seja,

tp
Cij = / e fawrtDd i) dt,  (0)
ta
onde t 4 e t g sdo os parAmetros dos pontos de entrada e saida
do raio no cubo [0, 1]2. Note o aparecimento da fungdo C(p)
que d4 a cor no ponto p.

Analogamente ao caso da transparéncia, normalmente
consideramos que a cor C(p) é constante em cada superficie
de nivel, de modo que

C(p) = (v (f (), (f(P); Ww(f(P))),

onde ,., 74 € Y s@0 as funcdes de transferéncia dos compo-
nentes de cor, as quais podemos controlar para escolher as
cores finais de cada superficie de nivel.

A equagdo (20) pode ser justificada fisicamente [27],
mas é mais facil pensar nela intuitivamente. Simplesmente
estamos integrando todas as contribui¢cdes de cor de todas as
superficies de nivel ao longo do raio, ponderando cada uma
delas com um fator da forma

exp < /t: w(r(s)) ds)

que mede a transparéncia total acumulada de r(t4) até r(t).

Na prética, a integral da equacdo pode ser aproxi-
mada por uma soma de Riemann sobre uma partic@o finita
de maneira bastante eficiente. Além disso, os computadores
mais modernos possuem placas aceleradoras graficas dedi-
cadas (as GPU’s) que permitem que os calculos relativos a
vérios raios diferentes sejam efetuados simultaneamente, o
que aumenta ainda mais a eficiéncia do processo, de modo
que mesmo volumes de grandes dimensdes podem ser visua-
lizados em tempo real. Na nossa implementagdo, utilizamos
o framework de visualizagdo volumétrica VOREEN [30], ao
qual adicionamos médulos para calculos de interpolagdo e
local e cdlculo de curvaturas, descritas nas se¢des anteriores.

Visualizacao da Curvatura

Finalmente, vamos explicar como incorporar a
informagdo de curvatura na visualizacdo de superficies
e volumes. Vamos denotar por k(p) uma das curvaturas
estudadas no capitulo [3| (K, H, k1 e k) no ponto p da
superficie S, com a = f(p). Queremos modificar a funcdo
de cor C(p) de modo que a cor dependa da curvatura k(p),
ao contrdrio das subsecdes anteriores onde se usava o nivel
a para definir a cor da superficie.

Uma pequena dificuldade inicial é que os valores de k(p)
ndo sdo conhecidos a priori, podendo assumir qualquer valor
real, ao passo que os valores das componentes de cor estao
limitados a valores no intervalo [0, 1]. A fung¢io

e)\z

— ,sex <0
n)\(w): %—)\w ’
1-— 5 ,sex >0

exibida na Figura mapeia o intervalo (—oo,+00) no
intervalo (0,1), onde A é um pardmetro que controla a
inclinacdo do grafico. Podemos assim definir a curvatura
normalizada k,(p) = nx(k(p)) e calcular a cor C(p) fa-
zendo

C(p) = ('Vr(kn(p))a Wg(kn(p))v 'Vb(kn(p)))

0.8 /

Figura 31: Grdfico da fungdo no.5(x).

(d) Problema da Invariancia

Uma propriedade desejavel ao estudarmos propriedades
de geometria Euclidiana, como, por exemplo, vetores tan-
gentes e normais ou curvaturas, é a invariancia por movi-
mentos rigidos (rotagdes e translagdes). Isto é importante
porque podemos identificar um mesmo objeto (curvas ou su-
perficies) em posicdes distintas do espaco, pois ele terd as
mesmas propriedades geométricas. De fato, a propriedade
essencial para usar uma medida em fisica ou nas engenha-
rias (e no dia a dia) € a invariancia, e isso confere as medidas
usuais (4rea e curvatura por exemplo) o seu significado mais
util.

Um exemplo simples para visualizar essa invariancia é
o caso da esfera. Facamos uma rotacdo e uma translacio
na esfera, temos que as curvaturas Gaussiana e média da
superficie ndo se alteram. Formalmente, dizemos que uma
propriedade geométrica .4 em um objeto O € invariante
por movimentos rigidos 1" se, para todo p € O, termos

A(T(p)) = Ap)-

Exercicio 4.3. Mostre que as curvaturas Gaussiana e média
sdo invariantes por movimentos rigidos. Dé um exemplo

Preprint MAT. 1/11, communicated on January 10t", 2011 to the Department of Mathematics, Pontificia Universidade Catdlica — Rio de Janeiro, Brazil.



M. Andrade, A. Cabral, V. Mello, A. Peixoto and T. Lewiner 22

mostrando que a curvatura Gaussiana ndo é invariante por
escalonamento (mesmo uniforme).

Vamos supor de agora por diante que estamos traba-
lhando com transformagdes lineares. Os vetores tangentes
Ou € Oy sd0 naturalmente contravariantes sobre qualquer
transformacio linear A, ou seja:

O {u,v} (A(p)) = Aa{u,v} (p)

Isto € uma consequéncia direta da regra da cadeia.

Relagdes de ortogonalidade ndo sdo preservadas sobre
algumas transformacdes lineares A, portanto o vetor nor-
mal N nfo € invariante por movimentos rigidos. Entretanto,
a direcdo do normal € covariante (se (N, oy, ,3) = 0,
entiao (A_TN7A0{U7U}) = 0), isto é, se aplicarmos uma
transformacdo rigida A na superficie S teremos que o novo
vetor normal é A~7N.

No caso discreto, surgem alguns problemas quando va-
mos obter as propriedades geométricas, como vetores tan-
gentes e normais ou curvaturas, invariantes por movimentos
rigidos. Uma das dificuldades € a boa estimativa das deri-
vadas em cada ponto da grade e feito isso teremos que in-
terpolar os valores das derivadas para obtermos uma boa
representacdo dessas propriedades geométricas. Ao aplicar-
mos uma transformagao rigida em nossa amostra de dados, o
sinal g[i, 4, k] ndo é transformado por este movimento rigido
pois aparecem pontos de amostragem que ndo sao necessa-
riamente combinacdes sistemdticas de amostras anteriores.
Por isso, muitas vezes perdemos a invariincia das proprie-
dades geométricas. Isto torna-se algo interessante de estudar
visto que a propriedade de invariancia é importante em varias
aplicacdes, como reconhecimento e reconstru¢do de curvas
ou superficies.
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5 Representacoes Discretas Globais

Com as ferramentas de interpolagdo do capitulo anterior,
podemos definir a geometria local de curvas e superficies
implicitas definidas por dados discretos. Isto é uma ma-
neira de relacionar parte das defini¢des diferenciais (capitulo
3) com os dados discretos. Porém, lembramos que as su-
perficies tem propriedades geométricas locais, como curva-
tura, mas devem ter uma consisténcia global para poder ex-
pressar, por exemplo, a drea total ou o niimero de componen-
tes conexas.

Este capitulo introduz representacdes e mecanismos de
geometria discreta para expressar curvas e superficies de
forma global. De uma certa forma, esses mecanismos criam
uma base para mudangas de pardmetros entre as regides
onde pode-se aplicar o teorema da funcdo implicita e usar
os calculos do capitulo anterior. Para isto, introduzimos
representacdes de curvas e superficies discretas, essencial-
mente curvas poligonais e malhas triangulares, e mecanis-
mos de gerar essas representacdes a partir de um sinal dis-
creto.

O estudo global das superficies requer frequentemente,
até na Geometria Diferencial, abordagens menos fundamen-
tadas no calculo e mais nos processos construtivos. No caso
discreto, as construgdes sdo expressas como algoritmos para
adaptar-se ao computador. Os procedimentos sdo infeliz-
mente formalizados como condicdo apenas suficiente (“deste
jeito funciona”) mais do que de forma necessdria (‘“‘existe
apenas uma solu¢do com hipéteses minimas”). Isto € princi-
palmente devido a juventude destas dreas que precisam ainda
ser melhor formalizadas. Mas do lado didatico, tém a vanta-
gem de envolver conceitos de vérias dreas da Matematica:
desde a Combinatéria (complexos celulares), até Topologia
e Geometria.

(a) Representacoes Discretas

Figura 32: Um complexo celular com vértices, arestas e faces.

Complexo celular

A representacdo discreta usual de curvas e superficies é
similar a definicdo de superficie regular (se¢do 2.4): colando
pedacos de reta ou de plano, eventualmente deformados. A
diferenca é que cada um dos pedagos ndo se recobrem, mas
sao postos lado a lado, colados pela fronteira deles. Cada
pedaco € chamado de célula, tendo dimensdo 0, 1 ou 2 se
corresponder a um ponto, um pedago de reta ou um pedago
de plano deformado.

Mais precisamente usando a no¢do de homeomorfismo
vista no capitulo 3 [15]:

Definicao 5.1 (Célula). Uma célula T' de dimensdo d é a
imagem de um aberto limitado U de R por uma aplicacdo ¢
bijetiva, continua, de inversa continua e estendivel ao bordo
de U. O bordo de T é a imagem do bordo de U por ¢.

A aplicac¢do ¢ modela a deformagdo de cada pedago T'. A
superficie discreta € um conjunto de tais células justapostas,
coladas no bordo delas (ver Figura [32). O bordo comum a
duas células tem que ser uma célula de dimensao menor, a
saber

Definicao 5.2 (Complexo celular). Um complexo celular C
é um conjunto de células disjuntas tais que o bordo de uma
célula seja a unido de células de dimensdo menores.

Complexo simplicial

Essa definicdo de complexo celular (finito mergulhado)
permite representar a grande maioria das superficies dife-
renciais de forma exata. Porém, apesar de discreta, esta
representacdo nem sempre pode ser usada no computador,
principalmente por causa da deformacgdo ¢ e da eventual
complexidade do bordo. Por isso é comum usar um caso
particular de complexos celulares, mais simples, chamada
de complexos simpliciais [3] (ver Figura[33). Neste caso, as
células sdo simplexos, que generalizam pontos, segmentos
de reta, tridngulos, tetraedros, pentachoron, etc.

Definicao 5.3 (Simplexo). Um simplexo T de dimensdo d é
o fecho convexo de d + 1 pontos em posicdo geral.

O fecho convexo é o menor conjunto convexo contendo
os pontos. Por exemplo, o fecho convexo de trés pontos
no plano € o tridngulo tendo esses pontos como vértices.
Os pontos precisam ser em posicdo geral (ndo tendo trés
pontos alinhados, quatro pontos coplanares) para evitar que
o simplexo degenere.

O\ D

Complexo simplicial

Casos invalidos

Figura 33: Um complexo simplicial e casos ndo vdlidos

Os simplexos de dimensdo 0, 1 e 2 sdo respectivamente
chamados de vértices, arestas e tridngulos. Observe que as
faces de dimensao d — 1 de um simplexo de dimens@o d sdo
simplexos de dimensdo d — 1, pois sdo os fechos convexos
de d dos d + 1 pontos.

Exercicio 5.4. Verifiqgue que um simplexo de dimensdo d tem
(Z) faces de dimensao k.
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Propriedade de variedade local

Um complexo simplicial ¢ um complexo celular onde
cada célula é um simplexo. Para um complexo simplicial
corresponder a uma curva (continua), € necessario garantir
que a vizinhanga de cada ponto possa ser parecida com um
segmento de reta. Chamamos esta propriedade de variedade
local. Para isso, ndo pode haver simplexos de dimensdo
maior ou igual a 2, nem vértices isolados (ndo contidos no
bordo de outra célula). Cada ponto de uma aresta verifica
a propriedade de variedade local (as células s@o disjuntas).
Para os vértices, eles podem ser considerados no meio de um
segmento de reta se ele pertencer exatamente ao bordo de
duas arestas. Neste caso, chamamos o complexo simplicial
de curva poligonal.

Para um complexo simplicial corresponder a uma su-
perficie (n3o necessariamente suave), ndo pode haver sim-
plexos de dimensao maior ou igual a 3, nem vértices ou ares-
tas isolados (ndo contidos no bordo de outra célula). Cada
ponto de um tridngulo verifica a propriedade de variedade
local. Para a aresta, ela pode ser considerada no meio de um
pedaco de plano se ela pertencer exatamente ao bordo de dois
triangulos.

Esta propriedade serd fundamental para os algoritmos
de Marching Cubes. Um vértice verifica a propriedade de
variedade local se a unido das arestas e dos tridngulos em
volta dele é conexa. Neste caso, chamamos o complexo
simplicial de malha triangular ou de superficie discreta
triangulada

Exercicio 5.5. Verifique que a condicdo de variedade local
para um vértice é vdlida apenas se as arestas em volta
verifiquem a condi¢do de variedade local.

A caracteristica de Euler x vista no final do capitulo
3 pode ser expressa de forma algébrica numa superficie
discreta como

X = #2 — #1 + #0,

onde #- é o numero de tridingulos, #1 0 nimero de arestas
e #( o numero de vértices [9 2.

Exercicio 5.6. Verifique em exemplos que operacdes que
ndo mudam a topologia, como dividir um tridngulo em trés
inserindo o baricentro, ndo mudam x. Verifique também que
tem operacdes que ndo mudam o valor de x, mas modifi-
cam a topologia, como acrescentar uma componente conexa
orientdvel de genus 1.

(b) Funcoes Multilineares por Partes

A opcao apresentada no capitulo anterior para construir
uma representacdo discreta de curva ou de superficie a par-
tir de um sinal discreto g[i, 7] ou g[i, j, k] passa por inter-
polar o sinal g por uma func¢do continua (ou suave) f, e
considerar a superficie implicita definida por f. orém, as
interpolagdes por splines podem gerar funcdes implicitas
muito complexas, tipicamente polinomiais por partes em
vdrias varidveis e de grau alto. Isso dificulta a resolucdo
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numérica da equacdo f(z,y,z) = 0, e por consequéncia a
construcdo da superficie no computador. Nesta secdo, vere-
mos uma interpolacdo diferente, chamada de multilinear, que
gera uma funcdo f continua (além de C'*° por partes), e per-
mite uma constru¢do mais direta da superficie discreta no
computador.

Interpolacao linear por partes

Dado um sinal unidimensional g : Z — R, geramos uma
interpolagéo f; : [0,1] — R dentro de cada intervalo entre
gli] e g[i + 1], de modo que f;(0) = g[i] e f;(1) = g[i + 1].
Assim, a interpolagdo global f : R — R de g é deduzida por:
f(x) = fi(x — i) com 7 igual a parte inteira de x: i = |x].

Exercicio 5.7. Mostre que as restrigées f;(0) = g[i] e
fi(1) = gli + 1] garantem que a interpolagdo f seja
continua.
gli+1] T
f.(u)
o —f—F— N+
gl 12 3\4 s
T #u i+ Ak

Figura 34: Interpolacdo linear Figura 35: Interpolagdo linear

de dois pontos do sinal. por partes.

A interpolagio f € dita linear por partes se cada
interpolacdo f; tem um segmento de reta como grifico,
sendo o unico verificando as restricdes acima (ver Fi-

gura[34):
filu) = (1 —wu)-gli] +u-gli+1]. 1)

Exercicio 5.8. Mostre que a formulacdo acima verifica as
condigdes f;(0) = g[i] e fi(1) = g[i + 1].

Juntado as expressdes acima, obtemos a expressao com-
pleta (ver Figura[35)

Definicao 5.9 (Interpolacdo linear por partes). Dada um
sinal discreto g : Z — R, a sua interpolagdo linear por
partes é dada por

f(@) = (L—z+|z])-gllz]]+(z—[2])-gllz] +1], V& € R.

Solucéo de f(z) =0

Esta formulacdo da interpolagao facilita muito o processo
de resolugdo de f(x) = 0. Primeiro, observamos que se g[i]
e g[i + 1] sdo ambos positivos, f;(u) = 0 ndo tem solucdo
para u € [0, 1]. De fato, o grafico de f; é, por defini¢do, um
segmento de reta comecando e terminando acima do eixo
horizontal y = 0, portanto ndo a corta. Similarmente, nio
tem solucdo se g[i] e g[i + 1] sdo ambos negativos. Por outro
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lado, o gréfico de f; cortard uma vez o eixo horizontal se g[i]
e g[i + 1] tem sinais opostos, ou se um dos dois valores é
nulo. O ponto ug de corte, solucdo de f;(u) = 0, é obtido a
partir da expressdo 21I):

gli]
I—gliv 1]
Exercicio 5.10. Sabendo que g[i] e g[i + 1] tem sinais
opostos, verifique que ug € [0, 1].

ug = (22)

Interpolacao bilinear por partes

Quando o sinal g[¢, j] é bidimensional, podemos estender
a interpolagdo acima. Cada parte serd agora formada pelo
quadrado entre g[i, j|, g[i+1, 5], g[i, j+1] e gli+1,5+1]. A
interpolagdo local f; ; : [0,1] x [0, 1] — R tem que respeitar
as restri¢oes

fi,5(0,0) = gli, j] o Ji5(1,0) =gli+ 1, 5],
fij(0,1) =gli,j +1] e fi;(L1)=g[i+1j+1].
j+1 g[i‘,j+1] gli+1,j+1]

Jru

i i+u  i+1
Figura 36: Interpolagdo bilinear de quatro pontos do sinal.

A interpolagdo bilinear por partes é obtida definindo f; ;
como a unica quddrica que respeite as restricdes acima (ver

Figura[36)
fij(u,v)

+ 4+
—
|
£
<

(23)

Exercicio 5.11. Mostre que a formulacdo verifica as
restri¢oes de igualdade nas extremidades do quadrado.

A propriedade essencial dessa interpolagdo é que f; ; é
uma interpolacdo linear ao longo de qualquer reta paralela
a um eixo. Mais precisamente, se fixarmos um valor real
a em [0,1] para a coordenada u, f;; tem a expressdo da
interpolagdo linear entre os valores f; ;(a,0) e fi;(a,1) (e
similarmente se fixar o valor de v). Isto permite calcular a
interpolacdo bilinear a partir de duas interpolagdes lineares
(ver Figura[36).

Em particular, a interpolacd@o bilinear restrita ao longo de
uma aresta do quadrado, por exemplo entre g[i, j] e g[i+1, j]

€ a interpolagdo linear (expressdo (Z1))) entre g[i, j] e g[i +
1,4]. Como a aresta entre g[i, j] e g[i + 1, j] é comum ao
quadrado entre g[i, j], g[i +1, ], g[¢, 7+ 1] e g[i+ 1,7+ 1] e
ao quadrado entre g[i, j—1], g[i+1, j—1], g[¢, j] e g[i+1, j],
o valor de f; ; e de f; j_1 € igual na aresta. Portanto, isto
garante que a interpolagdo bilinear por partes obtida a partir
dos f;; é continua passando de um quadrado ao vizinho
(através das arestas).

Outra conseqiiéncia importante € que a solucdo de
f(x,) = 0 ao longo das arestas do reticulado Z? é dada
pela expressdo da interpolac@o linear (22)).

Interpolacio trilinear por partes

Quando o sinal g[i, 7, k] é tridimensional, podemos seguir
a construcdo anterior. Cada parte serd agora formada pelo
cubo de diagonal g[i, j, k], g[i+1, j+1, k+1]. A interpolagdo
local no cubo f; ;, : [0,1] x [0,1] x [0,1] — R tem que
respeitar as restricdes { f; j k(0u,0v,00) = gli + 04,j +
0y, k + 0y para oy € {0,1}.

p7 4 P8
e
=4
PS— P6
(P
P3O P4
12
15
hS
P17 P2

Figura 37: Interpolacdo trilinear dentro de um cubo pode ser feita
por combinagdes de vdrias interpolagdes lineares ao longo dos
€ixos.

A interpolagdo trilinear por partes é obtida definindo f; ; i
como a unica ctbica que respeite as restricdes acima

figewv,w)=1-vw) (1 -v)A-w)g[ i , j , k
+ u (1-v)(1- )g[z+1 i,k
+(1—U> v (1 w).g[ 7.7+17 k
+ wu v (1— w)g[z—l-l]—i—l, k
+(1-w)(l—-v) w -g[ i, j k+
+ w (1—-wv) w -gli+l, j k+
+(1—-u) w w gl i J+1LEk+1
+ u v w cgli+li+1,k+1

Essa interpolacdo conserva a propriedade de ser bilir(l%g%
em qualquer plano paralelo aos eixos, e linear em qual-
quer reta paralela a um eixo, garantindo a continuidade da
interpolacdo e a simplicidade da solug¢do ao longo das ares-
tas de cada cubo (ver Figura|37).

Exercicio 5.12. Desenhe no computador vdrias curvas
implicitas com valores arbitrdrios para g[i + 0y, j + 0y, k +
O]
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(¢) Marching Squares: Isocurvas

e e . o/

Figura 39: Problemas to-
Figura 38: Exemplo de aplicacdo poldgicos gerados pela md
do Marching Squares. resolugdo das ambiguidades.
Um algoritmo bastante usado para construir
representacdes discretas de curvas a partir de sinais dis-
cretos bidimensionais é o Marching Squares [14]. A base
do algoritmo € de construir os vértices da curva poligonal
resolvendo f(z,y) = 0 ao longo das arestas de cada qua-
drado, usando a solucdo simples do caso linear (expressao
(22))). Em cada quadrado da interpolagéo bilinear por partes
sdo criadas arestas ligando estes vértices (ver Figura [38).
Na maioria dos casos, um quadrado terd nenhum ou dois
vértices, e assim serd criada zero ou uma aresta ligando os
dois vértices (ver Figurad0).

Exercicio 5.13. Supondo que V(i,j) € 72 g[i,j] # 0,
mostre que em cada quadrado da interpolacdo bilinear por
partes poderd haver apenas 0, 2 ou 4 vértices.

Exercicio 5.14. Verifique que o niimero de solugcdes de
f(x,y) = 0 pode ser infinito se deixar a condigdo ¥(i,j) €
ZZ,g[i,j} # 0.

(AN

Figura 40: Casos do Marching Squares.

Ambiguidades

No caso bidimensional, o tnico caso ambiguo (se
gli, j] # 0) é quando tiver 4 vértices (solucdes de f(x,y)=0)
no mesmo quadrado. Este caso acontece quando um par de
cantos diagonalmente opostos do quadrado tem valores po-
sitivos, € 0 outro par tem valores negativos. A interpolacio
bilinear f; ;(u,v) parametriza assim um paraboloide hi-
perbdlico com o ponto (us,vs) correspondendo a sela per-
tencente ao quadrado. A curva implicita f; ;(u,v) = 0 ¢
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entdo uma hipérbole, com seu centro pertencente ao qua-
drado. A orienta¢do dessa hipérbole, dada pelo determinante

permite escolher como ligar os quatro pontos [20].
Exercicio 5.15. Verifique que o ponto (us,vs), onde o gra-
diente de f; ; € nulo, pertence ao quadrado, e que o sinal

de f; j(us,vs) é relacionado ao determinante g[t, j] - g[i +
Lj+ 1 —gli+1,5]-gli,j +1].

B | mC B \ mC

L/ 0
al

AR [ D AN D
AC>BD AC<BD

Figura 41: Caso ambiguo do Marching Squares.

Uma maneira de formular este problema é considerar a
superficie S_ = {(x,y) € R?, f(x,y) < 0}, e olhar se S_
intersectada com o interior do quadrado é conexa ou ndo (ver
Figura 41). Note que estas ambiguidades sdo importantes
para garantir a coeréncia do resultado do Marching Squares,
em particular em relagdo a topologia da curva gerada (ver

Figura[39).
Propriedades e limitacoes

O procedimento acima permite uma implementaco efi-
caz no computador respeitando a base da interpolacdo bili-
near por partes. Considerando que g[i, j] # 0, pode-se garan-
tir que o conjunto dos vértices e das arestas geradas é uma
curva poligonal com a propriedade de variedade local, exceto
eventualmente na fronteira do reticulado quando limitado.

Porém, desenvolver o algoritmo para incluir valores nulos
do sinal € mais delicado, e pode ndo garantir a constru¢io
de uma variedade. A condigdo g[i, j] # 0 corresponde ao
critério de valor regular para as curvas implicitas.

Exercicio 5.16. Mostre, com um exemplo, que o critério
gli, j] # 0 ndo é necessdrio para garantir que o Marching
Squares crie uma curva discreta.

Um problema mais delicado é a coeréncia entre as
interpolagdes por splines, permitindo célculos de curvatu-
ras por derivacdo, e bilinear, permitindo a representacio
geométrica da curva. Em particular perto dos casos
ambiguos, o sinal da curvatura obtido pela interpolacdo
por splines pode ndo bater com a concavidade da curva
poligonal gerada.
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Alternativas

No caso do sinal discreto ndo vir num reticulado equi-
valente a Z2, mas em pedacos formados por tridngulos, é
possivel usar da interpolagdo baricéntrica em vez de bili-
near. Essa interpolacdo ndo tem caso ambiguo, pois tem no
maximo dois vértices solugdo de f = 0 nas arestas por
tridngulo. E possivel usar esta técnica dividindo cada qua-
drado em dois tridngulos, mas isto resolve as ambiguidades
arbitrariamente, e ndo a partir dos dados.

Figura 42: Casos do Marching Triangle.

Exercicio 5.17. Mostre que, no caso de interpolacdo ba-
ricéntrica dentro de um tridngulo com g # 0, pode ter
apenas dois casos: nenhum vértice ao longo das arestas do
tridngulo, ou exatamente dois vértices.

E possivel gerar no computador uma quantidade impor-
tante de pontos na curva com interpolagdes mais complexas
(como splines por exemplo) até ter a impressao de uma curva
continua, ou até poder ligar os vértices vizinhos sem ambi-
guidade. Porém, € um processo bem mais custoso numerica-
mente, e delicado de estender para mais dimensdes.

(d) Marching Cubes: Isosuperficies

auil
L

Figura 43: Casos bdsicos do algoritmo Marching Cubes.

O principio do caso tridimensional € similar, porém a
complexidade de criar tridngulos ligando vértices nas arestas
de um cubo € bem maior que no caso do quadrado. O
algoritmo Marching Cubes [14] usa a interpolacio trilinear
e calcula num primeiro tempo os eventuais vértices em cada
aresta do reticulado usando de novo a solugdo do caso linear.

Geracao de triangulos

Supondo de novo que g[i, j, k] # 0, temos no maximo um
vértice por aresta. Considerando um cubo por vez, temos que
gerar tridngulos ligando os vértices, com as restri¢coes de ge-
rar uma malha triangular vdlida. Em particular, os triangulos
ndo podem se intersectar, e eles tem que se justapor corre-
tamente com os tridngulos vizinhos, em particular com os
tridngulos dos cubos vizinhos.

Existem casos simples, por exemplo, quando um canto do
cubo tem valor de g positivo e todos 0s outros negativos.
Neste caso, existem trés arestas do cubo saindo do canto
positivo, indo para cantos negativos, portanto apenas trés
arestas do cubo viao ter vértices. Com apenas trés vértices,
d4 para criar apenas um tridngulo e o caso esta resolvido (ver
Figura|d3).

Ambiguidades

— L7

Figura 44: As faces ambiguas tem que ser resolvidas da mesma
maneira nos dois cubos adjacentes, se ndo gera um complexo
simplicial vdlido, como aqui usando diretamente a tabela base com
os casos 12 e 3.

Porém, pode haver configuracdes dos sinais dos cantos do
cubo de tal forma que faces do cubo seriam ambiguas para o
Marching Squares. Neste caso, € importante tomar cuidado o
algoritmo crie tridngulos em cada cubo vizinho desta face de
modo que as arestas batam (ver Figura[d4). O mais simples é
usar o mesmo teste do determinante que o Marching Squares.
O custo deste teste € que deve-se prever mais configuragdes
ainda, pois cada configuracdo de sinal deve ser subdividida
por configuragdes de faces ambiguas [17].

—

Figura 45: Ambiguidade interna a um cubo no caso 4, deixando as
faces ambiguas com a mesma configuragdo.

Além disso, a interpolagdo trilinear pode gerar topologias
diferentes com as mesmas restricdes as faces do cubo [8,
13 21]] (ver Figura . Similarmente ao caso bidimensi-
onal, uma maneira de entender este problema consiste em
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considerar o sélido interior & superficie S_ = {(z,y,2) €
R3, f(z,y,2) < 0}. A questdo da topologia da interpolagdo
trilinear dentro do cubo pode ser formulada da seguinte ma-
neira: o s6lido S_ intersectado com o interior do cubo € co-
nexo ou ndo. Isto pode ser verificado olhando cortes hori-
zontais do cubo, que sdo quadrados, e ver o teste do deter-
minante em cada corte. O sélido .S_ serd conexo no cubo se
e somente se este teste sempre marcar S_ como conexo no

corte (ver Figura46).

Cl A AtBt_ClDt

/
A1 Bt Dl Cl /_:\
| t
! -
A B = Co o \1
Ay D,

Figura 46: Resolucdo da ambiguidade interna com a interpolagdo
trilinear.

Exercicio 5.18 (dificil). Demonstre esta iltima equi-
valéncia. (Dica: use o fato que f; ;. € linear ao longo de
qualquer reta paralela a um eixo, e portanto muda de sinal
no maximo uma vez.)

Figura 47: Casos do Marching Cubes com ambiguidades.
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Alternativas

Contando que os sinais podem ser ou positivo ou nega-
tivo em cada um dois 8 cantos do cubo, temos 28 = 256
configuragdes bésicas, redutiveis a 15 casos se tirar casos
equivalentes por rotagdo ou simetria. Porém, se incluirmos
0s sub-casos para acomodar as ambiguidades, isso gera 33
casos bases derivados em mais de 730 por simetria (ver
Figura [#7). Esta complexidade tornou a busca por alternati-
vas ao Marching Cubes original [19].

Similarmente ao caso bidimensional, pode-se dividir cada
cubo em tetraedros e usar interpolacdo baricéntrica, o que
gera apenas 3 casos distintos [4} 25]. Porém, a topologia da
superficie gerada nao depende mais apenas do sinal discreto
g mas também da escolha (arbitraria) da decomposicao dos
cubos em tetraedros.

Figura 48: Reticulado adaptado para garantir a topologia do
resultado: as partes vermelhas indicam que a aritmética exata ndo
validou a regido.

No caso que uma fung¢ao diferencidvel g tiver originada o
sinal g (g[¢, j, k] = g(i - 6z, j - 9y, k - §2)) e que g for conhe-
cida, pode-se também refinar o reticulado até que em cada
cubo a topologia da superficie seja simples [24} 12, 22]]. Em
teoria, este procedimento pode gerar um reticulado infinita-
mente denso (por exemplo numa superficie com uma alga
arbitrariamente pequena), o que nao € vidvel no computador.
Porém, com técnicas de aritmética exata, € possivel isolar
estes casos (ver Figura[48).

(e) Problemas de Geometria e Topologia

As abordagens detalhadas anteriormente nio tém um for-
malismo dnico: estudamos interpolacdo por splines para o
estudo local e por fun¢des multilineares para criar global-
mente uma variedade discreta. Idealmente, usar-se-ia uma
Unica interpolacdo para tudo, abrindo o caminho para estudar
categorias de interpolagdo com as suas respectivas proprie-
dades. Esta tendéncia faz parte da pesquisa atual, mas estd
s6 comecgando!

Existem j4 alguns elementos simples para desenvolver te-
orias com este objetivo. A abordagem mais antiga € de garan-
tir convergéncia das construgdes: se refinarmos infinitamente
o reticulado e se o sinal g convergir (localmente ou unifor-
memente) para uma funcio implicita diferenciavel, as cur-
vaturas calculadas por splines convergem para as curvaturas
da superficie implicita diferenciais? A topologia gerada pelo
Marching Cubes vai corresponder a topologia da superficie
suave? A resposta é a priori positiva, apesar de requerer por

enquanto condicdes de regularidade sobre g que ndo sdo ne-
cessdrias no caso diferencial [[16] [6] [18]].

Um outro problema € a invariancia da superficie gerada.
Porém, o processo de amostragem ao longo do reticulado
ndo ¢ invariante por movimentos rigidos, pois privilegia
as dire¢des paralelas aos eixos. Isto dificulta a andlise de
invariantes no caso implicito discreto.

Finalmente, uma abordagem recente e promissora con-
siste em preservar as relagdes entre a topologia e a geo-
metria. Por exemplo, o teorema de Gauss-Bonnet estipula
que a integral da curvatura Gaussiana numa superficie sem
bordo € igual a 27y, onde x € a caracteristica de Euler. Isto é
valido nos complexos celulares definindo a curvatura Gaus-
siana como o déficit angular em cada vértice v: 2 — > f3;
onde [3; sdo os dngulos em v dos tridngulos tendo v na fron-
teira [3]. Porém, usando a estimativa da curvatura por spli-
nes e a caracteristica de Euler dada pelo complexo simplicial
resultando do Marching Cubes com interpolacdo trilinear,
esta relacdo ndo vale mais. Pode assim servir de critério para
construir uma teoria de interpolacdo mais coerente.
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6 Conclusao

Vimos no decorrer do livro que o caminho de adaptar as
ferramentas de geometria diferencial ao mundo discreto do
computador € delicado, gerando ainda resultados aproxima-
dos, pouco formalizados e até um pouco frustrantes. Existem
tentativas de formalizacdo na linha de geometria diferencial
discreta, com alguns sucessos, mas ainda é uma area de pes-
quisa atual. Uma das razdes das frustragdes da geometria dis-
creta vem de se comparar teorias antigas, como a geometria
diferencial, tendo diversas interpretacdes e intuicdes, além
de formalizagdo elegante, com tentativas recentes de recons-
truir resultados similares, sem a base familiar do calculo di-
ferencial.

Um outro elemento que dificulta a criacdo de teorias dis-
cretas € o habito do célculo infinitesimal. Olhando o cami-
nho desde Euclides, o calculo infinitesimal comecou apenas
como ferramenta para modelar e medir formas. Esta ferra-
menta € claramente inadequada para o computador, onde a
combinatdria e a dlgebra t€ém mais aplica¢des. Por exemplo,
pode ser mais certo e elegante tentar definir o comprimento
de uma curva diretamente a partir da geometria descritiva do
que recorrer a aproximacdes de conceitos infinitesimais no
computador.

Devemos expandir nossa intui¢ao no uso das ferramentas
computacionais, apesar de ja termos confianca e hébito de
usar derivadas e uma certa desconfianga dos erros numéricos
no computador. E uma 4rea que apenas comeca. .. Espera-
mos poder incluir alguns dos leitores no rol dos pesquisado-
res que contribuirdo nesta drea!
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