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Prof. Hélio Côrtes Vieira Lopes
Departamento de Matemática — PUC-Rio
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Resumo

Vath, Betina; Lewiner, Thomas. União de bolas, eixo medial e
deformações no espaço tridimensional. Rio de Janeiro, 2007.
53p. Dissertação de Mestrado — Departamento de Matemática,
Pontif́ıcia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

O eixo medial é uma descrição compacta de um objeto que preserva sua

topologia e induz naturalmente uma discretização da sua forma como união

de bolas. O estudo de união de bolas possui aplicações em diversas áreas da

Matemática, em particular na Geometria Computacional onde se usa, por

exemplo, para reconstrução de curvas e superf́ıcies. Este trabalho pretende

usar união de bolas para simular deformações a partir do eixo medial,

apresentando conceitos e teoremas a fim de construir algoritmos para a

extração do eixo medial em R3. A deformação será, então, definida por

movimentos locais das bolas ao longo das direções do eixo medial. Este

trabalho contém resultados com movimentos simples, em um programa que

utiliza a biblioteca CGAL.

Palavras–chave
União de bolas; Eixo medial; Discretização de formas; Deformação.



Abstract

Vath, Betina; Lewiner, Thomas. Union of balls, medial axis
and deformations in three-dimensional space. Rio de Janeiro,
2007. 53p. MsC Thesis — Departament of Mathematics, Pontif́ıcia
Universidade Católica do Rio de Janeiro.

The medial axis is a compact description of an object that preserves its

topology and naturally induces a discretisation of its shape in terms of

union of balls. The study of union of balls has applications in various areas of

Mathematics, in particular in Computational Geometry where it is used for

curve and surface reconstruction. This work pretends using union of balls for

simulating deformations described on the medial axis. It introduces concepts

and theorems in order to setup algorithms for medial axis extraction in R3.

The deformation will thus be defined by local ball moves along the medial

axis directions. This work contains results with simple movements, in a

program that uses the CGAL library.

Keywords
Union of balls; Medial axis; Shape discretisation; Deformation.
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2.5 Vértices do bordo da união U . 16
2.6 Triangulação de Delaunay e Diagrama de Voronoi. 18
2.7 Potência de p em relação a x. 19
2.8 Triangulação Regular e Diagrama de Potência. 20
2.9 α-shapes para diferentes valores de α em R2. 20
2.10 Triangulação de Delaunay e α-shape. 21
2.11 Aresta α-exposto/ Simplexo não α-exposto. 21
2.12 DT (S)/ δS/ Cα. 22
2.13 Faces Singulares e Componentes Regulares de S. 23
2.14 0-shape. 24

3.1 Bolas e o Eixo Medial em R2. 25
3.2 Eixo Medial de uma união de bolas. 26
3.3 U − S. 27
3.4 Simplexos em S e duais no δU . 27
3.5 Pontos na componente regular C de S e respectivos pontos mais
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1
Introdução

O primeiro marco do estudo em geometria discreta é a definição dos

objetos a serem estudados e das suas discretizações. O eixo medial é uma

descrição compacta das caracteŕısticas da forma que preserva várias de suas

caracteŕısticas, induzindo uma discretização natural do objeto como uma união

de bolas.

O estudo de união de bolas possui aplicações em diversas áreas da Ma-

temática. Em Geometria Computacional se usa, por exemplo, para recons-

trução de curvas e superf́ıcies (crust), vide (11) e (13). Uma das motivações

para este trabalho é o grande uso em qúımica e biologia computacional, onde

moléculas são freqüentemente modeladas como uma união de bolas em R3.

Cada átomo é representado por uma bola cujo tamanho e posição espacial são

determinados pelas forças de Van der Waals.

Essa dissertação estuda certas deformações de formas tridimensionais. A

deformação da forma tridimensional é definida como uma mudança gradual de

um objeto tridimensional em outro. A maioria das transformações começam

na procura de uma boa compatibilidade entre duas formas, vide (14). Neste

trabalho escolhemos representar objetos usando união de bolas devido a sua

simplicidade e pela topologia do bordo da união ser explicitamente definida

por uma estrutura simples chamada α-shape.

Esta estrutura é atualizada a cada passo da deformação. É, então, essen-

cial acharmos um algoritmo simples para que a implementação produza um

sistema compacto de programas. Ao mesmo tempo, a eficiência é importante,

pois diversas aplicações envolvem muitos pontos ou bolas. Devido a isso, usa-

mos a biblioteca CGAL (Computational Geometry Algorithms Library), que

procura combinar robustez, generalidade, eficiência e facilidade de uso, vide

(1).

A contribuição principal deste trabalho é desenvolver uma base de

algoritmos robustos para deformar uniões de bolas a partir do eixo medial.

Esta base combina algoritmos e estruturas do CGAL com estruturas próprias

à deformação. Este trabalho apresenta estas prévias com deformações simples:

contração e expansão.
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Este trabalho é dividido em 7 caṕıtulos. No caṕıtulo 2 são apresentados as

bases teóricas de Geometria Computacional necessários. O caṕıtulo 3 contém

propriedades do eixo medial de união de bolas que nos darão suporte para

implementação de seu algoritmo. O caṕıtulo 4 descreve a organização da

biblioteca CGAL e a estrutura para implementação do eixo medial em C++.

O caṕıtulo 5 descreve o movimento proposto e o caṕıtulo 6 apresenta alguns

dos resultados obtidos. O caṕıtulo 7 expõe conclusões e trabalhos futuros.



2
Conceitos Preliminares

Neste caṕıtulo introduziremos conceitos geométricos usados para descre-

ver uma coleção finita de bolas, com o objetivo de desenvolver ferramentas e

dar suporte para a realização desse trabalho.

2.1
Estruturas Fundamentais

Definição 2.1 (bolad) Seja |x, z| a distância Euclidiana entre dois pontos

x, z ∈ Rd. Um subconjunto b ∈ Rd é uma bolad se existe um ponto z ∈ Rd e

um real r > 0 tal que b =
{
x ∈ Rd / |x, z| ≤ r

}
. z é chamado de centro e r de

raio de b.

Uma esferad é o bordo de bolad+1 b. Note que uma bola0 é um ponto,

uma bola1 é um segmento de reta e bola2 é um disco. Uma esfera0 é um par

de pontos, esfera1 é um ćırculo e esfera2 é o que chamamos, em R3, de esfera,

vide (9) e Figura 2.1.

Figura 2.1: Esfera2 (corpo oco)/ Bola3 (corpo maciço).

Definição 2.2 (Simplexo) Um p-simplexo em Rd é o fecho convexo de p+1

pontos v0, ..., vp quando os vetores v1 − v0, ..., vp − v0 são linearmente indepen-

dentes.

Note que um 0-simplexo é um vértice, um 1-simplexo é uma aresta, um

2-simplexo é um triângulo, um 3-simplexo é um tetraedro e um 4-simplexo é

um pentachoron (Figura 2.2).
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Figura 2.2: Exemplos de simplexos.

2.2
União de Bolas

Um objeto composto de bolas com, possivelmente, diferentes raios pode

ser definido como uma união de bolas. O estudo de união de bolas possui

aplicações em diversas áreas da Matemática. Em Geometria Computacional,

por exemplo, muitas vezes é desejado que, em R3, a representação de um objeto

seja aproximada por um número finito de bolas. Descreveremos abaixo alguns

dos resultados que podem ser encontrados em (12).

Seja B um conjunto de bolas em Rd e seja U sua união, vide Figura 2.3.

Assumiremos que essas bolas estão em posição geral: no plano isto significa que

três centros não estarão em uma mesma linha e quatro não estarão no mesmo

ćırculo; generalizando para o caso n-dimensional, n + 1 centros não estarão no

mesmo hiperplano e n + 2 não poderão estar na mesma hiperesfera.

Figura 2.3: Conjunto de bolas B e união U em R2.

Definição 2.3 (Escrita Mı́nima) Seja U uma união de bolas. Dizemos que

U =
⋃

Bi , 1 ≤ i ≤ k é uma escrita mı́nima de U se U não pode ser escrita

como a união de um subconjunto dos B′
is.

É importante observar que a estrutura de uma união de bolas não

é necessariamente mı́nima. Observe na Figura 2.4 que algumas bolas são

supérfluas.
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Figura 2.4: Escrita Não Mı́nima/ Escrita Mı́nima.

Definição 2.4 (k-face) Uma k-face de U é um subconjunto da fronteira δU
contido na interseção de um subconjunto de B de cardinalidade (d− k).

Definição 2.5 (Vértices) Os vértices de U são os pontos formados pelas 0-

faces de U . Denominaremos V como o conjunto dos vértices de U .

A união de bolas e seus vértices são exibidos na Figura 2.5.

Figura 2.5: Vértices do bordo da união U .

2.3
Triangulação de Delaunay e Diagrama de Voronoi

Apresentaremos os conceitos da triangulação de Delaunay e do seu dual,

o diagrama de Voronoi. O diagrama de Voronoi divide o espaço em células

poliédricas e cada uma delas representa os pontos mais próximos a uma

bola b ∈ B. Essas estruturas permitem calcular eficientemente a geometria,

topologia e o eixo medial de uma união de bolas U . Para mais detalhes, vide

(16).



União de bolas, eixo medial e deformações no espaço tridimensional 17

2.3.1
Diagrama de Voronoi

Definimos diagrama de Voronoi de um ponto Mi em uma coleção finita

M ⊆ Rd como o conjunto de pontos mais próximos a Mi do que de qualquer

outro ponto de M :

V or(Mi) =
{
x ∈ Rd | |X, Mi| ≤ |X,Mj|, para todo j 6= i

}

onde |, | denota a distância Euclidiana em Rd. O conjunto de todos os

V or(Mi)’s formam uma partição de Rd. Essa decomposição é chamada dia-

grama de Voronoi de M e é denotada por V or(Mi).

2.3.2
Triangulação de Delaunay

A triangulação de Delaunay é classicamente definida como dual do

diagrama de Voronoi. Assumindo que o conjunto de pontos M está em

posição geral, existe uma única triangulação do conjunto M constrúıda da

seguinte forma: se duas regiões de Voronoi V or(Mi) e V or(Mj) são vizinhas

no diagrama de Voronoi, então essas regiões são conectadas por uma aresta, que

definem os triângulos de Delaunay com vértices nos pontos Mi. A triangulação

de Delaunay é um tipo especial de triangulação que possui propriedades

interessantes.

Definição 2.6 (Triangulação de Delaunay) Dado um conjunto M ⊆ Rd

em posição geral. A Triangulação de Delaunay DT (S) consiste em:

(i) Todos os d-simplexos σT , com T ⊆ M tais que o ćırculo circunscrito a T

não contém nenhum ponto de M e

(ii) Todos os k - simplexos (k < d) que são faces de algum outro simplexo em

DT(S).

A triangulação de Delaunay, em R3, consiste em tetraedros de Delaunay

e de seus triângulos, arestas e vértices incidentes. Na Figura 2.6 temos um

exemplo de diagrama de Voronoi e diagrama de Delaunay, em R2.
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Figura 2.6: Triangulação de Delaunay e Diagrama de Voronoi.

2.4
Triangulação Regular e Diagrama de Potência

O diagrama de Potência Pow(B) de um conjunto de bolas B é uma ge-

neralização do diagrama de Voronoi para pontos com peso, dividindo o espaço

em células poliédricas, cada uma delas dividindo o espaço em pontos ”mais

próximos”de um conjunto de bolas b ∈ B. Para definições e propriedades deta-

lhadas, podemos citar (3), (9) e (16). Assim como o diagrama de Voronoi tem

como dual a triangulação de Delaunay, Pow(B) tem como dual a triangulação

regular, consistindo de simplexos que conectam os centros de todo conjunto de

bolas formando uma face de Pow(B).

Restringindo a subdivisão do espaço definido por Pow(B) à união U
teremos uma subdivisão de U , em R3, em células poliédricas. O subconjunto

das faces do Pow(B) na subdivisão de U corresponde ao subconjunto de

simplexos que formam o complexo de B. Este complexo (ou seja, a união de

todos os simplexos) é denominado α-shape S.

2.4.1
Diagrama de Potência

Potência (de um ponto a um ponto com peso)

Dado um ponto com peso P = (p′, w), onde p′ ∈ Rd é dito posição de P ,

w ∈ R é dito peso de P e o raio r =
√

w. A potência de um ponto x ∈ Rd a P

é definido como

πP (x) = |p′, x|2 − w

Definição 2.7 (Potência entre dois pontos com peso) Seja S ⊆ Rd×R.

Um conjunto de pontos com peso denotado por p = (p′, wp), com p′ ∈ Rd como
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posição e wp ∈ R o peso. Para dois pontos com peso, p = (p′, wp) e x = (x′, wx),

definimos

π(p, x) = |p′, x′|2 − wp − wx

A Figura 2.7 mostra a potência entre dois pontos com peso.

Figura 2.7: Potência de p em relação a x.

Definição 2.8 (Ortogonalidade) Dois pontos com peso p e x são ditos

ortogonais se π(p, x) = 0.

Diagrama de Potência ou Diagrama de Laguerre

Dado um conjunto S = p1, ..., pn de pontos com peso, o diagrama de

Potência é a divisão do espaço em regiões convexas, onde o i-ésimo pedaço

é do conjunto de pontos mais próximos de um vértice pi, na distância de

potência. Ou seja,

Wi =
{
p ∈ Rd | π(pi, p) ≤ π(pj, p), para todo j 6= i

}

O conjunto de todos os W ′
is formam uma partição de Rd.

2.4.2
Triangulação Regular

A triangulação regular é dual ao diagrama de Potência, assim como

a triangulação de Delaunay é dual ao diagrama de Voronoi. Os vértices da

triangulação são conectados se, e somente se, as células de Voronoi com peso

correspondentes tem uma face comum.

Definição 2.9 (Simplexo Regular) Seja T um conjunto de três bolas. O

simplexo σT é dito regular se existe uma bola X tal que π(X, pi) = 0, ∀pi ∈ T

e π(X, pj) > 0, ∀pj ∈ S − T

Definição 2.10 (Triangulação Regular) A coleção de todos os d-simplexos

regulares define a Triangulação Regular de S, denotada por R(S).

A Figura 2.8 nos mostra exemplos em 2D.
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Figura 2.8: Triangulação Regular e Diagrama de Potência.

2.5
Alpha-Shape

Assuma que, dado um conjunto de pontos, queremos descrever a figura

formada por esses pontos. Essa é uma noção vaga e teremos possivelmente

várias interpretações, o α-shape S será uma delas. A Figura 2.9 ilustra o α-

shape de um conjunto de pontos para diferentes valores de α. Para maiores

detalhes sobre este assunto sugerimos (7), (15), (10) e também (8).

Figura 2.9: α-shapes para diferentes valores de α em R2.

2.5.1
Alpha-Shape de Pontos sem Peso

Para α > 0, o α-shape de S é definido por conter uma aresta entre pontos

p, q ∈ S se existe um disco de raio α sem pontos de S em seu interior e p e

q estarem no seu bordo. A definição de α-shape é baseada nas triangulações

de Delaunay e regular. O α-shape básico é sempre parte da triangulação de

Delaunay e α-shape com peso parte da triangulação regular.

Para α suficientemente grande, obtemos o fecho convexo de S. Quanto

menor o valor de α, mais fina é a resolução da forma de S. Note que α não
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contém arestas se α é menor do que a distância dos pares mais próximos de S,

vide Figura 2.10.

Figura 2.10: Triangulação de Delaunay e α-shape.

Definição 2.11 (Bola Vazia / Simplexo α-exposto) Para 0 < α < ∞,

seja α-bola uma bola aberta de raio α e S um conjunto de pontos. Uma α-bola

b é vazia se b∩S = ∅. Além disso, um k-simplexo σT é dito α-exposto se existe

uma α-bola b vazia com T = δb ∩ S.

Observe que, para d = 3, δb é (a superf́ıcie de) uma esfera. A Figura 2.11 é um

exemplo de simplexo α-exposto em R2.

Figura 2.11: Aresta α-exposto/ Simplexo não α-exposto.

Definição 2.12 (α-complexo) Para um conjunto de pontos S ⊂ Rd e 0 <

α < ∞, o α-complexo Cα(S) é um subcomplexo simplicial de DT (S). Um

simplexo σT de DT (S) está em Cα:

(i) se o ćırculo de menor raio r que passa pelos vértices de σT não contém

nenhum outro ponto de S − T e é tal que r < α ou

(ii) se σT é face de outro simplexo em Cα.

Definição 2.13 (α-shape) O α-shape S de um conjunto de pontos S ⊆ Rd

consiste na realização geométrica do complexo simplicial Cα.

Teorema 2.14 (Bordo δS) O bordo δS do α-shape S de um conjunto de

pontos S consiste de todos os k-simplexos (0 ≤ k < d) de S que são α-expostos.
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A Figura 2.12 mostra três formas do mesmo conjunto de pontos. Na

esquerda a triangulação de Delaunay, no meio o bordo do α-shape e na direita

o α-complexo.

Figura 2.12: DT (S)/ δS/ Cα.

2.5.2
Alpha-Shape de Pontos com Peso

O conceito de α-shape também pode ser generalizado para um conjunto

de pontos com peso. Como referência, sugerimos (8).

Definição 2.15 (Simplexo α-exposto) Considere um conjunto S de pontos

com peso. Um k-simplexo σT (k ¡ d) é dito α-exposto se existe um ponto com

peso X = (x, α) tal que π(p,X) = 0, ∀p ∈ T e π(q, X) > 0, ∀q ∈ S − T .

Definição 2.16 (α-complexo) Para um conjunto de pontos S ⊂ Rd e

0 ≤ α ≤ ∞, o α-complexo Cα(S) de S é um subcomplexo simplicial de

R(S).

Seja σT um simplexo de R(S) e X = (x,w) o ćırculo de menor peso

ortogonal aos ćırculos cujos centros são os vértices de σT . σT está em está em

Cα(S) se Cα(S) se:

(i) w2 < α e π(p,X) > 0, ∀S − T ou

(ii) σT é face de outro simplexo em R(S).

Definição 2.17 (α-shape) O α-shape Sα de um conjunto de pontos com peso

S consiste na realização geométrica do complexo simplicial Cα.

Teorema 2.18 (Bordo δS) O bordo δS do α-shape S de um conjunto de

pontos com peso S consiste de todos os k-simplexos (0 ≤ k < d) de S que são

α-expostos.
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Definição 2.19 (Face Singular/Componente Regular) Uma face no

bordo δS do α-shape é singular se não é uma face de um simplexo d-

dimensional no α-complexo Cα(S). O conjunto das componentes conexas

que ficam ao removermos as faces singulares do α-shape S são denominadas

componentes regulares.

Em R3, uma componente regular C do α-shape S é um sólido que

não precisa, necessariamente, ter todas as arestas congruentes. Note que as

componentes regulares são as componentes de dimensão mais alta do α-shape.

Figura 2.13: Faces Singulares e Componentes Regulares de S.

2.5.3
0-Shape

Suponha que a união de bolas U está na sua escrita mı́nima. Um

simplexo σT da triangulação regular está no 0-shape se, e somente se, as bolas

correspondentes se interceptam.

De fato, se σT está no 0-shape, existe um ponto X que define a mesma

potência negativa em relação às bolas cujos centros determinam σT . Assim, X

é interior à todas as bolas que definem σT , o que significa que X é um ponto

comum às bolas que definem σT . Reciprocamente, se as bolas cujos centros

definem σT se interceptam, o ponto X que realiza a mesma potência em relação

às bolas de σT deve estar no interior de todas as bolas correspondentes. Assim,

a potência de X em relação às bolas é negativa e o simplexo σT está no 0-shape.

A Figura 2.14 é um exemplo de 0-shape.
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Figura 2.14: 0-shape.



3
Eixo Medial

O eixo medial de uma figura nos dá uma representação compacta de

suas caracteŕısticas e sua conectividade. O eixo medial é, às vezes, chamado

de esqueleto, pois a forma dos membros de um ser vivo coincide com o eixo

medial da forma do membro. A complexidade do eixo medial está relacionada

com a complexidade do objeto. Além disso, existe uma série de relações entre

o eixo medial e seu objeto. Como referência, podemos citar (3) e (12).

Definição 3.1 (Eixo Medial) O eixo medial interior (ou simplesmente eixo

medial) X de um objeto O é o fecho do conjunto de pontos m ∈ O tal que m

é centro de bola tangente ao δO em pelo menos dois pontos.

O eixo medial é, então, o conjunto dos centros de bolas maximais

contidas em O que tangenciam o δO em pelo menos dois pontos. Isso o torna

particularmente adaptado para representar uniões de bolas.

3.1
Eixo Medial de uma União de Bolas

Considere uma bola b, contida em um objeto O e tocando o δO em pelo

menos dois pontos. A definição de eixo medial implica que o centro p de b é

um ponto no eixo medial, como, por exemplo, a curva fechada da Figura 3.1.

Figura 3.1: Bolas e o Eixo Medial em R2.

Teorema 3.2 ((12), Teo 1) Seja U uma união de bolas, seja V seus vértices

e S o α-shape. O eixo medial X de U consiste de:
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(i) faces singulares de S, e

(ii) subconjunto do diagrama de Voronoi V or(V) tais que o ponto mais próximo

do δU é um vértice em V.

Observe a Figura 3.2.

Figura 3.2: Eixo Medial de uma união de bolas.

Observação: Identificar algoritmicamente os elementos que satisfazem

a condição (i) é fácil, mas não é óbvio para a condição (ii). Primeiro temos que

localizar os vértices, arestas e faces do V or(V) e determinar quais deles, ou

quais partes, estão mais próximos de um vértice de V do que de qualquer outro

ponto no δU . Combinatorialmente, isso tem algumas dificuldades numéricas,

motivando, assim, a caracterização combinatorial do subconjunto do V or(V)

pertencente ao eixo medial, que será visto adiante.

3.2
Caracterização Combinatorial

O teorema a seguir nos dá a caracterização do eixo medial de uma união

de bolas U .

Teorema 3.3 ((12), Teo 2) Seja U uma união de bolas em Rd, seja V os

vértices de U e seja S o α-shape de U . O eixo medial X de U consiste de:

(i) faces singulares de S, e

(ii) o subconjunto do diagrama de Voronoi V or(V) que intersecta as componen-

tes regulares de S.

Para provar o Teorema 3.3 algumas propriedades do α-shape serão usadas.

Observação 3.4 ((12)) Note que os pontos U − S não pertencem ao eixo

medial de U .
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Observação 3.5 ((12), Obs 3) Para cada ponto x ∈ U−S, existe um ponto

u ∈ δU tal que para todo v ∈ δU , d(u, x) < d(v, x).

Para ilustrar as observações 3.4 e 3.5 vide Figura 3.3.

Figura 3.3: U − S.

Observação 3.6 ((12), Obs 4) Se y ∈ σT , onde σT é um simplexo em δS,

então y é o centro de uma bolad by com face dual sT ⊆ δby ⊆ U . Vide Figura

3.4.

Figura 3.4: Simplexos em S e duais no δU .

Observação 3.7 ((12), Obs 5) Uma (d − 1)-face singular em S é dual a

0-face contendo dois vértices de U . Uma (d − 1)-face que pertence a uma

componente regular de δS é dual a um único vértice de U .

Em duas dimensões, uma aresta singular de S é dual a uma 0-componente

do bordo de U contendo dois pontos do conjunto de vértices V de U . Um 1-

simplexo que pertence a fronteira δC de uma componente regular C de S é dual

a uma 0-componente do bordo de U contendo um único ponto do conjunto

de vértices V de U . Um 0-simplexo em δC pode ser dual a mais de uma 1-

componente do bordo de U .
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Lema 3.8 ((12), Lem 6) Qualquer k-simplexo de δS, para 0 ≤ k < (d− 1)

pertence ao eixo medial X de U .

Prova do Lema: Considere a k-face σT de S, com k < (d− 1). A dimensão

sT , a face dual σT , é maior do que zero. Pela Observação 3.6, qualquer ponto

x contido em σT é o centro de uma bola b com sT ⊆ δby ⊆ U . Desde que a

dimensão de sT seja pelo menos um, δb contém mais de um ponto do δU e x

é um ponto do eixo medial. ¤

Em R2, 0 ≤ k < 1, ou seja, k = 0. A 0-face σT está em S, logo será

um ponto e sua face dual sT no δS tem dimensão maior do que 0. Dáı, pela

Observação 3.6, teremos mais de um ponto mais próximo no δU , ou seja, será

um ponto do eixo medial.

Lema 3.9 ((12), Lem 7) Qualquer ponto pertencente à face singular de S
pertence ao eixo medial X de U .

Prova do Lema: Considere σT de dimensão (d − 1) e um ponto x contido

neste simplexo. Pela Observação 3.7, a face dual sT consiste de dois vértices

que, pela Observação 3.6, serão os mais próximos de x no δU . Logo, x pertence

ao eixo medial. ¤

O Lema 3.8 mostrou que, para k < (d− 1), qualquer ponto na k-face no

bordo da componente regular C pertence ao eixo medial. Agora consideraremos

o interior de C. Começaremos mostrando que, para qualquer ponto em C, os

pontos mais próximos no δU é um vértice de U .

Lema 3.10 ((12), Lem 8) Seja C uma componente regular de S. Então,

para qualquer x ∈ C
(i) x tem exatamente um ponto mais próximo p no δU e p é vértice de U , ou

(ii) x tem mais de um ponto mais próximo de δU , pelo menos dois deles são

vértices de U .

Alguns pontos na componente regular C de S e respectivos pontos mais

próximos no bordo de U são mostrados na Figura 3.5.

Agora podemos provar o Teorema 3.3, que caracteriza o eixo medial X
de U .

Prova do Teorema: Primeiro mostraremos que qualquer ponto da face

singular de S ou pertence à componente regular de S e ao V or(V) é um ponto

do eixo medial. Em seguida, mostraremos que qualquer ponto do eixo medial

pertence à face singular ou à componente regular de S e ao V or(V).
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Figura 3.5: Pontos na componente regular C de S e respectivos pontos mais
próximos em U .

Pelo Lema 3.9, qualquer ponto da face singular de S pertence ao eixo

medial. Com isso mostramos (i). Qualquer ponto x na componente regular

pertencente ao V or(V) tem mais de um ponto mais próximo do δU . O Lema

3.10 implica que não existe outro ponto no δU mais próximo de x e, então, x

tem que pertencer ao eixo medial U .

Agora considere um ponto m no eixo medial U ; m não pode ser um ponto

em U−S, pela observação 3.5. O fato de m pertencer à uma face singular já foi

feito. Caso contrário, m pertence à componente regular e precisa ter mais de

um ponto mais próximo de V . Assim, pelo Lema 3.10, m pertence ao V or(V).

¤

Figura 3.6: Faces singulares, componentes regulares e arestas do V or(V).

3.3
Crossing Edges e Arestas do Alpha Shape

Pelos Teoremas 3.2 e 3.3, sabemos que parte do eixo medial consiste do

subconjunto do diagrama de Voronoi que está contido na componente regular

C. Nessa seção, mostraremos que só existem dois modos nos quais os sim-
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plexos do δC interagem com V or(V). Essa diferenciação evitará instabilidade

numérica na construção do eixo medial.

Lema 3.11 ((12), Lem 9) O interior de qualquer (d − 1)-simplexo σ ∈ δC
de vértice dual v está no interior das células de Voronoi.

Lema 3.12 ((12), Lem 10) Cada k-simplexo σT ∈ δC para k < (d − 1) é

parte da face do V or(V) de dimensão ≤ (d− 1).

Teorema 3.13 ((12), Teo 11) Seja σ um (d− 1)-simplexo no bordo de δC e

seja v ∈ V seu vértice dual. A face σ divide a célula de Voronoi V or(v) de v

em duas partes, uma dentro e outra fora de C. Vide Figura 3.7.

Figura 3.7: Simplexo σ particiona a célula de Voronoi de v.

O próximo Lema implicará que a interseção das arestas do V or(V) com δC
recaem em duas categorias.

Lema 3.14 ((12), Lem 12) Seja e uma aresta do V or(V) que intersecta δC,
e seja σ uma face do δC de menor dimensão que contém a interseção de e e

δC. Então

(i) σ é um vértice de C, ou

(ii) σ é idêntico a e.

Quando e intersecta δC em um vértice chamamos e de crossing edge

(item i) e quando e é a própria aresta do δC chamamos e de aresta do α-

shape (item ii).

A Figura 3.8 nos dá um exemplo de união de bolas induzindo uma

aresta do α-shape: a aresta longa que une os centros das duas bolas maiores

no α-shape é também aresta do V or(V), eqüidistante dos quatro vértices na

interseção das duas maiores bolas.

Os próximos dois Lemas mostram como as crossing egde e arestas do

α-shape, respectivamente, podem ser identificadas, examinando o conjunto de

bolas que induzem caracteŕısticas do V or(V) e de C.
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Figura 3.8: Arestas do α-shape.

Lema 3.15 ((12), Lem 13) Seja ev uma aresta do V or(V) induzida pelo

conjunto V ⊆ V. Seja σ um vértice de δC, que é centro da bola de entrada

b. A aresta ev passa por σ se, e somente se, todos os vértices em V estão no

bordo de b.

Lema 3.16 ((12), Lem 14) Seja ev uma aresta do V or(V) induzida pelo

conjunto V ⊆ V. Seja σ uma aresta no δC, que conecta os centro das bolas

b1, b2. A aresta ev é idêntica à σ se, e somente se, os vértices em V estão na

interseção de b1 ∩ b2.

Figura 3.9: Aresta do α-shape e crossing edge.

Observe que, em duas dimensões, não teremos aresta de Voronoi como

aresta do δC.

Usando os lemas 3.15 e 3.16 identificamos as crossing edges e as arestas do

α-shape. Para cada aresta ev no V or(V), calcularemos a interseção do conjunto

de famı́lias:

B =
⋂
{T | vT ∈ ev}

Se B consiste de uma única bola b, ev é uma crossing edge. Se B contém

um par de b1, b2, ev é uma aresta do α-shape.
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Apesar deste resultado, no nosso algoritmo optamos, num primeiro passo

por percorrer todas as arestas infinitas do V or(V) e fazer a interseção com o

centro das bolas do bordo que são vértices do δC.



4
Implementação

4.1
Biblioteca CGAL

CGAL(Computational Geometry Algorithms Library) é uma biblioteca

de estruturas de dados e algoritmos geométricos confiáveis e robustos, escrita

em C++ e vem sendo desenvolvida por nove instituições: Instituto Max Plank

(Alemanha), INRIA Sophia-Antipolis (França), Universidade de Tel-Aviv (Is-

rael), GeometryFactory (França), ETH Zurich (Súıça), Universidade de Utre-

cht (Páıses Baixos), Universidade Livre de Berlim (Alemanha), Forth (Grécia),

SciSoft (Argentina). Seu principal objetivo é proporcionar implementações de

objetos e algoritmos geométricos e, com isso, facilitar o desenvolvimento de

aplicações geométricas mais complexas, através da reutilização de seus com-

ponentes.

CGAL foi desenvolvida por diferentes grupos de usuários e é usada

para diversos propósitos. Alguns pesquisadores trabalham diretamente com

geometria computacional e utilizam a biblioteca para desenvolver e testar seus

próprios algoritmos, enquanto pesquisadores de outras áreas usam recursos

de geometria computacional em suas aplicações. Há ainda o uso comercial

do CGAL, no qual empresas utilizam a biblioteca para o desenvolvimento

de aplicações industriais. Os grupos de usuários de CGAL são, portanto, um

pouco heterogêneos e, devido a isso, demandam diferentes recursos. Para suprir

essa demanda, CGAL procura combinar robustez, generalidade, eficiência e

facilidade de uso, apesar de seu uso não ser tão trivial. Como referência,

indicamos (1).

Nossa escolha pelo uso do CGAL foi, principalmente, pelo fato de:

– oferecer tipos de números especiais, com maior precisão, evitando, assim,

erros de arredondamento;

– apresentar ao usuário mais de uma opção de algoritmo para resolver

determinado problema. Cabe ao usuário decidir qual é o mais apropriado

para sua aplicação, aumentando a eficiência do algoritmo.
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– o uso de typedefs da linguagem C++ para evitar contato direto do usuário

com os templates, que muitas vezes são complicados para usuários menos

experientes.

– acessar à diversos algoritmos comprovados (como α-shape e diagrama de

Voronoi) numa mesma estrutura.

4.1.1
Descrição da Biblioteca CGAL

Para obter flexibilidade e eficiência, CGAL está divida em três principais

camadas, vide Figura 4.1 e como referência indicamos (1).

1. Os núcleos (kernels), onde estão implementadas as representações dos

números nas coordenadas cartesianas e homogêneas e alguns tipos de

números com maior precisão em relação aos tipos básicos de C++.

O núcleo contém também objetos geométricos primitivos (como, por

exemplo, pontos, retas, semi-retas e ćırculos) e predicados (operam

objetos e retornam valores booleanos ou tipos enumerados, como a

comparação de resultados - igual, menor ou maior - e testes de orientação

- colinear, lado esquerdo ou lado direito). CGAL fornece a implementação

do núcleo em 2D e 3D , para objetos em dimensão arbitrária e para

objetos curvos em 2D.

2. A biblioteca básica, onde estão implementados algoritmos geométricos

básicos e algumas estruturas de dados, como

- algoritmos para determinar o fecho convexo de um conjunto de pontos.

- operações com poĺıgonos, como o cálculo da área, sua orientação,

verificação de sua simplicidade ou convexidade e etc.

- triangulações, α-shape, etc.

3. A última camada da biblioteca consiste de facilidades de suporte não

geométricos, assim como fornecimento de tipos de números, handles

(”ponteiros inteligentes”), circulators, etc.

Essas três partes do CGAL interagem para qualquer algoritmo da bibli-

oteca, resultando numa biblioteca extremamente flex́ıvel. Como dito anterior-

mente, cabe ao usuário determinar os recursos necessários para sua aplicação.

Além disso, se um predicado e/ou algoritmo geométrico do núcleo não sa-

tisfazem as necessidades de uma aplicação, o usuário pode implementar seus

próprios predicados e objetos geométricos. Porém, essa flexibilidade resulta

também numa dificuldade para adaptar o CGAL a um problema espećıfico.
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Em CGAL existem as traits classes, onde estão implementados os pre-

dicados e objetos geométricos básicos. Todo algoritmo da biblioteca básica é

parametrizada por uma traits class e, por default, essa traits class é o núcleo.

O usuário pode definir sua própria traits class e utilizá-la com os algoritmos da

biblioteca básica, desde que ela obedeça aos requerimentos definidos por tais

algoritmos. A utilização de programação genérica proporciona aos usuários de

CGAL grande flexibilidade, tornando seu uso bastante atraente.

Figura 4.1: Estrutura do CGAL.

Algumas rotinas do nosso programa utilizaram a biblioteca CGAL.

4.2
Implementação do Eixo Medial

O algoritmo para extração do eixo medial de uma união de bolas em R3

foi realizado a partir de (12) usando a biblioteca CGAL. A idéia do algoritmo

é marcar os vértices do V or(V) como pertencentes ou exteriores ao α-shape

S. Vértices no bordo de S são marcados como pertencentes a S. A face do

V or(V) onde todos os vértices pertencem a C e as faces singulares do α-shape

S consistirão do eixo medial.

Seguindo os resultados enunciados no caṕıtulo 3, as principais etapas da

construção do eixo medial estão programadas no algoritmo 1.

4.2.1
Classe

As classes utilizadas foram a class Point, definida por três coordenadas

e o peso (raio da bola), a class Triangle, definida por três vértices e a class

Polygon.
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Algoritmo 1 Eixo Medial

1: Entre com o conjunto de bolas B.
2: Calcule o α-shape S do conjunto de bolas B.
3: Adicione todas as arestas (singulares e regulares) de S em X .
4: Adicione todos os triângulos singulares de S em X .
5: Calcule os vértices V da união U como os duais dos triângulos do bordo

(faces dos tetraedros) de S.
6: Calcule o diagrama de Voronoi V or(V).
7: Determine todas as interseções do diagrama de Voronoi V or(V) com os

triângulos regulares (tetraedros) do α-shape S.
8: Adicione a X todas as faces do diagrama de Voronoi de V no qual todos os

vértices pertencem a S.
9: Retorne X .

4.2.2
Implementação do Alpha-Shape

Rotina para a criação do objeto 0-shape usando a biblioteca CGAL está

descrita no algoritmo 2.

Algoritmo 2 α-shape

1: Entre com o conjunto de bolas B.
2: Construa uma lista de pontos com peso.
3: Itere sobre as bolas e coloque na lista de pontos.
4: Aloque, utilizando CGAL, o α-shape no modo ’GENERAL’ usando os

pontos com peso da lista e faça alpha=0.
8: Retorne ∗&as (ponteiro para referenciação dos handles), onde será alocada

a estrutura do α-shape.

4.2.3
Rotina para encontrar os vértices V da união U

A idéia do rotina é encontrar o circumcentro das faces da componente

regular do α-shape S, traçar a normal passando pelo circumcentro e calcular a

interseção com a bola do bordo mais próxima. Os vértices V que encontraremos

são duais aos triângulos do δC.

4.2.4
Rotina do diagrama de Voronoi

Rotina para desenhar o diagrama de Voronoi como dual da triangulação

de Delaunay usando a biblioteca CGAL está descrita no algoritmo 3. Os item

2 e 3 constroem as arestas do diagrama de Voronoi, enquanto os itens 4, 5

constroem os poĺıgonos.
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Algoritmo 3 Diagrama de Voronoi

1: Itere sobre as faces de Delaunay.
2: Crie o objeto dual e adicione o dual da face.
3: Retorne o diagrama de Voronoi.

Observe que o dual da face pode ser raio, segmento ou ponto (se for

infinito).

4.2.5
Interseção do diagrama de Voronoi

A rotina que determina a interseção do diagrama de Voronoi com as

partes regulares do α-shape está descrita no algoritmo 4.

Algoritmo 4 Parte regular do Alpha-Shape

1: Percorra todas as arestas de Delaunay, cujos vértices são as interseções.
2: Crie o poĺıgono dual da aresta.
3: Classifique o poĺıgono como interior ou exterior.
4: Retorne o poĺıgono que corresponde ao eixo medial.



5
Movimentos baseados no Eixo Medial

O eixo medial representa as caracteŕısticas da união de bolas. Usando

este fato, podemos simplificar a união diretamente a partir do eixo medial. As-

sim, buscamos deformações definidas por movimentos locais ao longo do eixo

medial, seguindo (4, 5, 6) no caso bidimensional. Além disso, alguns dos even-

tuais defeitos do movimento (instabilidade numérica, mudanças topológicas)

podem ser corrigidos diretamente no eixo medial.

Para calcular o movimento, guardamos o eixo medial na forma de grafo,

cujos nós são os vértices do eixo medial e as arestas ligam vértices adjacentes.

Os nós podem (ou não) corresponder aos centros das bolas originais e/ou serão

pontos criados pelo eixo medial. Na estrutura, dois vértices só serão adjacentes

quando suas respectivas bolas tiverem interseção.

5.1
Motivação

Um dos modelos mais simples para a representação de moléculas consiste

em representar um átomo por uma bola cujo raio depende do tipo de átomo.

Este modelo é chamado de Modelo de Van der Waals. Por esta razão, em Bio-

matemática o estudo computacional de união de bolas é bastante importante

para entender interações moleculares e desenvolver remédios. Esperamos que os

movimentos propostos sejam úteis em Biologia para a simulação de encaixes

de moléculas, pois trabalhar com uma molécula não simplificada é inviável

computacionalmente.

Muitas das funções de protéınas, por exemplo, estão relacionadas com

as interações de uma série de moléculas, responsáveis pelo metabolismo e

estrutura dos organismos vivos. Entender como os processos biológicos ocorrem

a ńıvel celular implica entender o papel funcional das diversas protéınas

envolvidas nesses processos. A grande maioria das reações metabólicas ocorre

através de encaixes do tipo chave-fechadura entre moléculas protéicas e,

por esse motivo, a função das protéınas está geralmente relacionada à sua

conformação tridimensional. Assim, outra aplicação posśıvel é a análise de

formas, principalmente para visualização e armazenamento de objetos, criando



União de bolas, eixo medial e deformações no espaço tridimensional 39

uma hierarquia de simplificações de bolas.

Essa dissertação, no entanto, possui caráter investigativo, visando apenas

iniciar o estudo de evolução de bolas no espaço tridimensional.

5.2
Grafo de suporte

Os movimentos realizados caracterizaram-se pela variação do raio e da

posição das bolas. Temos três tipos de objetos:

(i) As bolas originais que são vértices do eixo medial.

(ii) As bolas originais que não vértices do eixo medial.

(iii) Os vértices do eixo medial que não são bolas originais.

Como os nós do grafo são os vértices do eixo medial, todo o cálculo

do movimento pode ser feito no grafo. Como os objetos do tipo iii, isto é,

os vértices do eixo medial que não são bolas originais, são derivados das

bolas originais, nada precisa ser feito para eles. Porém, eles contribuem ao

movimento, e podemos associá-los a um raio, definido como o raio da bola

inscrita na união de bolas. Temos, assim, uma estrutura uniforme de grafo,

onde todos os nós são bolas.

5.3
Bases do movimento

No nosso contexto, o movimento para os objetos do tipo i e do tipo ii

é definido localmente, envolvendo apenas as bolas vizinhas ao objeto. Nesta

primeira investigação, consideramos apenas objetos que estão diretamente ad-

jacentes ao longo do eixo medial. Em trabalhos futuros, poderão ser considera-

das bolas vizinhas no α-shape e, em particular, para calcular a curvatura num

ponto do bordo da união de bolas. Para cada bola b = (x, r) do tipo i, com

centro x e raio r, denotamos por Ab o conjunto de nós (bolas de tipo i ou iii)

adjacentes no grafo. O movimento pode ser definido esquematicamente pelas

funções f i e f ii:

∀b = (x, r) ∈ Typei, x ← f i
x (b,Ab) , r ← f i

r(b,Ab).

∀b = (x, r) ∈ Typeii, x ← f ii
x (b), r ← f ii

r (b).
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5.4
Movimento simples

Cada passo do movimento de contração pode ser definido como um

conjunto de ńıvel −k da transformada em distância da forma. Isto corresponde

a diminuir o raio das bolas de um fator d < 1 e aproximar os centros das bolas.

No nosso contexto, podemos aproximar este movimento definindo f i e f ii por:

f i
x(b,Ab) = d ·

∑

(x′,r′)∈Ab

~xx′, f i
r(b,Ab) = d · r

f ii
x (b) = x, f ii

r (b) = d · r

Movimentos de dilatação podem ser definidos de maneira similar usando

um fator d > 1. Neste caso não precisaŕıamos manter uma condição de

amostragem, pois as bolas não se desconectarão, enquanto no movimento de

contração poderia ser usado para aproximar melhor o caso usual.

5.5
Condição de amostragem

Para evitar o desconectar da forma que está sendo deformada e também

para evitar depender demais da discretização do objeto, é posśıvel incluir no

movimento uma condição de amostragem. Uma amostragem densa demais

é naturalmente filtrada pela triangulação regular, onde bolas cobertas por

bolas vizinhas não são trianguladas. Para compensar uma amostragem esparsa

demais, é posśıvel incluir bolas novas na união, seguindo (6).

Se duas bolas b e b′, adjacentes no eixo medial, são distantes mais do que

o raio da menor bola (|x, x′| < min(r, r′)), uma bola extra b+ será inserida na

união, no meio das duas bolas b e b′: x+ = 1
2
(x + x′), r+ = 1

2
(r + r′).

Esta condição de amostragem impede que o eixo medial se desconecte, o

que pode ser interessante ao estender movimentos por curvatura em 3D.



6
Resultados

Neste caṕıtulo mostraremos o comportamento do movimento simples

proposto em alguns exemplos. Nas simulações, fixamos o valor de d = 0.8

para contração e d = 1.2 para descontração.

6.1
Exemplo 1

Como primeiro exemplo buscamos uma estrutura simples, com a união

de sete bolas. A Figura 6.1 mostra a imagem com seu respectivo eixo medial.

Figura 6.1: Primeiro exemplo: eixo medial desenhado em lilás.

6.1.1
Movimento de contração

Neste primeiro movimento observamos a contração da união até uma

única bola. A Figura 6.2 exibe as duas primeiras e a sexta iteração. Nesse

primeiro exemplo a união manteve sua escrita mı́nima sem a necessidade de

remoção de bolas.

6.1.2
Movimento de dilatação

A Figura 6.3 ilustra o segundo movimento. A estrutura tendeu para uma

única bola.
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Figura 6.2: Primeiro exemplo: Movimento de contração nos dois primeiros e
sexto passo da iteração.

Figura 6.3: Primeiro exemplo: Movimento de dilatação nos três primeiros
passos da iteração.

6.2
Exemplo 2

Este segundo exemplo denominamos de ”boneco”formado por 45 bolas.

Na Figura 6.4 temos sua representação e respectivo eixo medial.

6.2.1
Movimento de contração

Neste movimento, sete bolas foram removidas pela triangulação regular

na segunda iteração e houve a desconexão do pescoço; na terceira iteração,

mais nove bolas foram removidas e houve a desconexão da perna, vide Figura

6.5. Depois de onze iterações o boneco tendeu para a imagem da Figura 6.6.

6.2.2
Movimento de dilatação

A Figura 6.7 ilustra o segundo movimento para. Neste segundo movi-

mento obtemos, depois de 3 iterações, a forma de uma bola. Da primeira para

segunda iteração 18 bolas foram removidas, em seguida 23 e, então, 3, restando

apenas uma bola.
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Figura 6.4: Segundo exemplo: Boneco e seu eixo medial.

Figura 6.5: Segundo exemplo: Movimento de contração nas duas primeiras e
quinta iteração.

6.3
Exemplo 3

No exemplo seguinte temos uma configuração na qual 158 bolas estão em

formato de arco. A Figura 6.8 ilustra sua imagem e respectivo eixo medial.

6.3.1
Movimento de contração

As Figuras 6.9 e 6.10 exibem algumas iterações. As bolas verdes repre-

sentam as que possuem interseção com outra(s), enquanto as vermelhas não

possuem interseção. Note que a partir de um determinado número de iterações

já temos uma previsão da imagem que será formada.

6.3.2
Movimento de dilatação

Como já era previsto, este movimento aproximou as bolas depois de

algumas iterações, já que estamos deslocando os centros na direção do eixo

medial e aumentando o tamanho do raio.
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Figura 6.6: Segundo exemplo: Movimento de contração depois de 13 iterações.

Figura 6.7: Segundo exemplo: Movimento de dilatação nas três primeiras
iterações.

6.4
Exemplo 4

O quarto exemplo ilustra a estrutura de uma molécula denominada

futeboleno, que possui 60 átomos de carbono, vide Figura 6.13. As arestas

de seu eixo medial formam pentágonos e hexágonos, semelhante à uma bola

de futebol.

6.4.1
Movimento de contração

Observe que as bolas vão se organizando ao longo do eixo medial, no

entanto, já na segunda iteração ocorre uma desconexão, vide Figuras 6.14 e

6.15.

6.4.2
Movimento de dilatação

Esse movimento resultou na formação de uma única bola rapidamente,

vide Figura (?).
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Figura 6.8: Terceiro exemplo: eixo medial desenhado em preto.

Figura 6.9: Terceiro exemplo: Movimento de contração nas três primeiras
iterações.

6.5
Exemplo 5

Nosso último exemplo é uma molécula composta de 576 átomos. A Figura

6.17 ilustra a imagem e seu eixo medial.

6.5.1
Movimento de contração

Observe nas Figuras 6.18 e 6.19 que o movimento resultou na desconexão

da molécula em vários pontos diferentes de forma quase homogênea.

6.5.2
Movimento de dilatação

Esse movimento resultou na redução do número de bolas e depois de

algumas iterações é natural que haja o fechamento do buraco devido a própria

construção do movimento, vide Figura 6.20.

Simulamos o movimento para um valor de d = 1.01 e na quinta iteração

tivemos desconexão em alguns pontos da forma, vide Figura 6.21. As bolas em

vermelho representam aquelas que não possuem interseção com outra bola e
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Figura 6.10: Terceiro exemplo: Movimento de contração quarta, quinta e nona
iteração.

Figura 6.11: Terceiro exemplo: Movimento de dilatação nas três primeiras
iterações.

serão eliminadas no próximo passo da iteração. Como o movimento pelo eixo

medial foi lento, apesar do aumento do raio, tivemos a desconexão das bolas.

Nos três exemplos anteriores o eixo medial e o α-shape são parecidos e

isso pode ser explicado por estarmos tratando de moléculas e essas estruturas se

apresentarem na sua conformação mais estável, ou seja, os átomos se arranjam

de forma que a energia entre eles é a menor posśıvel. Para maiores detalhes

sobre este assunto sugerimos a referência (2).
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Figura 6.12: Terceiro exemplo: Quarta, quinta e sexta iteração. Tendência para
a formação de uma única bola.

Figura 6.13: Quarto exemplo: Futeboleno.

Figura 6.14: Quarto exemplo: Movimento de contração nas três primeiras
iterações.

Figura 6.15: Quarto exemplo: Movimento de contração na quinta, sexta e
décima iteração.
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Figura 6.16: Quarto exemplo: Movimento de dilatação nas três primeiras
iterações

Figura 6.17: Quinto exemplo: Molécula e eixo medial.

Figura 6.18: Quinto exemplo: Movimento de contração nas três primeiras
iterações.

Figura 6.19: Quinto exemplo: Movimento de contração na quarta, quinta e
sétima iteração.
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Figura 6.20: Quinto exemplo: Movimento de dilatação na segunda, terceira e
quarta iteração.

Figura 6.21: Quinto exemplo: Movimento na quinta, décima e décima quinta
iteração para d = 1.01.
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Conclusões e Trabalhos Futuros

Nessa dissertação consideramos a discretização de formas como união

de bolas e a representação de deformações a partir do eixo medial, em R3.

Essas deformações são definidas por movimentos locais das bolas ao longo das

direções do eixo medial.

Nessa dissertação fizemos a implementação das bases deste tipo de

movimentos, calculando o eixo medial de uma união de bolas, relacionando-

o diretamente com a implementação de α-shape, diagramas de Voronoi e

cálculo dos vértices do bordo da união U . Testamos essa implementação em

movimentos simples de contração e dilatação.

Nesse trabalho apenas iniciamos o estudo no espaço tridimensional e di-

versas variações merecem ser testadas. Para a continuação desse trabalho acha-

mos relevante o estudo de outros movimentos, como, por exemplo, derivados

do movimento por curvatura.
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Voronöı-Based Surface Reconstruction Algorithm. In: SIGGRAPH,

p. 415–422. ACM, 1998. 1

[12] AMENTA, N.; KOLLURI, R.. The medial axis of unions of balls.

Computational Geometry, 20(1–2):25–37, 2001. 2.2, 3, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5,

3.6, 3.7, 3.8, 3.9, 3.10, 3.11, 3.12, 3.13, 3.14, 3.15, 3.16, 4.2

[13] AMENTA, N.; CHOI, S. ; KOLLURI, R. K.. The Power Crust, unions

of balls, and the medial axis transform. Computational Geometry,

19(2-3):127–153, 2001. 1

[14] SHAMIR, A.; SCHARF, A. ; COHEN-OR, D.. Enhanced hierarchical

shape matching for shape transformation. International Journal for

Shape Modeling, 9(1–2):203–222, 2003. 1

[15] AURENHAMMER, F.; KLEIN, R.. Voronoi Diagrams, volumen V, p.

201–290. Elsevier, 1996. 2.5

[16] BOISSONNAT, J.-D.; YVINEC, M.. Algorithmic geometry. Cambridge

University Press, 1998. 2.3, 2.4

HTTP://WWW.CS.UTEXAS.EDU/USERS/AMENTA
HTTP://WWW2.PARC.COM/CSL/MEMBERS/BERN/
HTTP://WEB.MIT.EDU/MANOLI/WWW/
http://web.mit.edu/manoli/www/publications/Amenta_Siggraph_98.pdf
http://web.mit.edu/manoli/www/publications/Amenta_Siggraph_98.pdf
HTTP://WWW.CS.UTEXAS.EDU/USERS/AMENTA
HTTP://WWW.CS.BERKELEY.EDU/~RKOLLURI/
http://www.cs.berkeley.edu/~rkolluri/pubs/amenta-2001-mau/amenta-2001-mau.pdf
HTTP://WWW.CS.UTEXAS.EDU/USERS/AMENTA
HTTP://WWW.CS.UTEXAS.EDU/USERS/SUNGHEE
HTTP://WWW.CS.UTEXAS.EDU/USERS/RKOLLURI
http://www.cs.utexas.edu/users/amenta/powercrust/welcome.html
http://www.cs.utexas.edu/users/amenta/powercrust/welcome.html
HTTP://WWW.FACULTY.IDC.AC.IL/ARIK/
HTTP://WWW.CS.TAU.AC.IL/~ASHARF/
HTTP://WWW.MATH.TAU.AC.IL/~DCOR/
http://www.cs.tau.ac.il/~asharf/shrek/html/papers/ShapeTransform.pdf
http://www.cs.tau.ac.il/~asharf/shrek/html/papers/ShapeTransform.pdf
HTTP://WWW.IGI.TUGRAZ.AT/AUREN/
HTTP://WEB.INFORMATIK.UNI-BONN.DE/I/STAFF/KLEIN.HTML
http://www.pi6.fernuni-hagen.de/publ/tr198.pdf
HTTP://WWW.INRIA.FR/PRISME/PERSONNEL/BOISSONNAT/BOISSONNAT-ENG.HTML
HTTP://WWW.INRIA.FR/GEOMETRICA/PERSONNEL/YVINEC/YVINEC-ENG.HTML


8
Apêndice

Nomeclatura

B : Conjunto de bolas em R3

C : Componente Regular de S

δC : Bordo da Componente Regular de S

DT (S) : Triangulação de Delaunay de S

R(S) : Triangulação Regular de S

e, ev : Aresta do V or(V)

O : Objeto

Pow(B) : Diagrama de Potência do conjunto B

S : Conjunto de pontos

S : α-shape

sT : Face do δU

σT : simplexo no δS, com dual sT

U : União das Bolas

δU : Bordo da União das Bolas

v : Vértices do δU

V : Vértices da União de Bolas

V or(v) : Diagrama de Voronoi de v

V or(V) : Diagrama de Voronoi de V

X : Eixo Medial

|, | : Distância Euclidiana
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