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Resumo

Vath, Betina; Lewiner, Thomas. Uniao de bolas, eixo medial e
deformacoes no espaco tridimensional. Rio de Janeiro, 2007.
BG3p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

O eixo medial é uma descricao compacta de um objeto que preserva sua
topologia e induz naturalmente uma discretizacao da sua forma como uniao
de bolas. O estudo de uniao de bolas possui aplicacoes em diversas areas da
Matematica, em particular na Geometria Computacional onde se usa, por
exemplo, para reconstrucao de curvas e superficies. Este trabalho pretende
usar uniao de bolas para simular deformacgoes a partir do eixo medial,
apresentando conceitos e teoremas a fim de construir algoritmos para a
extracao do eixo medial em R3. A deformacao serd, entdao, definida por
movimentos locais das bolas ao longo das dire¢oes do eixo medial. Este
trabalho contém resultados com movimentos simples, em um programa que

utiliza a biblioteca CGAL.

Palavras—chave

Uniao de bolas; Eixo medial; Discretizacao de formas; Deformacao.



Abstract

Vath, Betina; Lewiner, Thomas. Union of balls, medial axis
and deformations in three-dimensional space. Rio de Janeiro,
2007. B3p. MsC Thesis — Departament of Mathematics, Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

The medial axis is a compact description of an object that preserves its
topology and naturally induces a discretisation of its shape in terms of
union of balls. The study of union of balls has applications in various areas of
Mathematics, in particular in Computational Geometry where it is used for
curve and surface reconstruction. This work pretends using union of balls for
simulating deformations described on the medial axis. It introduces concepts
and theorems in order to setup algorithms for medial axis extraction in R3.
The deformation will thus be defined by local ball moves along the medial
axis directions. This work contains results with simple movements, in a
program that uses the CGAL library.

Keywords

Union of balls; Medial axis; Shape discretisation; Deformation.
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1
Introducao

O primeiro marco do estudo em geometria discreta é a definicao dos
objetos a serem estudados e das suas discretizagoes. O eixo medial é uma
descrigao compacta das caracteristicas da forma que preserva varias de suas
caracteristicas, induzindo uma discretizacao natural do objeto como uma uniao
de bolas.

O estudo de uniao de bolas possui aplicacoes em diversas areas da Ma-
tematica. Em Geometria Computacional se usa, por exemplo, para recons-
trucao de curvas e superficies (crust), vide (II) e (I3). Uma das motivagdes
para este trabalho é o grande uso em quimica e biologia computacional, onde
moléculas sao freqiientemente modeladas como uma uniao de bolas em R3.
Cada atomo é representado por uma bola cujo tamanho e posicao espacial sao
determinados pelas forcas de Van der Waals.

Essa dissertacao estuda certas deformacoes de formas tridimensionais. A
deformagao da forma tridimensional ¢ definida como uma mudanca gradual de
um objeto tridimensional em outro. A maioria das transformagoes comegam
na procura de uma boa compatibilidade entre duas formas, vide (14)). Neste
trabalho escolhemos representar objetos usando uniao de bolas devido a sua
simplicidade e pela topologia do bordo da uniao ser explicitamente definida
por uma estrutura simples chamada a-shape.

Esta estrutura é atualizada a cada passo da deformacao. E, entdo, essen-
cial acharmos um algoritmo simples para que a implementagao produza um
sistema compacto de programas. Ao mesmo tempo, a eficiéncia é importante,
pois diversas aplicagoes envolvem muitos pontos ou bolas. Devido a isso, usa-
mos a biblioteca CGAL (Computational Geometry Algorithms Library), que
procura combinar robustez, generalidade, eficiéncia e facilidade de uso, vide
(D).

A contribuicao principal deste trabalho é desenvolver uma base de
algoritmos robustos para deformar unides de bolas a partir do eixo medial.
Esta base combina algoritmos e estruturas do CGAL com estruturas préprias
a deformacao. Este trabalho apresenta estas prévias com deformagcoes simples:

contragao e expansao.
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Este trabalho é dividido em 7 capitulos. No capitulolsao apresentados as
bases tedricas de Geometria Computacional necessarios. O capitulo [3] contém
propriedades do eixo medial de uniao de bolas que nos darao suporte para
implementagdo de seu algoritmo. O capitulo @l descreve a organizacao da
biblioteca CGAL e a estrutura para implementacao do eixo medial em CH++.
O capitulo [l descreve o movimento proposto e o capitulo [6] apresenta alguns

dos resultados obtidos. O capitulo [7 expoe conclusoes e trabalhos futuros.



2

Conceitos Preliminares

Neste capitulo introduziremos conceitos geométricos usados para descre-
ver uma colecao finita de bolas, com o objetivo de desenvolver ferramentas e

dar suporte para a realizagao desse trabalho.

2.1
Estruturas Fundamentais

Definigao 2.1 (bola?) Seja |z,z| a distincia Euclidiana entre dois pontos
r,z € RY. Um subconjunto b € R € uma bola® se existe um ponto = € R? e
um real 7 > 0 tal que b= {z € R? / |z, 2| <r}. z é chamado de centro e r de

raio de b.

Uma esfera? é o bordo de bola®! b. Note que uma bola® é um ponto,
uma bolal é um segmento de reta e bola? é um disco. Uma esfera’ é um par

de pontos, esfera! é um circulo e esfera? é o que chamamos, em R3, de esfera,
vide (9) e Figura 211

Figura 2.1: Esfera® (corpo oco)/ Bola? (corpo macico).

Definigao 2.2 (Simplexo) Um p-simplexo em R? é o fecho convexo de p+1
pontos vy, ..., v, quando 0s vetores vy — Vg, ..., U, — Vg SGo linearmente indepen-

dentes.

Note que um 0-simplexo é um vértice, um 1-simplexo é uma aresta, um
2-simplexo ¢ um triangulo, um 3-simplexo é um tetraedro e um 4-simplexo é

um pentachoron (Figura 2.2]).
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-

vértice aresta face célula

Figura 2.2: Exemplos de simplexos.

2.2
Uniao de Bolas

Um objeto composto de bolas com, possivelmente, diferentes raios pode
ser definido como uma unido de bolas. O estudo de uniao de bolas possui
aplicagoes em diversas areas da Matematica. Em Geometria Computacional,
por exemplo, muitas vezes é desejado que, em R3, a representacao de um objeto
seja aproximada por um nuimero finito de bolas. Descreveremos abaixo alguns
dos resultados que podem ser encontrados em (12]).

Seja B um conjunto de bolas em R? e seja U sua uniao, vide Figura 2.3
Assumiremos que essas bolas estdao em posicao geral: no plano isto significa que
trés centros nao estarao em uma mesma linha e quatro nao estarao no mesmo
circulo; generalizando para o caso n-dimensional, n + 1 centros nao estarao no

mesmo hiperplano e n + 2 nao poderao estar na mesma hiperesfera.

O

Figura 2.3: Conjunto de bolas B e uniao U em R2.

Definicao 2.3 (Escrita Minima) Seja U uma unido de bolas. Dizemos que
U= Bi, 1<i<k éuma escrita minima de U se U nao pode ser escrita

como a unidgo de um subconjunto dos Bls.

E importante observar que a estrutura de uma uniao de bolas nao
é necessariamente minima. Observe na Figura 4] que algumas bolas sao

supérfluas.
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Figura 2.4: Escrita Nao Minima,/ Escrita Minima.

Defini¢ao 2.4 (k-face) Uma k-face de U é um subconjunto da fronteira SU

contido na intersecao de um subconjunto de B de cardinalidade (d — k).

Definigao 2.5 (Vértices) Os vértices de U sao os pontos formados pelas 0-

faces de U. Denominaremos V como o conjunto dos vértices de U.

A unido de bolas e seus vértices sao exibidos na Figura 2.5

9,

Figura 2.5: Vértices do bordo da uniao U.

2.3
Triangulacao de Delaunay e Diagrama de Voronoi

Apresentaremos os conceitos da triangulacao de Delaunay e do seu dual,
o diagrama de Voronoi. O diagrama de Voronoi divide o espago em células
poliédricas e cada uma delas representa os pontos mais proximos a uma
bola b € B. Essas estruturas permitem calcular eficientemente a geometria,
topologia e o eixo medial de uma uniao de bolas U. Para mais detalhes, vide
(16).
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2.3.1
Diagrama de Voronoi

Definimos diagrama de Voronoi de um ponto M; em uma colecao finita
M C R? como o conjunto de pontos mais préximos a M; do que de qualquer

outro ponto de M:

Vor(M;) = {z € R* | |X, M;| < |X, M|, para todo j # i}

onde |,| denota a distancia Euclidiana em R? O conjunto de todos os
Vor(M;)’s formam uma particio de RY. Essa decomposicio ¢ chamada dia-

grama de Voronoi de M e é denotada por Vor(M;).

2.3.2
Triangulacao de Delaunay

A triangulagao de Delaunay é classicamente definida como dual do
diagrama de Voronoi. Assumindo que o conjunto de pontos M estd em
posicao geral, existe uma unica triangulacao do conjunto M construida da
seguinte forma: se duas regides de Voronoi Vor(M;) e Vor(M;) sao vizinhas
no diagrama de Voronoi, entao essas regioes sao conectadas por uma aresta, que
definem os triangulos de Delaunay com vértices nos pontos M;. A triangulacao
de Delaunay é um tipo especial de triangulacao que possui propriedades

interessantes.

Definigao 2.6 (Triangulagao de Delaunay) Dado um conjunto M C R?

em posicao geral. A Triangulag¢ao de Delaunay DT(S) consiste em:

(i) Todos os d-simplexos or, com T C M tais que o circulo circunscrito a T

nao contém nenhum ponto de M e

(i) Todos os k - simplezos (k < d) que sao faces de algum outro simplexo em
DT(S).

A triangulacao de Delaunay, em R3, consiste em tetraedros de Delaunay
e de seus triangulos, arestas e vértices incidentes. Na Figura temos um

exemplo de diagrama de Voronoi e diagrama de Delaunay, em R2.
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Figura 2.6: Triangulacao de Delaunay e Diagrama de Voronoi.

2.4
Triangulacao Regular e Diagrama de Poténcia

O diagrama de Poténcia Pow(B) de um conjunto de bolas B é uma ge-
neralizacao do diagrama de Voronoi para pontos com peso, dividindo o espago
em células poliédricas, cada uma delas dividindo o espaco em pontos ”"mais
proximos”de um conjunto de bolas b € B. Para defini¢oes e propriedades deta-
lhadas, podemos citar (3)), (9) e (16). Assim como o diagrama de Voronoi tem
como dual a triangulagao de Delaunay, Pow(B) tem como dual a triangulagao
reqular, consistindo de simplexos que conectam os centros de todo conjunto de
bolas formando uma face de Pow(B).

Restringindo a subdivisao do espaco definido por Pow(B) a uniao U
teremos uma subdivisdao de U, em R3, em células poliédricas. O subconjunto
das faces do Pow(B) na subdivisdo de U corresponde ao subconjunto de
simplexos que formam o complexo de B. Este complexo (ou seja, a uniao de

todos os simplexos) é denominado a-shape S.

24.1
Diagrama de Poténcia

Poténcia (de um ponto a um ponto com peso)

Dado um ponto com peso P = (p/,w), onde p’ € R? é dito posicao de P,
w € R é dito peso de P e o raio 7 = /w. A poténcia de um ponto z € R a P
é definido como

mp(x) = |p, 2| —w

Definigao 2.7 (Poténcia entre dois pontos com peso) Seja S C RYxR.

Um conjunto de pontos com peso denotado por p = (p',w,), com p' € R? como
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posi¢do e w, € R o peso. Para dois pontos com peso, p = (p',w,) ex = (2, w,),
definimos

77(]9, J}) = ’plv I/|2 — Wp — Wy

A Figura [2.7] mostra a poténcia entre dois pontos com peso.

Jo

Figura 2.7: Poténcia de p em relagao a x.

Defini¢ao 2.8 (Ortogonalidade) Dois pontos com peso p e x sao ditos

ortogonais se w(p,x) = 0.

Diagrama de Poténcia ou Diagrama de Laguerre

Dado um conjunto S = pq,...,p, de pontos com peso, o diagrama de
Poténcia é a divisao do espaco em regioes convexas, onde o i-ésimo pedaco
¢ do conjunto de pontos mais préximos de um vértice p;, na distancia de

poténcia. Ou seja,

W; = {p € R | n(pi,p) < w(pj,p), para todo j # i}

O conjunto de todos os W/s formam uma parti¢ao de R,

2.4.2
Triangulacao Regular

A triangulacdo reqular é dual ao diagrama de Poténcia, assim como
a triangulacao de Delaunay ¢ dual ao diagrama de Voronoi. Os vértices da
triangulacao sao conectados se, e somente se, as células de Voronoi com peso

correspondentes tem uma face comum.

Defini¢ao 2.9 (Simplexo Regular) Seja T um conjunto de trés bolas. O
simplexo or € dito reqular se existe uma bola X tal que m(X,p;) =0, Vp; € T
en(X,p;)>0,Vp; e S-T

Defini¢ao 2.10 (Triangulagao Regular) A colecao de todos os d-simplexos
requlares define a Triangulagdo Regular de S, denotada por R(S).

A Figura 2.8 nos mostra exemplos em 2D.
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()
e R T

Diagrama de Poténcia Triangulag¢do Regular Diagrama e Triangulacdo

Figura 2.8: Triangulacao Regular e Diagrama de Poténcia.

2.5
Alpha-Shape

Assuma que, dado um conjunto de pontos, queremos descrever a figura
formada por esses pontos. Essa é uma nocao vaga e teremos possivelmente
varias interpretagoes, o a-shape S serda uma delas. A Figura ilustra o a-

shape de um conjunto de pontos para diferentes valores de «. Para maiores
detalhes sobre este assunto sugerimos (7)), (15), (10) e também ().

(2

Figura 2.9: a-shapes para diferentes valores de o em R2.

2.5.1
Alpha-Shape de Pontos sem Peso

Para a > 0, o a-shape de S é definido por conter uma aresta entre pontos
p,q € S se existe um disco de raio a sem pontos de S em seu interior e p e
g estarem no seu bordo. A definicdo de a-shape é baseada nas triangulagoes
de Delaunay e regular. O a-shape bésico é sempre parte da triangulacao de
Delaunay e a-shape com peso parte da triangulacao regular.

Para « suficientemente grande, obtemos o fecho convexo de S. Quanto

menor o valor de «, mais fina é a resolucao da forma de S. Note que a nao
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contém arestas se o é menor do que a distancia dos pares mais préximos de S,
vide Figura .10

Figura 2.10: Triangulagao de Delaunay e a-shape.

Definicao 2.11 (Bola Vazia / Simplexo a-exposto) Para 0 < a < o0,
seja a-bola uma bola aberta de raio o e S um conjunto de pontos. Uma a-bola
b é vazia se b S = (). Além disso, um k-simplexo o € dito a-exposto se existe

uma o-bola b vazia com T = dbN S.

Observe que, para d = 3, 6b é (a superficie de) uma esfera. A Figura 2111 é um

exemplo de simplexo a-exposto em R2.

Figura 2.11: Aresta a-exposto/ Simplexo nao a-exposto.

Definigao 2.12 (a-complexo) Para um conjunto de pontos S C R? e 0 <
a < 00, 0 a-complezo Cy(S) é um subcomplexo simplicial de DT(S). Um

simplexo op de DT(S) estd em Cy:

(i) se o circulo de menor raio r que passa pelos vértices de or nao contém

nenhum outro ponto de S — T e € tal que r < a ou

(ii) se or € face de outro simplexo em C..

Definigao 2.13 (a-shape) O a-shape S de um conjunto de pontos S C R?

consiste na realizacdo geométrica do complexo simplicial C,,.

Teorema 2.14 (Bordo 0S) O bordo 6S do a-shape S de um conjunto de

pontos S consiste de todos os k-simplexos (0 < k < d) de S que sdo a-expostos.
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A Figura 2.12] mostra trés formas do mesmo conjunto de pontos. Na
esquerda a triangulacao de Delaunay, no meio o bordo do a-shape e na direita

o a-complexo.

Figura 2.12: DT(S)/ 6S/ C,.

2.5.2
Alpha-Shape de Pontos com Peso
O conceito de a-shape também pode ser generalizado para um conjunto

de pontos com peso. Como referéncia, sugerimos ().

Defini¢ao 2.15 (Simplexo a-exposto) Considere um conjunto S de pontos

com peso. Um k-simplexo o (k j d) € dito a-exposto se existe um ponto com
peso X = (z,«) tal que m(p, X)=0,VpeT en(q,X)>0,Vqge S—T.

Definigao 2.16 (a-complexo) Para um conjunto de pontos S C R? e
0 < «a < o0, 0 a-complezo C,(S) de S é um subcomplexo simplicial de
R(S).

Seja or um simplezo de R(S) e X = (x,w) o circulo de menor peso

ortogonal aos circulos cujos centros sao os vértices de or. op estd em estd em

Ca(S) se Cy(S) se:
(i) w? < aen(p,X)>0,VS —T ou
(ii) or é face de outro simplexo em R(S).

Defini¢ao 2.17 (a-shape) O a-shape S, de um conjunto de pontos com peso

S consiste na realizacao geométrica do complexo simplicial C,.

Teorema 2.18 (Bordo 0S) O bordo 6S do a-shape S de um conjunto de
pontos com peso S consiste de todos os k-simplexos (0 < k < d) de S que sao

Q-expostos.
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Defini¢ao 2.19 (Face Singular/Componente Regular) Uma face no
bordo 0S do «-shape € singular se nao é uma face de um simplexo d-
dimensional no a-complexo Co(S). O conjunto das componentes conezas
que ficam ao removermos as faces singulares do a-shape S sao denominadas

componentes requlares.

Em R?, uma componente regular C do a-shape & é um sélido que
nao precisa, necessariamente, ter todas as arestas congruentes. Note que as

componentes regulares sao as componentes de dimensao mais alta do a-shape.

Face Singular

Componente Regular

O

Figura 2.13: Faces Singulares e Componentes Regulares de S.

2.5.3
0-Shape

Suponha que a uniao de bolas U estd na sua escrita minima. Um
simplexo o7 da triangulagao regular esta no 0-shape se, e somente se, as bolas
correspondentes se interceptam.

De fato, se o7 estd no O-shape, existe um ponto X que define a mesma
poténcia negativa em relacao as bolas cujos centros determinam op. Assim, X
é interior a todas as bolas que definem o7, o que significa que X é um ponto
comum as bolas que definem op. Reciprocamente, se as bolas cujos centros
definem o7 se interceptam, o ponto X que realiza a mesma poténcia em relagao
as bolas de o deve estar no interior de todas as bolas correspondentes. Assim,
a poténcia de X em relacao as bolas é negativa e o simplexo o esta no O-shape.

A Figura 2.14] é um exemplo de 0-shape.
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Figura 2.14: O-shape.



3
Eixo Medial

O eixo medial de uma figura nos d4 uma representacao compacta de
suas caracteristicas e sua conectividade. O eixo medial é, as vezes, chamado
de esqueleto, pois a forma dos membros de um ser vivo coincide com o eixo
medial da forma do membro. A complexidade do eixo medial esta relacionada
com a complexidade do objeto. Além disso, existe uma série de relagoes entre

o eixo medial e seu objeto. Como referéncia, podemos citar (3) e (12)).

Definicao 3.1 (Eixo Medial) O cizo medial interior (ou simplesmente eizo
medial) X de um objeto O é o fecho do conjunto de pontos m € O tal que m

¢ centro de bola tangente ao 0O em pelo menos dois pontos.

O eixo medial é, entao, o conjunto dos centros de bolas maximais
contidas em O que tangenciam o O em pelo menos dois pontos. Isso o torna

particularmente adaptado para representar unioes de bolas.

3.1
Eixo Medial de uma Uniao de Bolas

Considere uma bola b, contida em um objeto O e tocando o §O em pelo
menos dois pontos. A definicdo de eixo medial implica que o centro p de b é

um ponto no eixo medial, como, por exemplo, a curva fechada da Figura [3.1]

S

Figura 3.1: Bolas e o Eixo Medial em R2.

Teorema 3.2 ((12), Teo 1) Seja U uma unico de bolas, seja V seus vértices

e S o a-shape. O eizo medial X de U consiste de:
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(i) faces singulares de S, e

(ii) subconjunto do diagrama de Voronoi Vor(V) tais que o ponto mais prozimo

do OU ¢ um vértice em V.

Observe a Figura

. Face Singular

Componente Regular

. Subconjunto do Var(V)

Figura 3.2: Eixo Medial de uma uniao de bolas.

Observagao: Identificar algoritmicamente os elementos que satisfazem
a condigao (7) é facil, mas nao é 6bvio para a condigao (i7). Primeiro temos que
localizar os vértices, arestas e faces do Vor(V) e determinar quais deles, ou
quais partes, estao mais proximos de um vértice de ¥V do que de qualquer outro
ponto no oU. Combinatorialmente, isso tem algumas dificuldades numéricas,
motivando, assim, a caracterizacdo combinatorial do subconjunto do Vor(V)

pertencente ao eixo medial, que serd visto adiante.

3.2
Caracterizacao Combinatorial

O teorema a seguir nos da a caracterizacao do eixo medial de uma uniao

de bolas U.

Teorema 3.3 ((12), Teo 2) Seja U uma uniio de bolas em R?, seja V os

vértices de U e seja S o a-shape de U. O eixo medial X de U consiste de:
(i) faces singulares de S, e

(i1) o subconjunto do diagrama de Voronoi Vor(V) que intersecta as componen-

tes requlares de S.
Para provar o Teorema algumas propriedades do a-shape serao usadas.

Observagao 3.4 ((12))) Note que os pontos U — S nao pertencem ao eixo
medial de U.



Unido de bolas, eixo medial e deformagcdes no espago tridimensional 27

Observacao 3.5 ((12)), Obs 3) Para cada ponto v € U—S, existe um ponto
u € 0U tal que para todo v € U, d(u,z) < d(v,x).

Para ilustrar as observagoes [3.4] e B3] vide Figura [3.3

Figura 3.3: U — S.

Observacao 3.6 ((12), Obs 4) Se y € or, onde op é um simplexo em JS,

entio y € o centro de uma bola® b, com face dual sy C 6b, C U. Vide Figura

B

O

Figura 3.4: Simplexos em S e duais no 0.

Observacao 3.7 ((12), Obs 5) Uma (d — 1)-face singular em S € dual a
0-face contendo dois vértices de U. Uma (d — 1)-face que pertence a uma

componente reqular de 6S € dual a um unico vértice de U.

Em duas dimensoes, uma aresta singular de § é dual a uma 0-componente
do bordo de U contendo dois pontos do conjunto de vértices ¥V de Y. Um 1-
simplexo que pertence a fronteira 6C de uma componente regular C de § é dual
a uma 0-componente do bordo de U contendo um tnico ponto do conjunto
de vértices V de Y. Um 0O-simplexo em 0C pode ser dual a mais de uma 1-

componente do bordo de U.
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Lema 3.8 ((12)), Lem 6) Qualquer k-simplexo de S, para 0 < k < (d — 1)

pertence ao eixo medial X de U.

Prova do Lema: Considere a k-face or de S, com k < (d — 1). A dimensao
st, a face dual o7, é maior do que zero. Pela Observacao 3.6, qualquer ponto
x contido em o7 é o centro de uma bola b com sy C db, C U. Desde que a
dimensao de sy seja pelo menos um, 6b contém mais de um ponto do 6U e x

é um ponto do eixo medial. O

Em R% 0 < k < 1, ou seja, k = 0. A 0-face o estd em S, logo serd
um ponto e sua face dual sy no 6§ tem dimensao maior do que 0. Dai, pela
Observagao [3.6] teremos mais de um ponto mais proximo no 6U, ou seja, sera

um ponto do eixo medial.

Lema 3.9 ((12), Lem 7) Qualquer ponto pertencente a face singular de S

pertence ao eizo medial X de U.

Prova do Lema: Considere or de dimensao (d — 1) e um ponto z contido
neste simplexo. Pela Observacao 3.7, a face dual s consiste de dois vértices
que, pela Observacao 3.6l serao os mais préoximos de x no 0U. Logo, x pertence

ao eixo medial. O

O Lema B.8 mostrou que, para k < (d — 1), qualquer ponto na k-face no
bordo da componente regular C pertence ao eixo medial. Agora consideraremos
o interior de C. Comegaremos mostrando que, para qualquer ponto em C, os

pontos mais préximos no oU é um vértice de U.

Lema 3.10 ((12), Lem 8) Seja C uma componente regular de S. Entao,

para qualquer x € C
(i) x tem exatamente um ponto mais proximo p no 0U e p € vértice de U, ou

(ii) x tem mais de um ponto mais prozimo de SU, pelo menos dois deles sao

vértices de U.

Alguns pontos na componente regular C de S e respectivos pontos mais
préximos no bordo de U sdao mostrados na Figura [3.5]

Agora podemos provar o Teorema 3.3, que caracteriza o eixo medial X

de U.

Prova do Teorema: Primeiro mostraremos que qualquer ponto da face
singular de S ou pertence a componente regular de S e ao Vor()) é um ponto
do eixo medial. Em seguida, mostraremos que qualquer ponto do eixo medial

pertence a face singular ou a componente regular de S e ao Vor(V).
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()
©

Figura 3.5: Pontos na componente regular C de S e respectivos pontos mais
proximos em U.

Pelo Lema [B.9) qualquer ponto da face singular de S pertence ao eixo
medial. Com isso mostramos (i). Qualquer ponto x na componente regular
pertencente ao Vor()) tem mais de um ponto mais préximo do éU. O Lema
B.I10 implica que nao existe outro ponto no oM mais préximo de = e, entao, x
tem que pertencer ao eixo medial U.

Agora considere um ponto m no eixo medial I/; m nao pode ser um ponto
em U — S, pela observacaoB.5 O fato de m pertencer & uma face singular ja foi
feito. Caso contrario, m pertence a componente regular e precisa ter mais de

um ponto mais préximo de V. Assim, pelo Lema B.I0, m pertence ao Vor(V).
U

. Face Singular

Componente Regular

. Subconjunto do Var(V)

Figura 3.6: Faces singulares, componentes regulares e arestas do Vor(V).

3.3
Crossing Edges e Arestas do Alpha Shape

Pelos Teoremas e 3.3 sabemos que parte do eixo medial consiste do
subconjunto do diagrama de Voronoi que esta contido na componente regular

C. Nessa secao, mostraremos que sé existem dois modos nos quais os sim-
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plexos do 0C interagem com Vor(V). Essa diferenciagao evitard instabilidade

numérica na construcao do eixo medial.

Lema 3.11 ((12), Lem 9) O interior de qualquer (d — 1)-simplezo o € 6C

de vértice dual v estda no interior das células de Voronos.

Lema 3.12 ((12), Lem 10) Cada k-simplezo or € 6C para k < (d — 1) €
parte da face do Vor(V) de dimensao < (d —1).

Teorema 3.13 ((12), Teo 11) Seja o um (d—1)-simplexo no bordo de §C e
seja v € V seu vértice dual. A face o divide a célula de Voronoi Vor(v) de v

em duas partes, uma dentro e outra fora de C. Vide Figura[5.7]

. R Parte de fora
] p
. o . Parte de dentro

e

Figura 3.7: Simplexo ¢ particiona a célula de Voronoi de v.

O préximo Lema implicard que a intersegao das arestas do Vor(V) com C

recaem em duas categorias.

Lema 3.14 ((12), Lem 12) Seja e uma aresta do Vor(V) que intersecta 6C,
e seja o uma face do 6C de menor dimensao que contém a intersecdo de e e
0C. Entao

(i) o € um vértice de C, ou

(ii) o € idéntico a e.

Quando e intersecta 6C em um vértice chamamos e de crossing edge
(item ) e quando e é a prépria aresta do dC chamamos e de aresta do a-
shape (item ).

A Figura B.8 nos d4& um exemplo de uniao de bolas induzindo uma
aresta do a-shape: a aresta longa que une os centros das duas bolas maiores
no a-shape é também aresta do Vor(V), eqiiidistante dos quatro vértices na
intersecao das duas maiores bolas.

Os proximos dois Lemas mostram como as crossing egde e arestas do
a-shape, respectivamente, podem ser identificadas, examinando o conjunto de

bolas que induzem caracteristicas do Vor(V) e de C.
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Figura 3.8: Arestas do a-shape.

Lema 3.15 ((12)), Lem 13) Seja e, uma aresta do Vor(V) induzida pelo
conjunto V- C V. Seja o um vértice de 0C, que € centro da bola de entrada
b. A aresta e, passa por o se, e somente se, todos os vértices em V' estao no
bordo de b.

Lema 3.16 ((12), Lem 14) Seja e, uma aresta do Vor(V) induzida pelo
conjunto V. C V. Seja o uma aresta no 6C, que conecta os centro das bolas
b1, ba. A aresta e, € idéntica a o se, e somente se, 0s vértices em V estdao na

intersecao de by N bs.

B Aresta do Voronoi
‘ B Vértice do bordo de C

Vértice da Unido

Figura 3.9: Aresta do a-shape e crossing edge.

Observe que, em duas dimensoes, nao teremos aresta de Voronoi como

aresta do 0C.
Usando os lemasB. 15 e[3. 10l identificamos as crossing edges e as arestas do
a-shape. Para cada aresta e, no Vor(}), calcularemos a intersegao do conjunto

de familias:

B:ﬂ{T|UT€€v}

Se B consiste de uma tnica bola b, e, é uma crossing edge. Se B contém

um par de by, by, e, € uma aresta do a-shape.
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Apesar deste resultado, no nosso algoritmo optamos, num primeiro passo
por percorrer todas as arestas infinitas do Vor(V) e fazer a intersegao com o

centro das bolas do bordo que sao vértices do 0C.



4
Implementacao

4.1
Biblioteca CGAL

CGAL(Computational Geometry Algorithms Library) é uma biblioteca
de estruturas de dados e algoritmos geométricos confiaveis e robustos, escrita
em C++ e vem sendo desenvolvida por nove instituigoes: Instituto Max Plank
(Alemanha), INRIA Sophia-Antipolis (Franca), Universidade de Tel-Aviv (Is-
rael), GeometryFactory (Franca), ETH Zurich (Suiga), Universidade de Utre-
cht (Paises Baixos), Universidade Livre de Berlim (Alemanha), Forth (Grécia),
SciSoft (Argentina). Seu principal objetivo é proporcionar implementagoes de
objetos e algoritmos geométricos e, com isso, facilitar o desenvolvimento de
aplicagoes geométricas mais complexas, através da reutilizacao de seus com-
ponentes.

CGAL foi desenvolvida por diferentes grupos de usuarios e é usada
para diversos propositos. Alguns pesquisadores trabalham diretamente com
geometria computacional e utilizam a biblioteca para desenvolver e testar seus
proprios algoritmos, enquanto pesquisadores de outras areas usam recursos
de geometria computacional em suas aplicacoes. Ha ainda o uso comercial
do CGAL, no qual empresas utilizam a biblioteca para o desenvolvimento
de aplicagoes industriais. Os grupos de usuarios de CGAL sao, portanto, um
pouco heterogéneos e, devido a isso, demandam diferentes recursos. Para suprir
essa demanda, CGAL procura combinar robustez, generalidade, eficiéncia e
facilidade de uso, apesar de seu uso nao ser tao trivial. Como referéncia,
indicamos (1)).

Nossa escolha pelo uso do CGAL foi, principalmente, pelo fato de:

— oferecer tipos de niimeros especiais, com maior precisao, evitando, assim,

erros de arredondamento;

— apresentar ao usuario mais de uma opg¢ao de algoritmo para resolver
determinado problema. Cabe ao usuério decidir qual é o mais apropriado

para sua aplicagao, aumentando a eficiéncia do algoritmo.
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— o uso de typedefs da linguagem C++ para evitar contato direto do usudrio
com os templates, que muitas vezes sao complicados para usuarios menos

experientes.

— acessar a diversos algoritmos comprovados (como a-shape e diagrama de

Voronoi) numa mesma estrutura.

4.1.1
Descricdao da Biblioteca CGAL

Para obter flexibilidade e eficiéncia, CGAL estd divida em trés principais

camadas, vide Figura [£] e como referéncia indicamos ().

1. Os ntcleos (kernels), onde estdao implementadas as representagoes dos
nimeros nas coordenadas cartesianas e homogéneas e alguns tipos de
nimeros com maior precisao em relacao aos tipos basicos de C++.
O ntcleo contém também objetos geométricos primitivos (como, por
exemplo, pontos, retas, semi-retas e circulos) e predicados (operam
objetos e retornam valores booleanos ou tipos enumerados, como a
comparacao de resultados - igual, menor ou maior - e testes de orientagao
- colinear, lado esquerdo ou lado direito). CGAL fornece a implementagcao
do niucleo em 2D e 3D , para objetos em dimensao arbitraria e para

objetos curvos em 2D.

2. A biblioteca basica, onde estao implementados algoritmos geométricos

bésicos e algumas estruturas de dados, como
- algoritmos para determinar o fecho convexo de um conjunto de pontos.

- operagoes com poligonos, como o calculo da area, sua orientagao,

verificacao de sua simplicidade ou convexidade e etc.

- triangulagoes, a-shape, etc.

3. A dltima camada da biblioteca consiste de facilidades de suporte nao
geométricos, assim como fornecimento de tipos de numeros, handles

(" ponteiros inteligentes” ), circulators, etc.

Essas trés partes do CGAL interagem para qualquer algoritmo da bibli-
oteca, resultando numa biblioteca extremamente flexivel. Como dito anterior-
mente, cabe ao usuario determinar os recursos necessarios para sua aplicagao.
Além disso, se um predicado e/ou algoritmo geométrico do nicleo nao sa-
tisfazem as necessidades de uma aplicacao, o usuario pode implementar seus
proprios predicados e objetos geométricos. Porém, essa flexibilidade resulta

também numa dificuldade para adaptar o CGAL a um problema especifico.
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Em CGAL existem as traits classes, onde estao implementados os pre-
dicados e objetos geométricos basicos. Todo algoritmo da biblioteca basica é
parametrizada por uma traits class e, por default, essa traits class é o nucleo.
O usuario pode definir sua prépria traits class e utiliza-la com os algoritmos da
biblioteca basica, desde que ela obedeca aos requerimentos definidos por tais
algoritmos. A utilizacao de programacao genérica proporciona aos usuarios de

CGAL grande flexibilidade, tornando seu uso bastante atraente.

Visualizadores
Traits
extensdes do nucleo
o (outras traits,
representacoes
Representacio Algoritmos e Estruturas de Dados e aritméticas)
Aritmética
Nucleo Biblioteca basica Suporte

Figura 4.1: Estrutura do CGAL.

Algumas rotinas do nosso programa utilizaram a biblioteca CGAL.

4.2
Implementacao do Eixo Medial

O algoritmo para extracao do eixo medial de uma uniao de bolas em R3
foi realizado a partir de (12]) usando a biblioteca CGAL. A idéia do algoritmo
¢ marcar os vértices do Vor(V) como pertencentes ou exteriores ao a-shape
S. Vértices no bordo de § sao marcados como pertencentes a S. A face do
Vor(V) onde todos os vértices pertencem a C e as faces singulares do a-shape
S consistirao do eixo medial.

Seguindo os resultados enunciados no capitulo Bl as principais etapas da

construcao do eixo medial estao programadas no algoritmo [Il

4.2.1
Classe

As classes utilizadas foram a class Point, definida por trés coordenadas
e o peso (raio da bola), a class Triangle, definida por trés vértices e a class

Polygon.



Unido de bolas, eixo medial e deformagcdes no espago tridimensional 36

Algoritmo 1 Eixo Medial

: Entre com o conjunto de bolas B.

Calcule o a-shape S do conjunto de bolas B.

Adicione todas as arestas (singulares e regulares) de S em X.

Adicione todos os triangulos singulares de § em X.

Calcule os vértices V da uniao U como os duais dos triangulos do bordo
(faces dos tetraedros) de S.

Calcule o diagrama de Voronoi Vor(V).

Determine todas as interse¢oes do diagrama de Voronoi Vor(V) com os
triangulos regulares (tetraedros) do a-shape S.
8: Adicione a X todas as faces do diagrama de Voronoi de V no qual todos os
vértices pertencem a S.
: Retorne X.

Ne)

4.2.2
Implementacao do Alpha-Shape

Rotina para a criagao do objeto O-shape usando a biblioteca CGAL esta

descrita no algoritmo 2l

Algoritmo 2 a-shape

1: Entre com o conjunto de bolas B.

2: Construa uma lista de pontos com peso.

3: Itere sobre as bolas e coloque na lista de pontos.

4: Aloque, utilizando CGAL, o a-shape no modo 'GENERAL’ usando os
pontos com peso da lista e faga alpha=0.

8: Retorne x&as (ponteiro para referenciagao dos handles), onde seréd alocada
a estrutura do a-shape.

4.2.3
Rotina para encontrar os vértices VV da uniao U/

A idéia do rotina é encontrar o circumcentro das faces da componente
regular do a-shape §, tracar a normal passando pelo circumcentro e calcular a
intersecao com a bola do bordo mais préxima. Os vértices V que encontraremos

sao duais aos triangulos do oC.

4.2.4
Rotina do diagrama de Voronoi

Rotina para desenhar o diagrama de Voronoi como dual da triangulacao
de Delaunay usando a biblioteca CGAL esta descrita no algoritmo Bl Os item
2 e 3 constroem as arestas do diagrama de Voronoi, enquanto os itens 4, 5

constroem os poligonos.
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Algoritmo 3 Diagrama de Voronoi

1: Ttere sobre as faces de Delaunay.

2: Crie o objeto dual e adicione o dual da face.
3: Retorne o diagrama de Voronoi.

Observe que o dual da face pode ser raio, segmento ou ponto (se for

infinito).
4.2.5
Intersecao do diagrama de Voronoi

A rotina que determina a intersecao do diagrama de Voronoi com as

partes regulares do a-shape esta descrita no algoritmo [l

Algoritmo 4 Parte regular do Alpha-Shape

1: Percorra todas as arestas de Delaunay, cujos vértices sao as intersecoes.
2: Crie o poligono dual da aresta.

3: Classifique o poligono como interior ou exterior.

4: Retorne o poligono que corresponde ao eixo medial.




5
Movimentos baseados no Eixo Medial

O eixo medial representa as caracteristicas da uniao de bolas. Usando
este fato, podemos simplificar a uniao diretamente a partir do eixo medial. As-
sim, buscamos deformacoes definidas por movimentos locais ao longo do eixo
medial, seguindo (4} [5, [6) no caso bidimensional. Além disso, alguns dos even-
tuais defeitos do movimento (instabilidade numérica, mudangas topoldgicas)
podem ser corrigidos diretamente no eixo medial.

Para calcular o movimento, guardamos o eixo medial na forma de grafo,
cujos nos sao os vértices do eixo medial e as arestas ligam vértices adjacentes.
Os nés podem (ou nao) corresponder aos centros das bolas originais e/ou serao
pontos criados pelo eixo medial. Na estrutura, dois vértices so serao adjacentes

quando suas respectivas bolas tiverem intersecao.

5.1
Motivacao

Um dos modelos mais simples para a representacao de moléculas consiste
em representar um atomo por uma bola cujo raio depende do tipo de dtomo.
Este modelo é chamado de Modelo de Van der Waals. Por esta razao, em Bio-
matematica o estudo computacional de uniao de bolas é bastante importante
para entender interagoes moleculares e desenvolver remédios. Esperamos que os
movimentos propostos sejam uteis em Biologia para a simulagao de encaixes
de moléculas, pois trabalhar com uma molécula nao simplificada é inviavel
computacionalmente.

Muitas das fungoes de proteinas, por exemplo, estao relacionadas com
as interagoes de uma série de moléculas, responsaveis pelo metabolismo e
estrutura dos organismos vivos. Entender como os processos biolégicos ocorrem
a nivel celular implica entender o papel funcional das diversas proteinas
envolvidas nesses processos. A grande maioria das reacoes metabdlicas ocorre
através de encaixes do tipo chave-fechadura entre moléculas protéicas e,
por esse motivo, a funcao das proteinas esta geralmente relacionada a sua
conformacao tridimensional. Assim, outra aplicacao possivel é a analise de

formas, principalmente para visualizacao e armazenamento de objetos, criando
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uma hierarquia de simplificagoes de bolas.
Essa dissertacao, no entanto, possui carater investigativo, visando apenas

iniciar o estudo de evolucao de bolas no espago tridimensional.

5.2
Grafo de suporte

Os movimentos realizados caracterizaram-se pela variacao do raio e da

posicao das bolas. Temos trés tipos de objetos:

(i) As bolas originais que sao vértices do eixo medial.
(ii) As bolas originais que nao vértices do eixo medial.

(iii) Os vértices do eixo medial que nao sao bolas originais.

Como os nés do grafo sao os vértices do eixo medial, todo o célculo
do movimento pode ser feito no grafo. Como os objetos do tipo iii, isto é,
os vértices do eixo medial que nao sao bolas originais, sao derivados das
bolas originais, nada precisa ser feito para eles. Porém, eles contribuem ao
movimento, e podemos associd-los a um raio, definido como o raio da bola
inscrita na uniao de bolas. Temos, assim, uma estrutura uniforme de grafo,

onde todos os nds sao bolas.

5.3
Bases do movimento

No nosso contexto, o movimento para os objetos do tipo i e do tipo ii
é definido localmente, envolvendo apenas as bolas vizinhas ao objeto. Nesta
primeira investigagao, consideramos apenas objetos que estao diretamente ad-
jacentes ao longo do eixo medial. Em trabalhos futuros, poderao ser considera-
das bolas vizinhas no a-shape e, em particular, para calcular a curvatura num
ponto do bordo da uniao de bolas. Para cada bola b = (x,r) do tipo i, com
centro z e raio r, denotamos por A, o conjunto de nés (bolas de tipo i ou iii)
adjacentes no grafo. O movimento pode ser definido esquematicamente pelas

funcoes fe fu:

Vb = (z,7) € Type;, e fLb,A), 1 fibA.

Vb = (z,1) € Typey, T — f;i(b), r— f;z(b)
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5.4
Movimento simples

Cada passo do movimento de contragao pode ser definido como um
conjunto de nivel —k da transformada em distancia da forma. Isto corresponde
a diminuir o raio das bolas de um fator d < 1 e aproximar os centros das bolas.

No nosso contexto, podemos aproximar este movimento definindo f* e f% por:

fib Ay =d- 3w, fibA)=d-r

(z'r")eA
fr)y ==z,  fib)=d-r

Movimentos de dilatacao podem ser definidos de maneira similar usando
um fator d > 1. Neste caso nao precisariamos manter uma condicao de
amostragem, pois as bolas nao se desconectarao, enquanto no movimento de

contragao poderia ser usado para aproximar melhor o caso usual.

5.5
Condicao de amostragem

Para evitar o desconectar da forma que esta sendo deformada e também
para evitar depender demais da discretizacao do objeto, é possivel incluir no
movimento uma condicao de amostragem. Uma amostragem densa demais
é naturalmente filtrada pela triangulagao regular, onde bolas cobertas por
bolas vizinhas nao sao trianguladas. Para compensar uma amostragem esparsa
demais, ¢ possivel incluir bolas novas na uniao, seguindo ().

Se duas bolas b e V', adjacentes no eixo medial, sao distantes mais do que
o raio da menor bola (|z, 2’| < min(r,7’)), uma bola extra b* serd inserida na
unido, no meio das duas bolas b e V': z+ = 1(z + '), ¥ = 1(r + /).

Esta condicao de amostragem impede que o eixo medial se desconecte, o

que pode ser interessante ao estender movimentos por curvatura em 3D.



6
Resultados

Neste capitulo mostraremos o comportamento do movimento simples
proposto em alguns exemplos. Nas simulagoes, fixamos o valor de d = 0.8

para contracao e d = 1.2 para descontracao.

6.1
Exemplo 1

Como primeiro exemplo buscamos uma estrutura simples, com a uniao

de sete bolas. A Figura mostra a imagem com seu respectivo eixo medial.

Figura 6.1: Primeiro exemplo: eixo medial desenhado em lilés.

6.1.1
Movimento de contracao

Neste primeiro movimento observamos a contracao da uniao até uma
unica bola. A Figura exibe as duas primeiras e a sexta iteracao. Nesse
primeiro exemplo a uniao manteve sua escrita minima sem a necessidade de

remocao de bolas.

6.1.2
Movimento de dilatacao

A Figura 6.3 ilustra o segundo movimento. A estrutura tendeu para uma

Unica bola.
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Figura 6.2: Primeiro exemplo: Movimento de contracao nos dois primeiros e
sexto passo da iteracao.

Figura 6.3: Primeiro exemplo: Movimento de dilatacao nos trés primeiros
passos da iteracao.

6.2
Exemplo 2

Este segundo exemplo denominamos de ”"boneco”formado por 45 bolas.

Na Figura temos sua representacao e respectivo eixo medial.

6.2.1
Movimento de contracao

Neste movimento, sete bolas foram removidas pela triangulagao regular
na segunda iteracao e houve a desconexao do pescoco; na terceira iteragao,
mais nove bolas foram removidas e houve a desconexao da perna, vide Figura

[6.5 Depois de onze iteragoes o boneco tendeu para a imagem da Figura 6.6l

6.2.2
Movimento de dilatacao

A Figura ilustra o segundo movimento para. Neste segundo movi-
mento obtemos, depois de 3 iteragoes, a forma de uma bola. Da primeira para
segunda iteracao 18 bolas foram removidas, em seguida 23 e, entao, 3, restando

apenas uma bola.
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Figura 6.4: Segundo exemplo: Boneco e seu eixo medial.
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Figura 6.5: Segundo exemplo: Movimento de contragao nas duas primeiras e
quinta iteracao.

6.3
Exemplo 3

No exemplo seguinte temos uma configuracao na qual 158 bolas estao em

formato de arco. A Figura ilustra sua imagem e respectivo eixo medial.

6.3.1
Movimento de contracao

As Figuras e [0.10] exibem algumas iteracoes. As bolas verdes repre-
sentam as que possuem intersegdo com outra(s), enquanto as vermelhas nao
possuem intersecao. Note que a partir de um determinado nimero de iteracoes

ja temos uma previsao da imagem que sera formada.

6.3.2
Movimento de dilatacao

Como ja era previsto, este movimento aproximou as bolas depois de
algumas iteragoes, ja que estamos deslocando os centros na direcao do eixo

medial e aumentando o tamanho do raio.

9
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Figura 6.6: Segundo exemplo: Movimento de contracao depois de 13 iteragoes.

o

J

Figura 6.7: Segundo exemplo: Movimento de dilatacao nas trés primeiras
iteragoes.

6.4
Exemplo 4

O quarto exemplo ilustra a estrutura de uma molécula denominada
futeboleno, que possui 60 atomos de carbono, vide Figura [6.13l As arestas
de seu eixo medial formam pentdgonos e hexdgonos, semelhante a uma bola

de futebol.

6.4.1
Movimento de contracao

Observe que as bolas vao se organizando ao longo do eixo medial, no
entanto, ja na segunda iteracao ocorre uma desconexao, vide Figuras [0.14] e
0.15)

6.4.2
Movimento de dilatacao

Esse movimento resultou na formacao de uma unica bola rapidamente,

vide Figura (7).
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Figura 6.9: Terceiro exemplo: Movimento de contracao nas trés primeiras
iteragoes.

6.5
Exemplo 5

Nosso 1ltimo exemplo é uma molécula composta de 576 atomos. A Figura

6.17] ilustra a imagem e seu eixo medial.

6.5.1
Movimento de contracao

Observe nas Figuras [6.18 e [6.19 que o movimento resultou na desconexao

da molécula em varios pontos diferentes de forma quase homogénea.

6.5.2
Movimento de dilatacao

Esse movimento resultou na reducao do nimero de bolas e depois de
algumas iteracoes é natural que haja o fechamento do buraco devido a prépria
construcao do movimento, vide Figura

Simulamos o movimento para um valor de d = 1.01 e na quinta iteracao
tivemos desconexao em alguns pontos da forma, vide Figura [6.21l As bolas em

vermelho representam aquelas que nao possuem intersecao com outra bola e

&

>
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Figura 6.10: Terceiro exemplo: Movimento de contracao quarta, quinta e nona
iteracao.

Figura 6.11: Terceiro exemplo: Movimento de dilatacao nas trés primeiras
iteragoes.

serao eliminadas no proximo passo da iteracao. Como o movimento pelo eixo
medial foi lento, apesar do aumento do raio, tivemos a desconexao das bolas.

Nos tres exemplos anteriores o eixo medial e o a-shape sao parecidos e
isso pode ser explicado por estarmos tratando de moléculas e essas estruturas se
apresentarem na sua conformacao mais estavel, ou seja, os &tomos se arranjam
de forma que a energia entre eles é a menor possivel. Para maiores detalhes

sobre este assunto sugerimos a referéncia (2).
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Figura 6.12: Terceiro exemplo: Quarta, quinta e sexta iteragao. Tendéncia para
a formacao de uma tnica bola.

Figura 6.14: Quarto exemplo: Movimento de contragao nas trés primeiras
iteracoes.

(e 0T aE

Figura 6.15: Quarto exemplo: Movimento de contragdo na quinta, sexta e
décima iteracao.
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Figura 6.16: Quarto exemplo: Movimento de dilatagao nas trés primeiras
iteracoes

Figura 6.18: Quinto exemplo: Movimento de contracao nas trés primeiras
iteracoes.
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Figura 6.19: Quinto exemplo: Movimento de contracao na quarta, quinta e
sétima iteracao.
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Figura 6.20: Quinto exemplo: Movimento de dilatagao na segunda, terceira e
quarta iteracao.

Figura 6.21: Quinto exemplo: Movimento na quinta, décima e décima quinta
iteracao para d = 1.01.



7
Conclusoes e Trabalhos Futuros

Nessa dissertacao consideramos a discretizagao de formas como uniao
de bolas e a representacao de deformacoes a partir do eixo medial, em R3.
Essas deformagoes sao definidas por movimentos locais das bolas ao longo das
direcoes do eixo medial.

Nessa dissertacao fizemos a implementacao das bases deste tipo de
movimentos, calculando o eixo medial de uma uniao de bolas, relacionando-
o diretamente com a implementagao de a-shape, diagramas de Voronoi e
calculo dos vértices do bordo da uniao U. Testamos essa implementacao em
movimentos simples de contracao e dilatacao.

Nesse trabalho apenas iniciamos o estudo no espaco tridimensional e di-
versas variacoes merecem ser testadas. Para a continuacao desse trabalho acha-
mos relevante o estudo de outros movimentos, como, por exemplo, derivados

do movimento por curvatura.
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Apéndice

Nomeclatura

B : Conjunto de bolas em R?

C : Componente Regular de S

0C : Bordo da Componente Regular de §
DT(S) : Triangulagdo de Delaunay de S
R(S) : Triangulacao Regular de S

e,e, : Aresta do Vor(V)

O : Objeto

Pow(B) : Diagrama de Poténcia do conjunto B
S : Conjunto de pontos

S : a-shape

st : Face do U

or : simplexo no 6S, com dual sy

U : Uniao das Bolas

oU : Bordo da Uniao das Bolas

v : Vértices do oU

V : Vértices da Uniao de Bolas

Vor(v) : Diagrama de Voronoi de v
Vor(V) : Diagrama de Voronoi de V

X : Eixo Medial

|,| : Distancia Euclidiana
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