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Figura 1: Superficie Stanford Bunny representada implicitamente, com os vetores normais afins.
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1 Introducao

Os objetos geométricos sdo hoje modelados de diversas maneiras: parametrizacio por fungdes diferenciais, conjunto de
pontos satisfazendo um sistema de equacdes, amostragem de pardmetros dentro de classes de formas, interpolagdo dentro
de imagens no computador. Cada um destes contextos pode facilitar ou dificultar o uso de certas geometrias: descritiva,
diferencial, integral ou discreta.

Classificar e reconhecer objetos geométricos € usualmente feito através do cdlculo de invariantes, sendo essas medidas
as ferramentas geométricas do contexto. Porém, quando se for tentar reconhecer que uma superficie discreta faz parte de
uma classe (por exemplo, de superficie minima), é necessdrio estimar invariantes discretos comparaveis aos invariantes da
geometria diferencial.

Isso € uma tarefa dificil nesta diversidade de contextos, mas tem muitas aplicacdes, pois ajuda a complementar o
processamento de imagens e a modelagem assistida por computador com os conhecimentos da geometria diferencial.

A aproximacgdo de medidas invariantes de forma calculdvel no computador e numericamente estavel ja apresenta alguns
desafios. Precisa-se ainda mostrar que essas medidas convergem para os invariantes diferenciais. Finalmente, garantir que
cada estimador seja também invariante e que portanto preserva sua caracteristica geométrica torna o problema mais sutil e
interessante.

Este livro pretende apresentar algumas defini¢des de invariantes usuais tanto no contexto diferencial como no contexto
discreto. O enfoque do curso serd no plano e superficies no espaco tridimensional, afim de facilitar o acompanhamento deste
e de poder incluir resultados discretos, pois ainda ha poucos estudos sobre hipersuperficies discretas mais gerais.

Além dos invariantes Euclidianos, ja bastante estudados, apresentaremos invariantes afins. Por um lado, isso permite
ilustrar conceitos conhecidos num caso mais critico, em termos de intuicdo geométrica e estabilidade numérica. Por outro
lado, os invariantes afins sdo temas de pesquisas atuais com muitas aplicagdes originais a serem desenvolvidas, em particular,
nas dreas de visdo computacional e reconhecimento de formas em duas e trés dimensdes.

(a) Objetos Geométricos

Entendemos por objeto geométrico um conjunto continuo de pontos no espago R™. Neste livro, limitaremos aos casos
n = 2en = 3, ou seja, objetos no plano R? e no espaco R3. Além de continuidade, exigiremos do conjunto a propriedade
de variedade, isto € de ter uma dimensao.

Mais precisamente, um objeto geométrico S é uma variedade de dimenséo d se ele é localmente equivalente ao espago
vetorial R%: para qualquer ponto p € S, existe uma bola B de R™ tal que B N S é equivalente a uma bola B de R%. E
importante notar que a dimensio d é¢ a mesma para todos os pontos p. Se d = 1 e n = 2, chamamos S de curva planar, e se
d =2 en = 3entdo S é chamada de superficie. Serdo os dois casos abordados neste texto.

A nog¢do de equivaléncia do pardgrafo anterior varia dependendo do contexto de estudo. Para estudar as propriedades
topoldgicas usa-se geralmente a no¢cdo de homeomorfismo (existe uma fungdo f continua de inversa continua entre BN .S e
B). Para estudos de geometria diferencial, serd necessario uma equivaléncia com difeomorfismo (a fungio f precisa ser de
classe C* ou C>). No caso da geometria discreta, ainda no foi desenvolvido uma nog¢do de equivaléncia Gnica comum aos
diversos estudos, e algumas equivaléncias discretas serdo discutidas neste livro.

(b) Medidas Invariantes

A etimologia da palavra geometria significa “medir a terra”, e de fato os primeiros estudos geométricos descrevem
métodos para medir objetos. A medicdo consiste em associar a um objeto (ou a parte deste objeto) um nimero (ou nos
estudos mais recentes uma estrutura matematica) de forma reprodutivel.

Existe mais de uma no¢ao da forma como a operagdo de medir pode ser reproduzida, cada no¢ao gerando uma geometria
diferente: geometria Euclidiana, afim, projetiva, etc. Por exemplo, a geometria Euclidiana define medidas que podem
ser extraidas de um objeto rigido, e reproduzidas com resultado equivalente no mesmo objeto apés movimentos rigidos:
translacdes, rotagdes e simetrias.
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Essas formas foram caracterizadas por Felix Klein no final do século X1X no seu programa de Erlangen associando a
cada geometria um grupo de transformagdes que um objeto .S pode sofrer. A geometria Euclidiana estuda as propriedades sob
a acdo do grupo dos movimentos rigidos, enquanto a geometria afim abrange todas as transformagdes afins, ou seja incluindo
cisalhamento. Neste livro, chamaremos (por um leve abuso de linguagem) de geometria afim a geometria equiafim, incluindo
transformagdes afins que preservem a forma de drea no plano, e a forma de volume no espaco.

Uma vez escolhida uma geometria, e o grupo G de transformagdes associadas, uma medida geométrica m € invariante
pelo grupo G se VS,VA € G, m(A(S)) = m(S). Tipicamente, medidas numéricas (m(S) € R) como o comprimento
e a curvatura sdo invariantes. Quando a medida gera uma estrutura como um vetor, uma matriz ou um tensor, a medida
geralmente ndo € invariante. Por exemplo no caso Euclidiano, a direcdo do vetor tangente a uma curva varia quando
a curva sofre uma rotacdo. Porém, essa variagdo € simples de prever quando a rota¢do é conhecida. Uma medida m €
covariante se VS,YA € G,m(A(S)) = A(m(S9)), e contravariante se ¥S,YA € G, m(A(S)) = A~T(m(9)). O vetor
tangente é covariante, e o vetor normal, dual do vetor tangente, € portanto de natureza contravariante. No caso Euclidiano, as
transformagdes sdo auto-adjuntas (essencialmente matrizes ortogonais A~7 = A), portanto a distincdo é menos relevante,
mas serd mais clara no caso afim.

(c¢) Contextos de Modelagem

Um objeto geométrico é facilmente definido de forma literal. Por exemplo, um circulo C' é usualmente definido a partir
do seu centro c e seu raio r como o conjunto de pontos do plano a distancia r de c. Usando coordenadas cartesianas,
isso pode ser escrito como C' = {(z,y) € R? (z — ¢;)? + (y — ¢y)? = r?}. Definindo a fungdo f : R? — R por
f(z,y) = (¥ — cz)* + (y — ¢y)? — r?, temos que a curva C = f~1({0}). De forma geral, as defini¢des literais conduzem
a objetos definidos como pré-imagens de {0} por uma fungio f : R® — R, chamada de funcéo implicita. Esse contexto
de modelagem implicita é mais usado nas aplicagdes. Porém, ele ndo garante a propriedade de variedade. Por exemplo, para
f(z,y) =z -y, f~1({0}) é a unido das duas retas * = 0 e y = 0, e a vizinhanga da origem ndo € equivalente a um segmento
de reta. O teorema de Sard garante que, se f é suficientemente diferencidvel, f ~!({z}) é uma variedade para quase todos os
valores de z.

Para garantir a propriedade de variedade de um objeto S, ou seja, que S é localmente equivalente a uma bola de R?, é
possivel definir o objeto a partir das equivaléncias locais. As funcdes que garantem essas equivaléncias sdo chamadas de
parametrizagdes locais. No caso mais simples, o objeto inteiro € definido por uma tnica parametrizagcdo. O objeto € chamado
de gréfico se essa Unica parametriza¢do pode ser escrita de forma a ser a identidade nas d primeiras coordenadas. A grande
vantagem desta modelagem, chamada de modelagem paramétrica, é a possibilidade de calcular diretamente derivadas no
objeto a partir das derivadas usuais em R?. Essa estrutura diferencidvel é a base de cilculo de varias medidas invariantes,
chamadas de invariantes diferencidveis.

A fim de simplificar os cdlculos, o objeto pode ser definido a partir de poucas parametrizagdes locais, cujas imagens
cobrem amplas partes do objeto. Para simplificar ainda mais, essas parametrizacdes podem ser escolhidas dentro de familia
a parametro de func¢des, como fungdes polinomiais. Com um nimero finito de fungdes, cada uma definida por um conjunto
finito de pardmetros, obtemos um modelo que pode ser representado no computador, chamado de modelo paramétrico
discreto. As relacdes entre as imagens de cada func¢do sdo descritas matematicamente através do conceito de complexo
celular. Na pratica, os modelos mais usados usam fungdes lineares com imagens simpliciais: curvas poligonais (cada funcgio
parametriza um segmento de reta) no plano ou superficies trianguladas no espaco.

Finalmente, é possivel também modelar as superficies implicitas f ({0} ) no computador descrevendo f por um conjunto
discreto de parametros. Os modelos implicitos discretos sao muito similares em estrutura aos modelos paramétricos discretos
do objeto de dimensdo n em R"*! definido por {(p, f(p)),p € R"}. Esse contexto pode ser descrito como uma parti¢io
do espago R™ em regides onde as fungdes f sdo definidas. A particdo é geralmente obtida por um reticulado regular (por
exemplo grade) na regido do espaco R"™ que contém o objeto, e cada fungio f é definida na sua célula do reticulado a partir
de elementos comuns as células vizinhas, a fim de garantir uma funcéo implicita globalmente continua.

(d) Técnicas de Mudanca de Contexto

Para os contextos implicitos e paramétricos ndo discretos, medidas invariantes, covariantes ou contravariantes sao
geralmente calculadas usando calculo infinitesimal, ou seja, usando integracio ou diferenciagdo. A diferenciagao € facilmente
definida no caso paramétrico, e usamos este como base para definir os invariantes diferenciais. Apresentamos na presente
secdo técnicas para estender essas definicdes entre contextos diferentes.
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Teorema da Funcio Implicita

A passagem local do contexto grifico ao contexto implicito € trivial, pois dada a parametrizagdo de um gréfico
fo(x4) = (x4,9(xq)) com g : B € RY — R, podemos definir o objeto f,(B) de forma implicita por f;*({0}) com
fixa,y) =y — g(xa).

A passagem no outro sentido, do implicito ao paramétrico, é garantido pelo teorema da fun¢do implicita:

Teorema 1.4.1 (Teorema da Fungdo Implicita). Seja S = f~!({0}) uma variedade implicita, onde f : R¥*! — R é uma
fungdo diferencidvel. Considere p € S tal que V f(p) # 0, portanto, existe uma coordenada z tal que f,(p) # 0. Entdo
existem uma vizinhanga V,, de p e uma fungdo suave g : U C R? — Rtal que SU V), = {(x4,2) € R x4 € U,z =

9(xa)}-

Em outras palavras, qualquer variedade implicita é localmente o grifico de uma fung¢do g. Usando a relagdo

f(x4,9(xq)) = 0, as derivadas de g podem ser deduzidas das derivadas de f. Em particular, temos que g,(xq4) = — ch’: g ;,

com p = (x4, g(xq)). Isso permite usar o célculo diferencial dos invariantes no caso paramétrico no contexto implicito.

Processos de Amostragem

Os processos de amostragem descrevem as mudancas dos contextos ndo discretos para os contextos discretos. Do ponto
de vista matemdtico, isso corresponde a restringir as fungdes, parametrizagdes ou fun¢des implicitas, a um niimero finito
de elementos dentro de um conjunto a pardmetro de funcdes. Esse processo nem sempre € possivel, € 0os processos de
amostragem sao frequentemente associados aos problemas de aproximagao. Por isso o célculo no caso discreto é geralmente
chamado de estimacdo.

Os processos de amostragem aparecem naturalmente com dados reais no computador. Por exemplo, uma fotografia digital
¢ uma fungdo implicita discreta que corresponde a uma medi¢do de luz por médias locais. Essas médias constituem um
processo de amostragem a partir da distribui¢do de luz real “continua”. Porém, nesses casos reais, o erro de aproximacao,
em particular se contar as derivadas, é muito dificil de quantificar.

A abordagem usual de geometria discreta consiste em definir operacdes discretas que aproximem as operacdes dos
contexto ndo discreto. Por exemplo, no caso de medida, é desejavel que medidas feitas no contexto discreto convirjam para
as medidas do caso diferencidvel quando o erro de aproximacgdo da amostragem va para zero. Essas nogdes sdo delicadas
de aplicar, porque sdo apenas resultados assintéticos, e porque os processos de amostragem que permitem formalizar essas
andlises (em particular as e-amostragens) ndo s@o facilmente realizdveis na prética.

Processos de Reconstrucao

Os processos de reconstrucio consistem em mudar entre contextos discretos, tipicamente do contexto implicito discreto
para o modelo paramétrico discreto. Existem varios métodos, dependendo do tipo de reticulado usado no modelo implicito
discreto, da ordem de diferenciabilidade desejado para o modelo paramétrico discreto e do erro de aproximagao suposto.
O método mais tradicional é o Marching Cubes, que define em cada célula de uma grade regular uma aproximacio por
tridngulos da superficie implicita.

Os processos de re-amostragem, ou seja, mudar a quantidade de funcdes, a reparticdo das suas imagens, ou ainda, o
conjunto de func¢des admissiveis também correspondem a uma mudanga de contextos discretos. Esses processos geralmente
usam um modelo intermediario ndo discreto ajustado ao dado discreto.

(e) Nocao de Invariancia Discreta

Em cada um dos contextos acima podem ser definidos grupos de transformacdes, e portanto invariantes discretos.
Enquanto os invariantes nos contextos nio discretos sao estreitamente relacionados, os invariantes nos contextos discretos
envolvem construgdes especificas que nao correspondem além dos casos assintéticos.

Além disso, o grupo de transformacdes em certos contextos sdo dificeis de ser definido, em particular no caso mais usado
que sdo as imagens digitais, ou seja, o caso implicito discreto com medidas invariantes usando grade regular alinhada com
os eixos. Uma rotacdo da grade nio a deixa alinhada com os eixos. Para usar as mesmas medidas, é necessario re-amostrar
a fun¢@o implicita numa grade alinhada com os eixos. Para chamar essas medidas de invariantes, precisaria garantir que o
processo de re-amostragem € invariante também.

Mesmo com essas dificuldades, a defini¢do de invariantes discretos tem um enorme potencial de aplicagdes em reconhe-
cimento de formas, processamento de objetos complexos, visdo computacional 2d e 3d. O presente livro apresenta alguns
célculos no caso diferenciavel Euclidiano e diferencidvel afim, e discreto afins.
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2 Geometria Euclidiana: Curvas

Neste capitulo estudaremos curvas diferencidveis e discretas em R? e suas propriedades geométricas.
(a) Modelos Euclidiano de Curvas
Curvas Paramétricas Regulares

Uma curva € dita diferencidvel se ela pode ser descrita (parametrizada) por fungdes diferencidveis. Porém, isto ndo
implica que o desenho (traco) de uma curva seja suave. Isso ocorre no caso regular. Nesta subsecdo, vamos estudar curvas
diferencidveis em R?, mais precisamente curvas regulares. Além disso, conceituaremos alguns tipos de curvas como por
exemplo: curvas simples, periddica e fechada.

Definiciio 2.1.1. Uma curva diferencidvel parametrizada é dada por uma aplicacdo diferenciavel o : I — R?, onde I é um
intervalo real.

A palavra diferencidvel na definicdo acima significa que o é uma aplicagdo que leva cada ¢ € I em um ponto
a(t) = (x(t),y(t)) € R? tal que as fungdes reais x(t), y(t) sdo diferencidveis.
O conjunto imagem C da aplicagio «, dada por

C={(=(t),y(1),t € I}

€ chamado traco de a. A aplicagdo « é dita uma parametrizacéo de C e denotaremos ¢ o parametro da curva «.

Caso I = (a,b), entdo os pontos limites a(a) e «(b), caso existam, sdo chamados pontos inicial e final de . Se
a(a) = a(b) dizemos que o é uma curva fechada. Uma curva o : R — R? ¢ dita periddica se existe um nimero real
p > 0, tal que

a(t) =a(t+p),Vt € R,

O menor nimero py tal que a equacdo acima € satisfeita € chamado de periodo.

A curva o : I — R? ¢ dita simples se a aplicagio « for injetiva, isto é, se a(t;) = a(ts), com t1,ty € I, entdo t; = to.
Em outras palavras, ndo tem auto-intersecdes.

Seja P um ponto em uma curva C. Dentre todas as retas passando por P existe uma reta que melhor aproxima a curva,
tal reta é chamada de reta tangente. O vetor o' (t) = (2'(¢),y’(t)) é chamado de vetor tangente da curva o em ¢.

Figura 2.1: Curva com cuspide.

Exemplo 2.1.2. A aplicagdo o : R — R? dada por ar(t) = (¢3,¢?) com t € R é uma curva suave diferencidvel parametrizada
cujo trago estd esbogado na figura[2.1] Note que o/ (0) = (0, 0) , isto ¢ o vetor tangente € nulo para ¢ = 0.

Exemplo 2.1.3. A aplicagio o : R — R? dada por a(t) = (¢, |t|) , € R, ndo é uma curva diferencidvel parametrizada, pois
|| ndo é diferencidvel em ¢ = 0.
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Figura 2.2: Curva com auto-interse¢ao.

Exemplo 2.1.4. A aplicagio « definida por «(t) = (t3 — 4t 1?2 — 4) , comt € R, é uma curva diferencidvel parametrizada
ndo injetiva, pois temos v(2) = a(—2) =(0,0) (ver Figura[2.2).

0.5

Figura 2.3: Circulo de raio 1.

Exemplo 2.1.5. A curva dada pela aplicagdo « : (0,47) — R? com a(t) = (cos(t), sen(t)) é uma curva diferencidvel,
periédica e fechada, mas ndo ¢ injetiva, pois a(m) = a(3m) =(—1,0) (ver figura[2.3).

Defini¢do 2.1.6. Seja o : I C R — R? uma curva diferencidvel parametrizada. Dizemos que a é regular se
o/(t) #0, V¢ € I.Caso contrério, o ponto «(t) tal que o’ (t) = 0 é singular.

Curvas Implicitas

Curvas implicitas podem ser descritas pela equagio f(x,y) = a, onde f : U C R? — R. Assim, uma curva implicita é o
conjunto de pontos C = {(z,y) € U, f(z,y) = a} que satisfazem a equacio.

Dizer que uma curva implicita é regular é equivalente a afirmar que o vetor gradiente Vf = (f, f,) é ndo-nulo. Isso
garante que a curva implicita é de fato uma variedade sem recorrer ao teorema de Sard, e ainda permite usar o teorema
da fun¢do implicita em qualquer ponto. Esse dltimo teorema garante que a curva € localmente o grafico de uma funcao.
Porém, nem sempre é possivel descrever a curva inteira como um gréfico, o circulo sendo o contra-exemplo mais usual (ver

Figura[2.5).
Curvas Poligonais

No caso discreto paramétrico, a parametrizacdo « € definida a partir de um conjunto finito de pardmetros. Uma opcao é
usar estes para definir uma equagio da curva, por exemplo os pardmetros podem ser os coeficientes de polindmios definindo
x(t),,y(t)). E o caso das curvas spline, em particular as curvas de Bézier quando a base de polindmios é a base de Bernstein.
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Figura 2.4: Curva de nivel interse¢do do plano com a superficie.

Porém, seria muito limitante usar apenas curvas inteiramente descritas por um unico par de polindmios. Por isso, usa-se
curvas polinomiais por parte

(l‘o(t),yo(t)) ) te [tO = aatl]
(w1(t),y1(2)) , t € [ty ta]
a(t) = (z2(t), y2(1)) , t € [t2,13]

(h (8 g1 (1) > £ € x4l
(r(t), yr(t)) , b€ [tr, thr1 = D],

onde z; e y; sdo polindmios. Para a curva ser continua, precisa garantir que x; 1 (t;) = x;t; e y;—1(¢;) = yit; paral < i < k.
Pode-se impor curvas de classe C'' impondo restricdes similares nas derivadas de z; e y;.

O caso mais simples de curva continua é onde todos os polindmios sdo de grau 1, ou seja ,curvas lineares por parte. Essa
¢ inteiramente definida pelas extremidades de cada parte (x;(¢;), y;(¢;)) para0 < i < k 4+ 1 (com a convengéo ou de curva
fechada, ou que (41 (tkt1), Yk+1(tk+1)) = (@k(tk+1), Yk (tx+1)))- Esse modelo de curva é chamado de poligono.

(b) Mudanca de Contexto

Quando estudamos curvas no caso suave vimos que temos duas representagcdes: paramétrica e implicita. E possivel ver
uma curva implicita, localmente, como um grafico, isto é, como uma curva paramétrica, gracas ao teorema da fungdo
implicita, a saber

Implicito para paramétrico

Teorema 2.2.1. [Teorema da Funcdo Implicita] [23] Sejam f : U — R uma funcio de classe C*¥(k > 1), definida num
aberto U C R?, e (z0,y0) € U tal que f(xo,y0) = ¢, f(%0,%0) # 0. Entdo existe um retangulo aberto I x .J, de centro
(z0,Y0), tal que f~1(c) N (I x J) é um grafico de uma fungdo g : I — J, de classe C*. Além disso, g, (z) = — f,/ f, estas
derivadas sendo calculadas no ponto (z, g(z)).

Em outras palavras, o teorema nos diz condigdes sobre as quais uma relagdo como f(x,y) = ¢ define y como uma fungéo
de x. A solugio é local no sentido que o tamanho do intervalo I pode ser menor do que o dominio da funcdo f.

Paramétrico continuo para discreto

Além disso, a partir de uma curva paramétrica o : I = [a, b] — R? suave podemos obter uma curva poligonal da mesma.
O método mais simples de aproximar « por uma curva poligonal € o de poligoniza¢do uniforme, que consiste em dividir o
intervalo I em n partes
a:to<t1<t2<"'<tn:b,

e avaliar a curva « nos pontos da particdo ¢;,¢ = 0---n, com isso obtemos uma sequéncia de pontos {p;}?_,, com
p; = a(t;). Dizemos que a amostragem é uniforme quando t; = tAt, onde At = (b — a)/n.




10 2.2. Mudancga de Contexto

d(0,(xy)) = x*+y*=r*

- - f(x,y) = x2+y? - 12
/ (x)

\

Figura 2.5: Circulo dado por uma fung¢ao implicita.

Dessa forma obtemos uma representa¢do da curva « usando uma amostragem pontual com amostras «(¢;) e utilizando
interpolacdo linear reconstruimos uma aproximacdo da curva «. Para fazer a reconstrucdo os pontos da amostragem devem
estar ordenados corretamente (ver [16]).

Implicito continuo para discreto

J& no caso de curvas implicitas C = {(z,y) € R?; f(z,y) = 0} o processo é um pouco mais complexo, pois para
tomarmos amostras p;, i = 1 -- - n, é necessdrio encontrar n raizes da equagio f(x,y) = 0, o que pode ser dificil a depender
da fungdo f. Para reconstruir a curva implicita basta seguir a seguinte estratégia

1. Se conhecido o dominio de f, entdo o discretizamos e determinamos uma matriz, digamos 10 x 10 pontos, P;;(x;, y;)-
2. A cada trés pontos, definimos um tridngulo.
3. Para cada ponto P;;(z;,y;) calculamos os valores da funcdo z;; = f(x;,y;).

4. Para cada tridngulo observamos os sinais V; = sinal(z;;) em cada vértice e caso aja mudanga de sinal, pelo teorema do
valor intermedidrio, temos que a curva passa pela aresta que € definida a partir desses vértices. Se algum vértice V, = 0,
entdo a funcdo se anula exatamente em V.

Considerando que apenas duas das possiveis condi¢des do item 4 acontecem, aproximamos a curva neste tridngulo por um
segmento de reta unindo os dois pontos obtidos.

Um método bastante conhecido para construir curvas a partir de amostras bidimensionais € o algoritmo Marching Squares
(ver Figura[2.7). Uma outra alternativa para a reconstrucio de curvas é usar spline que ¢ uma curva definida por dois ou mais
pontos de controle.
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a(ti)

A

Figura 2.6: Aproximagao poligonal de curvas.

Q

Figura 2.7: Casos do Marching Squares

(c) Comprimento de Arco

Nesta se¢do mostraremos como calcular o comprimento de arco entre dois pontos de uma curva. Consideraremos a partir
de agora apenas curvas regulares paramétricas, mas vale ressaltar que todos os célculos expostos aqui também € véalido no
caso implicito, pois localmente uma curva implicita é vista como um grafico.

Definicdo 2.3.1. Seja ty € I, o comprimento de arco de uma curva parametrizada regular o : I — R2, dada por
a(t) =(x(t),y(t)) a partir do ponto ¢y, é definido por

L(t) = / o ()]s = / VWP 1y (w)du.

dL
Como o/ (t) # 0, L é uma funcéo diferencidvel e i [|a/ ()]]- Se ||/ (t)|] = 1, dizemos que « estd parametrizada pelo

comprimento de arco, entdo, neste caso,

t
L(t):/ dt =t —to.
to

Exercicio 2.3.2. Mostre que o comprimento de arco estd determinado de forma tinica a menos de uma constante.
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Exemplo 2.3.3. [Circulo de raio r] Seja a curva « : [0, 27) — R? dada por
a(t) = (reos(t), rsen(t)),
cujo trago é um circulo de raio r e centro na origem (0, 0). Observemos que,
o' (t) = (—rsen(t),rcos(t)) e a(t).o (t) = 0 Vt.

Isto significa que o vetor tangente é perpendicular ao raio. Notemos que o' (t) # 0, V ¢ € [0, 27), logo podemos calcular o
comprimento de arco do circulo que € dado por

2m 27
L(a):/ Ho/(t)||dt:/ rdt = 27r.
0 0

Seja a : I — R? curva com parimetro ¢, podemos reparametriza-1a aplicando outro intervalo sobre I e usando a
composicdo como uma nova curva. Mais precisamente, seja h : J — I diferenciavel, onde J C R intervalo aberto real,
entdo a reparametrizac¢do de o é

B=aoh:J—=R3 B(s)=alh(s)), h(s) =t.

dh(s)

E ficil verificar, usando a regra da cadeia, que 8'(s) = o/ (h(s)). 7
s

Teorema 2.3.4. Toda curva regular pode ser reparametrizada para obter velocidade unitdria.

Demonstracao: Seja o uma curva regular definida em /. O comprimento de arco é definido por

xwzl;ndwmw,

pelo teorema fundamental do cédlculo temos que

ds ,
&=l > 0.

Usando o teorema do valor médio, segue que s € estritamente crescente em /. Portanto, € injetiva. Logo, s tem inversa na
sua imagem, a qual denotaremos por ¢(s) e suas respectivas derivadas estdo relacionadas da seguinte forma

dt, 1
s = Gs7ars))

> 0.
Seja B(s) = a(t(s)). Entao
86 = G| 5 6)] = 1.
O

No caso discreto, o comprimento de uma curva poligonal é apenas a soma dos comprimentos de cada segmento da
curva poligonal [(z;(¢;),y:i(t:)), Zit1(tix1), Yir1(ti+1))]. De fato, isso corresponde a defini¢do inicial dada por Riemann
do comprimento de arco de uma curva nao discreta convexa é o supremo dos comprimentos de todas as curvas poligonais
inscritas nela.
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n
t

Figura 2.8: Vetores tangentes e normais.

(d) Vetor Tangente; Vetor Normal
Caso paramétrico

Seja o : I — R? curva parametrizada pelo comprimento de arco. Vamos denotar por t(s) o vetor tangente o/(s), ou
seja, t : I — R? é um vetor diferencidvel e ||t|| = 1. Existem somente dois vetores ortogonais a t. Definimos entdo
n(s) = Jt(s), onde J : R? — R? € a rotagdio de 90 graus no sentido anti-horario. O vetor n(s) é chamado de normal da
curva a(s) em s. Com esta escolha temos n : I — R? ¢ diferencidvel e satisfaz

[In(s) || =1, (t(s),n(s)) = 0edet(t(s),n(s)) =1,Vs € I.

Caso implicito

J& no caso da curva C ser definida implicitamente, ou seja, a curva é dada por C' = {(x,y) € R?; f(z,y) = c}, temos
que a principal ideia para encontrarmos estes elementos geométricos € usarmos o teorema da func¢ao implicita o qual garante
que localmente a curva pode ser vista como um grafico e a partir daf utilizar o caso de curvas paramétricas para obter essas
propriedades.

Vamos admitir que o vetor gradiente V f = (f3, fy) é ndo-nulo. Podemos supor sem perda de generalidade que f, # 0,
entdo existe um intervalo aberto J C R e uma fungdo g : J — R tal que a curva localmente é dada como um gréfico
{(z,g(x));x € J}. Agora, pela parte inicial sabemos como calcular os vetores tangentes e normais no caso paramétrico, ou
seja, temos as formulas dos elementos t e n. Por um lado, observemos que tais férmulas sdo dadas em fun¢do de g, mais
precisamente

t = (1+g£)71/2(179z)a
n = (1+g§)71/2(_g$’1)a

que apenas sabemos sua existéncia e ndo a conhecemos. Por outro lado, sabemos calcular as relacdes entre as derivadas de f
e g. Logo,

t = (fmg+fy2)71/2(fya_fx)7
n = (f24£)2(far fy)-

(e) Curvatura

A curvatura indica o quanto a curva muda a dire¢io. Podemos expressar essa direcio como uma base positiva de R? a
partir de elementos geométricos da curva.

Caso paramétrico

Uma maneira de medir como o traco se curva é observar como a base {t(s),n(s)} associada a cada ponto varia
quando nos movemos ao longo da curva. Esta mudanga pode ser controlada pelo significado das derivadas de t'(s) e n'(s) .
Diferenciando as expressoes

[[t11* = [In]]* = 1e (t(s) ,n(s)) =0,
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obtemos
(t'(s),t(s)) = ('(s),n(s)) = 0 e
(t'(s),n(s)) + (t(s),n'(s)) = 0.

Portanto, o vetor t/(s) estd na dire¢do de n(s), isto €, existe uma fungdo diferencidvel k : I — R2?, tal que
t'(s) = k(s)n(s) ou ainda k(s) = (t'(s),n(s)). O ndmero real x(s) é chamado de curvatura da curva a em s € I.
Entdo, temos

t'(s) = k(s)n(s) en’(s) = —k(s) t(s).

Notemos que |k(s) | = [|t'(s) || = ||@” (s) || que € o valor absoluto da aceleragio da curva . Como ||a/(s) || = 1,Vs € I,
esta aceleracdo € centripeta e ndo tangencial. Por outro lado,

k(s) = (t'(s),n(s)) = (a”(s), Jd/(s)) = det(a'(s) ,a"(s)),

e entdo o sinal de (s) informa sobre a orientagiio da base formada pelo vetor velocidade e a aceleragiio da curva. Isto é, se
k(s) > 0 entdo a curva muda sua direcdo no sentido anti-horério e se x(s) < 0 no sentido hordrio.

@ k<O
@ k >0

Ponto de k =0
Inflexdao

I[tabaiana

Aracaju

Figura 2.9: Sinais da curvatura.

Uma forma simples de ver o que acabamos de falar € o seguinte, suponhamos que estamos viajando de Itabaiana para
Aracaju pela BR — 235 que a representaremos pela curva C, fixemos um sentido no qual a curva C' € percorrida, neste caso
dizemos que a curva é orientada, entdo podemos colocar um sinal na curvatura para indicar se estamos virando a direita (—)
ou a esquerda (+) (ver Figura[2.9).

Podemos ainda dar outra interpretagdo geométrica para a curvatura da curva C. Seja P um ponto em C e seja r a reta
tangente da curva em P, existe um circulo que € tangente a reta tangente em P e que melhor aproxima a curva tal circulo
chamamos de circulo osculador, a curvatura nesse ponto € dada como o inverso do raio, ou seja, quanto maior o raio do
circulo no ponto P menor serd a curvatura nesse ponto.

Exemplo 2.5.1 (Circulo). Seja « : [0, 27] — R? uma parametrizagdo do circulo dado por

s (eos() ()
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cujo centro é o ponto ¢ € R? e raio r > 0. Se tomarmos ¢y = 0, temos

s(t) = /0 |/ (u) ||du = rt,t € (0,27].

Reparametrizamos « por 3(s) = ¢+ r(cos( ) ,sen(f)) , daf

S
T

¢ = 6=+ (cos(2) sen(2)).
nGs) = J5(5) = (~eos(2)  —sen(2)).

entdo k(s) = 1/r,Vs € R.

Exercicio 2.5.2. Seja « : I — R? uma curva regular definida por a(t) = (x(t),y(t)) , ndo necessariamente parametrizada
pelo comprimento de arco. Mostre que a curvatura de a em ¢ € I é dada por

2'(t)y"(t) —a"(t)y'(t)
(z/2 + y’2)3

R =

Exercicio 2.5.3. Seja a elipse definida por a(t) = (acos(t),bsen(t)), com t € I C R. Mostre que kK =
ab/(a*sen?(t) + 520082<t))3/2.

Caso implicito

No caso em que a curva é definida por uma fungéo f(x,y) = c implicita, vimos que localmente ela pode ser vista como
um gréifico {z € J; (x, g(x))}, entdo nesse caso o nosso trabalho reduz a utilizar o caso paramétrico e obter a curvatura em
fungdo de g. Utilizando os resultados das relagdes das derivadas das fungdes f e de g, temos

_fzzfzz - szyfxfy + fyyfg%
(f2+12)32 '

Exercicio 2.5.4. Considere o circulo de raio  dado pela seguinte fungdo f(x,y) = 22 + y* — r2. Mostre que

t=r"'y,—x), n=r"Y(z,y), k=r"".

(f) Formula de Minkowski

Seja « : (a,b) — R? curva, fechada, convexa, parametrizada pelo comprimento de arco e seja
P(u,t) = a(u) + tn(u),

variagdo de o, onde ¢ € [0, 7], n é o vetor normal de «.

Como
P, = oy +1tn, =ay+ sdn.o, = o, — tha, = (1 — th)ay,
Pt = n,
temos que P, x P, = (1 — tk)a,, x n,logo || P, x Pi|| = (1 — tk)||cw]|, onde k é a curvatura da curva «. Dai,
b T
|B;| = |B|+/ / (1 — tk)||aw||dsdu
v=a J0
2 b

|B| + TL(a) — %/ kdu,

a

onde L(«) é o comprimento da curva «, B é a regido interna limitada pela curva « e | B| é a drea da regido B.
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Figura 2.10: Variacdo da curva.

(g) Discussao

Nesse capitulo vimos as primeiras ilustragdes dos problemas de mudanca de contexto de modelagem. Enquanto o calculo
de invariantes diferenciais € facilmente expresso nas curvas paramétricas, nao tem equivalentes diretos no caso discreto.
Uma opgdo € recorrer a aproximagao, seja por curvas discretas polinomiais onde as derivadas sao definidas por manipulagdo
algébrica no computador, seja passando pelo caso implicito, expressando as derivadas através do teorema da fun¢do implicita
e estimando-as por aproximagao numérica.

Outra opg¢do consiste em usar a geometria do modelo de curvas implicitas. No caso, as derivadas sdo nulas ao longo de
cada segmento do poligono, e nao definidas nos seus vértices. Podemos interpretar isso como curvas onde o comprimento esta
“concentrado” nas arestas, e a curvatura é concentrada nos vértices, separando os invariantes por tipo: invariantes envolvendo
uma derivada nos elementos de dimensdo 1 (segmentos de reta), e invariantes envolvendo duas derivadas nos elementos de
dimensdo 0 (um vértice é equivalente a uma bola em R® = {0}). Essa observagdo sobre as dimensdes esta na base dos
estimadores atuais, usando calculo exterior (formas diferenciais) no caso discreto [9, [37].



3 Geometria Euclidiana: Superficies

Este capitulo tem por objetivo estudar superficie regular e a partir da sua defini¢do obtermos as propriedades geométricas
como plano tangente, vetor normal e curvaturas os quais sdo fundamentais para dar continuidade no nosso trabalho. Além
disso, falaremos também de algumas possibilidades de mudanga de ponto de vista geométrico. A principal referéncia que
utilizamos ao longo deste capitulo foi o livro do Manfredo []].

(a) Modelos Euclidianos de Superficies

Vemos exemplos de superficies todos os dias, como pneus, baldes, bolas de futebol, latas, por exemplo. Uma superficie
regular em R? & obtida tomando pedagos do plano, deformando-os e colando-os entre si de tal forma que a figura resultante
ndo tenha pontas, arestas ou auto-intersegoes.

Superficie Paramétrica Regular

A defini¢ao seguinte descreve a propriedade mencinada acima de uma maneira mais formal.

Defini¢do 3.1.1. Um subconjunto S C R3 é uma superficie regular se, para cada p € S, existe uma vizinhanga V de p em
R3? e uma aplicaciio o : U — V N S de um aberto U de R? sobre V' N S tal que

1. o é diferenciavel.

2. ¢ é um homeomorfismo. Como ¢ é continua pela condi¢fo 1, isto significa que ¢ tem inversa c~': VNS — U que é
continua.

3. Paratodo p € U a diferencial do,, : R? — R? € injetiva.

(x(wv)y(uv)z(uv))

X

Figura 3.1: Defini¢ao de superficie.

Escrevendo o em coordenadas, o (u, v) = {x(u,v),y(u,v) , z(u,v)}, podemos dizer que o é diferencidvel é equivalente a
dizer que as fungdes x, y e z sdo diferenciaveis.

A dltima condi¢do da defini¢do equivale a oy X o, # 0, ou seja, os vetores o, = % eoy, = % sdo linearmente
independentes.

A aplicagdo o é chamada de parametrizacdo em p. Ela tem o mesmo papel que a parametrizacdo da curva « para
superficies, porém a expressdo de o pode variar de regido para regido permitindo mais tipos de superficies. A vizinhanca
V' N S de p é chamada vizinhanga coordenada e as variaveis u, v sio denominadas coordenadas locais de S.




18 3.1. Modelos Euclidianos de Superficies

Exemplo 3.1.2. Consideremos a esfera unitaria dada por
S% ={(z,y,2) eR3®2? +y? + 22 = 1}.

Afirmamos que S2 é uma superficie regular.
De fato, seja a aplicagio x1 = (x,9,1/1 — (22 +4?)), (2,y) € U, onde R? = {(x,9,2) € R3/2 = 0} e
U ={(x,y) € R? (2% + y* < 1)}. Vamos verificar as condi¢des da defini¢do.
1. Como 22 + y? < 1, a fungdo /1 — (22 + y?2) tem derivadas parciais continuas de todas as ordens em U.
2. Verifica-se, facilmente, que x; € bijetiva e que xl_l
x1(U). Assim, 27 * é continua em 2, (U).

oNz,y) _
d(u,v)

¢ a restri¢do da projecéo continua I1(z, y, z) = (x,y) ao conjunto

Agora vamos definir outras parametrizacdes para cobrir a esfera toda. Seja x5 : U C R? — R? dada por

xg = (z,y, V1= (2> +3?)), (z,y) €U.

Como no caso anterior mostra-se que X ¢ uma parametrizagio e além disso, x; (U) Ux2(U) cobre a esfera menos o equador
{(l‘,y; AS RS; z? + y2 =1lz= 0)}

Utilizamos os planos xz e zy, definimos as seguintes parametriza¢des:

x3(z,2) = (x,4/1— (224 22),2),
x4(z,2) = (x,—/1— (224 22),2),
Xs5(y,2) = (\/1 (v +2%),9,2),
X6(y,2) = (=V1=(y>+2%).y,2),

que junto com x; U Xy cobre toda a esfera.

Exercicio 3.1.3. Seja U C R? um conjunto aberto e seja f : U — R aplicagio diferencidvel. O grdfico de f é o seguinte
conjunto

S ={(z,y,2) e R’|(z,y) € U,z = f(z,y)}.

Mostre que o grafico € uma superficie regular.

Mudanca de parametros

A definicdo analitica de uma aplicagdo f : S — R definida sobre uma superficie regular é delicada. Uma forma natural
de pensarmos sobre o seu significado seria escolher para cada p € S uma parametrizacdo. O problema é que tal ponto
pode pertencer a duas ou mais parametrizacdes e é necessdrio garantir que o valor de f(p) seja o0 mesmo em todas. Entdo,
€ importante mostrarmos que isso ndo depende do sistema de coordenadas escolhido. Neste sentido, podemos enunciar o
seguinte resultado

Proposicdo 3.1.4 (Mudanga de pardmetros). Seja p um ponto de uma superficie regular S e sejam o : U C R? — §
7 :V C R? - S duas parametrizagdes de S tais que p € o(U) N 7(V) = W. Entdo, a mudanga de coordenadas
h=c"tor:7 Y (W) — o~1(W) é um difeomorfismo: h é diferencidvel e tem inversa diferencidvel h .

Definicao 3.1.5. Seja f : S — R uma funcdo definida em um subconjunto aberto V' de uma superficie regular S. Entao,
f é diferencidvel em p € V se para alguma parametrizagio o : U C R? — S, com p € o(U) C V, a composi¢io
foo:U CR? — R édiferencidvel em o~ *(p). A fungdo f é diferencidvel em V se é diferencidvel em todos os pontos de
V.

Exemplo 3.1.6. O quadrado da distancia a um ponto fixo py € R? é dada por f(p) = ||[p — pol|?, p € S. Notemos que f é
uma funcdo diferenciavel.
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0;04)001

Figura 3.3: Aplicacdo diferencidvel entre duas superficies regu-
lares.

Figura 3.2: Mudanga de pardmetros.

Definicao 3.1.7. Sejam Sje S, duas superficies regulares. Dizemos que uma aplicagdo ¢ : V3 C 57 — So € diferencidvel
em p € V1, se, dadas parametrizacdes

o1: U1 CR? 5 Sy, 09 : Uy CR% — Sy,
onde p € 01(Uy) e ¢(01) C 02(Uz), a aplicagdo
0510¢001 U — Uy
¢ diferencidvel em o1 ~1(p).

Superficie Implicita

Definicdo 3.1.8. Seja U C R? um conjunto aberto e seja f : U — R aplicacdo diferencidvel e seja a € R. Dizemos que a é
um valor regular de f se, para cadap € U com f(p) = a, temos (df ), # 0, ou equivalentemente, V f(p) # 0.

O préximo resultado mostra que a pré-imagem de um valor regular € uma superficie regular.

Proposicio 3.1.9. Seja a € R um valor regular de uma fungdo diferenciavel, onde U é um conjunto aberto de R3. Se
S = f~Y(a) é um conjunto ndo-vazio, entio S é uma superficie.

Demonstracao: Basta utilizar o teorema da funcéo implicita e o fato que todo grafico é uma superficie regular. 0

Exemplo 3.1.10. O elipsoéide z—z + “é—j + z—z = 1 é uma superficie regular. De fato, é o conjunto f~1(0), onde

2 2 2
x Y z
f(l’»%z):ﬁ'f‘bj‘i‘cj—l
¢ uma fungdo diferencidvel e 0 é um valor regular da fungdo f, pois, f, = 2z/a?, f, = 2y/b* f. = 2z/c? se anulam
simultaneamente apenas no ponto (0, 0,0), que ndo pertence a f~1(0). Em particular, temos que a esfera é uma superficie

regular, basta tomara = b = c = 1.

Exercicio 3.1.11. Mostre que o paraboléide z = 22 + 32 é uma superficie regular.
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Exemplo 3.1.12. Seja ¢ : R? — R3 dada por ¢(z,vy,2) = (za,yb, zc), onde a, b e c sdo nimeros reais nio-nulos. Temos

que ¢ é diferenciavel e que a restricdo qb‘ , € uma aplicacdo da esfera
s

S? = {(2,y,2) eR¥ /x> +y* + 2% =1}

sobre o elipsdide
22y 2
E2:{(a:,y,z)€]R3/az+b2+02=1}.

Complexos Simpliciais

Esta subse¢ao introduz representacdes e mecanismos de geometria discreta para expressar superficies de forma global.
De uma certa forma, esses mecanismos criam uma base para mudancas de parametros entre as regides onde pode-se aplicar
o teorema da fungdo implicita. Para isto, introduzimos representagdes de superficies discretas em malhas triangulares, e
mecanismos de gerar essas representagdes a partir de um sinal discreto.

O estudo global das superficies requer frequentemente, até na Geometria Diferencial, abordagens menos fundamentadas
no célculo e mais nos processos construtivos. No caso discreto, as construcdes sdo expressas como algoritmos para adaptar-se
ao computador.

[ ]
o —

| //\

Ve \/ \

) Sl
e

.*.

Figura 3.4: Um complexo celular com vértices, arestas e faces.

Complexo celular

A representacdo discreta usual de superficies € similar a defini¢do de superficie regular (se¢do 3.1): colando pedacos de
reta ou de plano, eventualmente deformados. A diferenca é que cada um dos pedacos ndo se recobrem, mas sio postos lado a
lado, colados pela fronteira deles. Cada pedago é chamado de célula, tendo dimensdo 0, 1 ou 2 se corresponder a um ponto,
um pedaco de reta ou um pedago de plano deformado.

Definicao 3.1.13 (Célula). Uma célula T de dimensio d é a imagem de um aberto limitado U de R? por uma aplicacio
¢ bijetiva, continua, de inversa continua e estendivel ao bordo de U. O bordo de T  é a imagem do bordo de U por ¢.

A aplicagdo ¢ modela a deformagdo de cada pedaco T'. A superficie discreta é um conjunto de tais células justapostas,
coladas no bordo delas (ver Figura[3.4). O bordo comum a duas células tem que ser uma célula de dimensdo menor, a saber

Definicao 3.1.14 (Complexo celular). Um complexo celular C' € um conjunto de células disjuntas tais que o bordo de uma
célula seja a unido de células de dimensao menores.

Complexo simplicial

Essa defini¢ao de complexo celular (finito mergulhado) permite representar a grande maioria das superficies diferenciais
de forma exata. Porém, apesar de discreta, esta representacdo nem sempre pode ser usada no computador, principalmente
por causa da deformacgdo ¢ e da eventual complexidade do bordo. Por isso € comum usar um caso particular de complexos
celulares, mais simples, chamada de complexos simpliciais (ver Figura [3.3)). Neste caso, as células sdo simplexos, que
generalizam pontos, segmentos de reta, tridngulos, tetraedros, etc.

Definicao 3.1.15 (Simplexo). Um simplexo 7" de dimensio d € o fecho convexo de d + 1 pontos em posi¢do geral.
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Complexo simplicial Casos 1nvalidos

Figura 3.5: Um complexo simplicial e casos ndo vélidos

O fecho convexo é o menor conjunto convexo contendo os pontos. Por exemplo, o fecho convexo de trés pontos no plano
€ o tridngulo tendo esses pontos como vértices. Os pontos precisam estd em posi¢cdo geral (ndo tendo trés pontos alinhados,
quatro pontos coplanares) para evitar que o simplexo degenere.

Os simplexos de dimensao 0, 1 e 2 s@o respectivamente chamados de vértices, arestas e tridngulos. Observe que as faces
de dimensdo d — 1 de um simplexo de dimenséo d sdo simplexos de dimensdo d — 1, pois sdo os fechos convexos de d dos
d + 1 pontos.

Exercicio 3.1.16. Verifique que um simplexo de dimensdo d tem (Z) faces de dimensdo k.

Propriedade de variedade local

Para um complexo simplicial corresponder a uma superficie (ndo necessariamente suave), ndo pode haver simplexos de
dimensdo maior ou igual a 3, nem vértices ou arestas isolados (ndo contidos no bordo de outra célula). Cada ponto de um
tridngulo verifica a propriedade de variedade local. Para a aresta, ela pode ser considerada no meio de um pedaco de plano
se ela pertencer exatamente ao bordo de dois tridngulos.

Esta propriedade serd fundamental para os algoritmos de Marching Cubes. Um vértice verifica a propriedade de variedade
local se a unido das arestas e dos tridngulos em volta dele é conexa. Neste caso, chamamos o complexo simplicial de malha
triangular ou de superficie discreta triangulada

Exercicio 3.1.17. Verifique que a condi¢do de variedade local para um vértice é vilida apenas se as arestas em volta
verifiquem a condi¢d@o de variedade local.

(b) Mudanca de Contextos
Implicito para paramétrico

Introduzimos na seciio anterior as definicdes de superficies regulares e discreta em R3. Um resultado fundamental para o
estudo de superficies implicitas € o Teorema da Funcdo Implicita, a saber

Teorema 3.2.1. [Teorema da Fungdo Implicita] Sejam U C R um aberto, p = (z0,%0,20) € U,a € Reseja f: U — R
funcdo diferencidvel. Suponhamos que f(p) = a e f.(p) # 0. Entdo existem uma vizinhanga V' de (z¢,%o) em R? e uma
vizinhanca W de zp em R tal que V' x W C U e uma fungéo diferencidvel g : V' — W com g(xo, yo) = 2o tal que:

{p eV xW|f(p) =a} ={(z,y,9(z,y)) € R®|(z,y) € U}.

Em outras palavras, se f.(p) # 0, podemos utilizar a equagéo f(x,y, z) = a para expressar z como uma funcdo de = e
Y, em uma certa vizinhanca de p. Isto possibilita ver uma superficie implicita regular localmente como um gréfico, ou seja,
como uma superficie paramétrica. Notemos que ndo conhecemos a funcio g do teorema da funcdo implicita, mas podemos
relacionar as derivadas da fun¢do f com as da g,
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go(z,y) = _fjé])j)’

gy(z,y) = _JQ;?’

(o) = vy fultfle Sk
omies) = ol Lo

onde as derivadas de f sdo calculadas em p.

Estas expressdes sdo bastante tteis quando formos encontrar as propriedades geométricas de superficies implicitas.

Se quisermos passar do contexto de superficies implicitas para o caso discreto uma ferramenta muito conhecida é o
algoritmo Marching Cubes que percorre as amostras da grade e gera uma triangulacdo local da superficie. Para isso, é
necessdrio o estudo das fun¢des multilineares por partes, pois o algoritmo Marching Cubes [25] usa a interpolagao trilinear.

Implicito continuo para discreto

Podemos construir uma representacdo discreta de superficie a partir de um sinal discreto g[i, j, k] passa por interpolar
o sinal g por uma funcdo continua (ou suave) f, e considerar a superficie implicita definida por f. Veremos interpolacgdo,
chamada de multilinear, que gera uma fungdo f continua (além de C'°° por partes), e permite uma construgdo direta da
superficie discreta no computador.

Interpolacdo trilinear por partes Seja g[i, j, k| sinal tridimensional. A interpolagdo local no cubo f; ;  : [0,1] x [0,1] x
[0,1] — R tem que respeitar as restri¢oes { f; j & (0u; Ov, 0w) = g[i + 0y, J + 0y, k + 04] para oy € {0, 1}.
A interpolagdo trilinear por partes € obtida definindo f; ; . como a tinica ciibica que respeite as restrigdes acima

figm(u,v,w) =1 —w)(I —v)(L—w) g i ko]
+ u (1—v)(1—w)-g[i+1, ] k]

+(1-uw) v (1-w)g| ¢ ,j—|—1 ko]

+ u v (l—w)og[i+1]+1 k]
(-wi=e) w gl i gk

Fow (o) w oglitl § k1)

+(1-uw) w w g ¢ ,j—l—lk‘—i-]

+ u v w -gli+1j7+1k+1]

Essa interpolacdo conserva a propriedade de ser bilinear em qualquer plano paralelo aos eixos, e linear em qualquer reta
paralela a um eixo, garantindo a continuidade da interpolagao e a simplicidade da solu¢io ao longo das arestas de cada cubo

(ver Figura[3.6).

O algoritmo Marching Cubes Com isso podemos explicar como ¢ feita a geracdo de tridngulos no Marching Cubes.
Supondo que g[i, j, k] # 0, entdo temos no maximo um vértice por aresta. Considerando um cubo por vez, temos que gerar
triangulos ligando os vértices, com as restrigdes de gerar uma malha triangular valida. Em particular, os triingulos ndo podem
se intersectar, e eles tem que se justapor corretamente com os tridngulos vizinhos.

Existem casos simples, por exemplo, quando um canto do cubo tem valor de g positivo e todos os outros negativos. Neste
caso, existem trés arestas do cubo saindo do canto positivo, indo para cantos negativos, portanto apenas trés arestas do cubo
vao ter vértices. Com apenas trés vértices, dd para criar apenas um tridngulo e o caso estd resolvido (ver Figura[3.7).

Pode-se dividir cada cubo em tetraedros e usar interpolacdo baricéntrica, o que gera apenas 3 casos distintos [3| [39].
Porém, a topologia da superficie gerada ndo depende mais apenas do sinal discreto g mas também da escolha (arbitraria) da
decomposic¢do dos cubos em tetraedros.

No caso que uma fung¢do diferencidvel g tiver originada o sinal g (¢[¢, j, k] = g(i-0x,j - dy, k- dz)) e que g for conhecida,
pode-se também refinar o reticulado até que em cada cubo a topologia da superficie seja simples [38} 24} 34]]. Em teoria, este
procedimento pode gerar um reticulado infinitamente denso (por exemplo numa superficie com uma alga arbitrariamente
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Figura 3.6: Interpolacdo trilinear dentro de um cubo pode ser feita por combinagdes de varias interpolagdes lineares ao longo
dos eixos.

pequena), o que ndo é vidvel no computador. Porém, com técnicas de aritmética exata, é possivel isolar estes casos (ver
Figura[3.8).

(c) Plano Tangente; Vetor Normal
Nesta se¢ao vamos definir plano tangente e o vetor normal em uma superficie regular.
Plano Tangente

Podemos também considerar curvas desenhadas sobre a superficie S. Mostraremos que, para cada p € S, o conjunto de
vetores tangentes as curvas parametrizadas de S, passando por p, constituem um plano, o qual denotaremos por 73,5 (plano
tangente a superficie em p).

Caso paramétrico
Defini¢do 3.3.1. Uma curva parametrizada o : I C R — R? é uma aplicago diferencidvel a(t) = (x(t),y(t), z(t)) . Uma

curva « é desenhada sobre S se para todo ¢ € I, existem fungdes u(t), v(t) diferencidveis, tais que a(t) = o(u(t), v(t)).

Defini¢io 3.3.2. Fixado (ug,vo) € U C R?, as curvas

séo chamadas as curvas coordenadas de o em (ug,vo) € U.

Proposicdo 3.3.3. Sejac : U C R2 — S uma parametrizacio de uma superficie regular S e seja ¢ € U. O subespaco
vetorial de dimensdo 2, do,(R?) C R? coincide com o conjunto de vetores tangentes a curvas desenhadas sobre S passando
em p.
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—

Figura 3.7: Casos bésicos do algoritmo Marching Cubes.

Demonstragiio: A demonstracio é deixada como exercicio, mas a ideia esté na figura[3.9]

O plano tangente de S em p pode também ser visto como
T,(S) = {v, vétangente a S em p}.
As coordenadas de um vetor w € T}, na base associada a o sdo determinadas da seguinte forma. Seja 3 : (—e,¢) - U

uma curva em U dada por 3(t) = (u(t),v(t)) e seja a(—¢, €) — S definida por a(t) = o o 3(t), com 5(0) = ¢ = o~ (p).
Entdo

d(0) = L(oop)

e
":,:\\

B/

S

Wwasa
3

Figura 3.8: Reticulado adaptado para garantir a topologia do resultado: as partes vermelhas indicam regides néo validadas.
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Figura 3.9: Plano tangente.

Assim, na base {0y (q), 0v(q)} w tem coordenadas ' (0), v'(0).

Vale notar que a nogdo de plano tangente é transportada (preservada) por aplicagdes diferenciaveis. Sejam S; e Sy duas
superficies regulares e seja ¢ : V C S; — S aplicagdo diferencidvel. Seja p € V, sabemos que todo vetor v € T),51 é o
vetor velocidade o’ (0) de uma curva diferencidvel « : (—e,e) — V com «(0) = p. A curva 8 = ¢poa étal que 5(0) = ¢(p)
e, portanto, 3'(0) é um vetor tangente em Ty (;,)So.

Exercicio 3.3.4. Dado w, como acima, mostre que o vetor 3'(0) ndo depende da escolha de a e que a aplicagdo
doyp : TSy — Ty(p)So definida por do,(w) = 4(0) € linear.

Caso implicito

Suponhamos que a superficie S seja dada por uma fungio implicita diferencidvel f : R®> — R tal que a seja um valor
regular de f e S = f~1(a), entdo o plano tangente da superficie é dado por

T,S = ker((df), : R* - R),¥p € S.

De fato, se v € T},5, entdo existe uma curva v : (—¢, €) — S tal que a(0) = p e &/(0) = v. Portanto, (f o a)(t) = a, V¢, e
por diferenciacdo em ¢t = 0,

(df)p(v) = (f 2 )'(0) = 0.

Portanto, v pertence ao niicleo de (df ),. Como T,,S e ker((df),) sdo subespagos lineares de dimenséo dois e um estd contido
no outro, temos o resultado.

Vetor Normal

Suponhamos inicialmente que a superficie regular S seja paramétrica, entdo podemos escolher para cada p € o(U), um

vetor normal unitério, dado por
Ou X Oy

N(p) = (p), p€ aU).

l|ou x ovl|

O vetor N(p) é chamado vetor normal & superficie em p.

Se S = f~1(a), onde a é um valor regular de f : R®> — R, afirmamos que o espago tangente a superficie S no ponto p
¢ o complementar ortogonal da reta gerada V f(p). De fato, seja v € T},S, entdo existe uma curva « : (—e¢, €) — S tal que
a(0) =pea’(0) = v, logo f o«at) = a, o que implica

(VF(p),d/(0)) = (f 0 )'(0) =0,
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Figura 3.10: Vetor normal.

o que mostra que V f(p) é ortogonal a T},S.. Isto quer dizer que o vetor normal em p é

Vi)
N = 1T

(d) Primeira Forma Fundamental

Nesta secdo, estudaremos a primeira forma fundamental que permite medir a drea de regides e o comprimento de curvas
em superficies.

O produto interno de R?* O S induz em cada plano tangente 7},S de uma superficie regular S um produto interno, indicado
por (, ) : T,SxT,S — R, que associa um niimero real a cada par de vetores (wy,ws) € (7,,S)?. A este produto interno, que
é uma forma bilinear simétrica, corresponde uma forma quadritica I, : 7,5 — R dada por I,,(w) = (w,w), = |w|? > 0.

Defini¢iio 3.4.1. A forma quadritica I,, : 7,5 — R é chamada de primeira forma fundamental da superficie S C R? em
pes.

Caso paramétrico

Vamos expressar I, em termos da base {oy,o0v} de T,S. Seja w € T,5, entdo existe uma curva diferencidvel
a : (—€,e) — S dada por a(t) = o(u(t),v(t)) tal que a(0) = p = o(ug,vp) e &’(0) = w. Obtemos os coeficientes
da primeira forma fundamental
I,(a(0)) = {(a’(0),a’(0))y
= (owu' + oy, ouu + o),
= (0w, o)t + 20, o)tV + {0y, o) 0"

= Eu* 4 2Fuv + Q'
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Os valores das fungdes na expressdo anterior sdo calculadas em ¢ = 0 e os coeficientes

E(uo,v0) = (0u,0u),  F(uo,v0) = (ou,0v) € G(ug,vo) = (ov,0v)
sdo os coeficientes da primeira forma fundamental na base {0y, o+ } de T},S. Fazendo p variar na vizinhanga coordenada
correspondente a o (u, v), obtemos que as fungdes E(u,v), F(u,v) e G(u,v) sdo diferencidveis nessa vizinhanga.

Exemplo 3.4.2. Seja P C R3 um plano passando por py = (20, Yo, 20) € contendo os vetores ortonormais w; e wq. Entdo

uma parametrizacdo para P é
P §a0P o(u,v) = po + vwy + vwa. (3.2)

Os coeficientes da primeira forma fundamental sdo, paraesse plano E =1, F =0e G = 1.

Exercicio 3.4.3. Considere a esfera S?(r) centrada na origem e de raio 7 > 0. Sejam V = {(0,¢);0 < § < 7,0 < ¢ < 27}
e o : V — R3 dada por
(0, ) =(rsenbcosp, rsenfseng, rcosh) .

Mostre que o é uma parametrizagdo para S?(r), e que os coeficientes da primeira forma fundamental sdo
E=r% F=0 e G=r%sen’.
Caso implicito

Consideremos a superficie S = {(x,y,z) € R3/f(z,y,z) = 0}, onde f é uma funcdo suave. Seja p € S tal que
V f(p) # 0, entdo podemos supor, sem perda de generalidade, que f,(p) # 0. Isso implica, pelo teorema da fungéo implicita,
que existe uma fungdo suave g : U C R? — R tal que a equagiio z = g(x,y) descreve a superficie S em uma vizinhanga de
p, Vp, ou seja, nessa vizinhanga S é parametrizada como um grifico G = {(z,y, 9(z,y))/(x,y) € U}. Os coeficientes da
primeira forma fundamental no ponto p = (z,y, g(z,y)) séo

L2+
f.2

Comprimento de Curva na Superficie

2 2
R S )

FE =
- 1.2

F =

)

Agora mostraremos como a primeira forma fundamental estd relacionada com o comprimento de arco de curvas. Seja
«:J C R — S curva parametrizada, vimos que o comprimento de arco é

swzéuwmwzﬁvmwmw

Se a(t) = o(u(t),v(t)) estd contida em uma vizinhanga coordenada correspondente & parametrizagéo o (u,v), podemos
calcular o comprimento de arco de « entre a < t < b por

b
s(t) = / VEW)? + 2Fu'v' + Gv2dt.

Area de uma Regiao em uma Superficie

Nesta subse¢do, mostraremos a relacdo entre os coeficientes da primeira forma fundamental e a drea de uma regido em
uma superficie.
Seja o : U C R? — S uma parametrizacio da superficie S. A funcio

[low X ov|| = VEG — F?

representa a drea do paralelogramo de lados oy, € oy,. Integrando este elemento de area sobre a regido de um plano que define
a superficie temos a area da superficie.

Definicao 3.4.4. Seja R C S uma regido limitada de uma superficie regular contida na imagem da parametrizagdo
o :U C R? — S. Entio a drea de R é dada por

A(R) = // low X ov||dudv .
o~ (R)

Exercicio 3.4.5. Mostre que A(R) néo depende da escolha da parametrizagdo.




28 3.5. Segunda Forma Fundamental

(e) Segunda Forma Fundamental

Estudaremos a segunda forma fundamental a qual permitird introduzir as curvaturas Gaussiana e média, estas dao
informagdes sobre o comportamento local da superficie.

Aplicacao Normal de Gauss
A seguir, vamos estudar a aplicagdo normal de Gauss. A variacdo desta dd origem ao conceito de curvatura.
Caso paramétrico

Seja o : U C R? — S uma parametrizacdo da superficie regular .S.
A aplicagio N : o(U) — S? que toma seus valores na esfera unitdria S? = {(z,y, z) € R3/22+y?+ 2% = 1} é chamada
aplicagdo normal de Gauss.

N(p)

Figura 3.11: A aplicacao de Gauss.

A sua derivada dN,, : T),S — Tn(p)S € uma aplicagdo linear. Como 7,5 e Tin(;,)S s@o paralelos (perpendiculares a
mesma normal) podemos identificd-los, assim
dN, : 1,8 — T),S.
Exemplo 3.5.1. Seja P = {(z,y,2) € R3/azx + by + cz + d = 0} um plano. O vetor normal em p € P é dado por
1
N=—(a,b,¢)
Va2 +b2+c?
e é constante, logo dN,, = 0.
Exercicio 3.5.2. Mostre que a aplicacdo dN,, € auto-adjunta, isto é (dN,v, w) = (v, dN,w).

Definicdo 3.5.3. Sejap € S e seja dN, : 7,5 — T,S a diferencial da aplicagdo de Gauss. O determinante de dN,, é
chamado curvatura Gaussiana K de S em p. A metade do traco de dN,, ¢ chamado de curvatura média H de S em p.

Definicdo 3.5.4. A forma quadratica 7Z,, : T,,S x T,,S — R, definida em 7,5 por
Ip(v) = —(dNp(v),v)
€ chamada segunda forma fundamental de S em p.

Vamos escrever a expressdo da segunda forma fundamental na base {oy,ov}. Seja a(t) = o(u(t),v(t)) uma curva
parametrizada em S, com ¢(0) = p. O vetor tangente a a(t) em p é o' (t) = ouu’ + oy’ e a diferencial da aplica¢do de
Gauss

dN(a/) = N'(u(t),v(t)) = Nyu' + N, .
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Portanto,
IZy(a) = —(dNy(a'),d)
= —(Nu' + N, ogu + oyv’)
eu/2+2fu'v’+gv'2,
onde

€= _<Nua Uu)a f = _<N’U7UV> €cg= _<Nv70'v>-
Os coeficientes e, f e g sdo chamados coeficientes da segunda forma fundamental.
Caso implicito

Notemos que os coeficientes e, f e g foram determinados a partir da parametrizacdo o de S. Podemos determind-los
no caso em que a superficie é dada por uma fungio implicita S = f~!(a). Isto segue diretamente do teorema da fungdo
implicita, pois localmente a superficie S é vista como um gréfico G = {(x,y, g(x,y))/(x,y) € U} e usando as equagdes

(3.1I) obtemos
_fxzfz2 - 2fxzfzfz + fzzfrZ _ det(Al)

= N, (0,0, gzz)) = - ’
(& < 7( g )> f'22 /—fz2 +f12_|_fy2 fz2|vf|
2
f _ <N7(O7O7gzy)>:_fwyfz _fzfyzfa:_fzfyfwz+fyfzzf:v
P2+ 2+ 1P
o det(Ag)
EELZ
fyyfz2 *nyzfyfz +fzzfy2 det(AS)
= (N,(0,0 =— =
g < a( ) 7gyy)> fz2\/m fZQ‘Vf‘v
onde
Alz fzzfzzfz ; Ay = fxzfzzfz 6A3: fyzfzzfz
fo [2 0 fo f2 0 fy f2 0
Curvatura

Daremos agora uma interpretacdo geométrica da segunda forma fundamental.

Defini¢éio 3.5.5. Seja C uma curva regular na superficie S passando por p € S, k a curvaturade C em p, e cos(0) = (n,N),
onde n é o vetor normal a C' e N é o vetor normal a S em p. O niimero x,, = kcos(f) é chamado a curvatura normal de
C C Semp.

A curvatura normal «,, € o comprimento da projecdo do vetor kn sobre o normal a superficie em p, com sinal dado pela
orientacdo N de S em p.

A curvatura normal de C' ndo depende da orientagdo de C, mas troca de sinal com uma mudanca de orientagdo da
superficie.

Podemos dar uma interpretagido geométrica da segunda forma fundamental 77, utilizando a curvatura normal. De fato,
seja C' C S uma curva parametrizada pelo comprimento de arco «(s), com «(0) = p. Se indicarmos por N(s) a restricdo
do vetor normal N a curva a(s), teremos ZZ,,(a/(0)) = kn(p).

Exercicio 3.5.6. Com a notagdo acima, prove que a segunda forma fundamental verifica 77, (o’ (0)) = £n(p).

Como dN,, é uma aplicacdo auto-adjunta sabemos pelo teorema espectral que existe uma base {eq, e} ortonormal de
TS tal que
de(el) = 7](7161 e de(BQ) = 7]43262.
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Figura 3.12: Curvatura normal.

Definicao 3.5.7. O maximo k; da curvatura e o minimo k5 da curvatura sdo chamadas curvaturas principais em p; as direcdes
correspondentes, isto €, as direcdes dadas pelos autovalores e; e e sdo chamadas direcdes principais em p.

Em termos das curvaturas principais, as curvaturas Gaussiana e média sdo, respectivamente, dadas por
1
K= kle e H = 5(]{}1 + k2)

As curvaturas principais podem ser interpretadas da seguinte maneira: dado p € S, onde € definido um plano tangente e o
vetor normal IN, consideramos todos os planos que passam por p e contém N. As interse¢cdes destes planos com a superficie
nos ddo uma familia de curvas, cujas curvaturas maxima e minima sdo as curvaturas principais da superficie.

Calculo das Curvaturas

Vamos calcular as férmulas explicitas para as curvaturas Gaussiana e média de uma superficie parametrizada regular, em
funcdo dos coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental.

Caso paramétrico

Vimos na subseg¢io anterior que d,N : T),S — T},S, assim podemos escrever N,,, N,, na base {0, o } do plano tangente
T,S, ou seja, existem fungdes (a; j)1<; j<2 : R® — R tais que
Ny = anou+ ai20y,
NU = @910y + G220. (33)

Vamos encontrar os coeficientes a; ; em termos da base {0y, oy, N}.



Capitulo 3. Geometria Euclidiana: Superficies

31

Planos das

curvaturase.
principais \“‘-

. Vetor
Normal

Plano
Tangente

Figura 3.13: Interpretacéio das curvaturas principais ((©) wikipedia).

Tomando o produto interno de cada uma das igualdades da expressio (3.3|) por oy, € oy, obtemos

Como (o, N) =0 = (o, N), temos

(0w, Nu) ( ) ( )
(ov,N,) = a21(0v,0u) + asa{oy,ov),
(ou,Ny) ( ) ( )
(v, Ny) ( ) ( )

(0w, Nu) = —(ouu, N),
<Uu7Nv> = <O'uvaN>a
(ov,Ny) = —(opw,N).
Assim,
e = —(Ny,ou)=(N,ou),
f = _<Nu70'v> = <Nv qu> = <N70vu> = _<Nu,gv>’
g = —(Ny,0,) = (N,0u).

Vamos obter, agora, os coeficientes (a; ;)1<; j<2 emtermosdee, f e g.

34
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Usando as equagdes (3.4), segue que

—f = (Nu,0u) = a11(0u, 0y) + a12(00,00) = a1 F + a12G,
—f = (Ny,0u) = a21(0u, 0u) + a22(0u, 0y) = @21 E + a2 F,
—e = (Ny,04) = a11{ou,0u) + a12{0y,04) = a11 E + a12F,
—g9 = (Ny,00) = a21(0u, 00) + a22(00,04) = a21 F + a22G,

onde E = (0,,,0y), F = {(0,,0,) € G = (04, 0,) sdo os coeficientes da primeira forma fundamental.

Em termos de matrizes
_ € f _ a11 Q12 E F
f g az1 G2 F G )

()= (Fe)
az1 422 - f g F G ’

Em particular temos

Como
E F\ ' 1 G -F
F G T EG-F2\ -F E )’
segue que
_ fF—eG
a1 = 7EG—F2’
_ gF-JG
e e
el —fE
2T EG-FY
_ JF—gE
N e

Dai, obtemos

— f2 det(1L
KU = et = =T = G

Calculando a curvatura, vimos anteriormente que k; e ko satisfazem
dN(v) = —k(v) = —kI(v), paraalgumv € T,S — {0},

onde I : T,S — T,S € a aplicacdo identidade. Por defini¢do de autovalores temos que a aplicag¢do linear N = kI ndo é
invertivel. Logo,

a1 +k a2
det =0.
¢ < a21 age + k > 0

Isto é equivalente a
k? + k (a11 + aza) + (a11a92 — arzaz;) =0,

tr(A) det(A)

aqui A = (aij)1<ij<o-
Como k4 e ko sdo as raizes da equagéo acima, obtemos

7/€1+]€2 1 716G—2fF+gE

" s = =555
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Exemplo 3.5.8 (Plano). Vimos anteriormente que dIN = 0. Logo, K = H = 0.

Exemplo 3.5.9 (Esfera). Consideremos a parametriza¢io definida no exercicio Temos que o vetor normal em cada

ponto é
N = (sen(0)cos()), sen(0)sin(v), cos(9)).

Verificamos que os coeficientes da segunda forma fundamental sdo

e=—r, f=0eg=—rsen’(0).
Logo, as curvaturas Gaussiana e média, respectivamente, sdo K = r2eH=r"1.
Exercicio 3.5.10. Verifique os calculos do exemplo anterior.

Caso implicito

Vimos anteriormente como calcular os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais de uma superficie dada
por uma fungio implicita S = f~!(a) e usando as defini¢des das curvaturas Gaussiana e média, temos que

det(A;) det(A3) — det(Az)?

h= VT
_ (fzzfyy B y2z) fa% + (_2fwyfzz + QfmfyZ) fufw
(2+ 12+ 12)°
+ 2 (*fxzfyy + fxyfyz) fxfz + (fx.tfzz - fa:zQ) ny
(2+p2+ 1)
+ —2 (_fxzfacy + fa:xfuz) fufz + (fmfw — fﬂﬂy2) fz2
(242412 ’
1 ; fuf
H = W(det(Al) <1+f32> — 2det(Ay) ( f;f))

1 f2
(fg+ 1) faw + (F2HF2) fuu + (F24 1) 2
2[VfI?
(frfyfmy+fmfzfmz+fyfzfyz)
VISP '

Observacao 3.5.11. Notemos que ao permutarmos as varidveis x, y e z nas expressdes de K e H obtemos 0 mesmo
resultado. Isto decorre da invariancia das curvaturas.

Formula de Minkowski

Teorema 3.5.12. [Férmula de Minkwoski] Seja €2 um dominio no plano e seja S uma superficie compacta, convexa
parametrizada por o (u,v) tal que S = o(2). Consideremos uma variagéo dessa superficie ao longo do vetor normal, isto é,
o¢(u,v) = o(u,v) + tN(u,v), onde 0 < t < T. Entéo,

3
Vol(U) = Vol(U) + T Area() — T? // HdA + % // KdA,
Q Q

onde U é a regido limitada por S e U ¢ a regido limitada por S;.
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Demonstracio: Seja o : U C R? — S uma parametrizagdo de S e seja o; : U x [0,T] — R? variagdo da superficie S,
dada por o4 (u,v) = o(u,v) + tN(u,v),
Derivando com relagdo a u, v e t a expressdo o (u, v), obtemos

(Ut)u = Ou+t+ tNuv
(Ut)v = oy+ th;
g = N.
Como {0y, oy} forma uma base para T}, S, temos que
Ny, = dN(ou) = a110u + ai2oy,
N, = dN(oy)=a2104+ a220v.
Dai,
(0t)u X (0t)y = ou Xoy(l+tlar + a2))

4+ t*(a11a20 — a12a21)(0u X 0y)
Vimos anteriormente que —2H = a1 + a2z e K = aj1a20 — aj2a21. Logo,
(0)u X (0¢)y = (0w xo0y)(1 —2tH +t*K),
e usando o fato que k; < ko, obtemos
1(@)u x (g0)ol] = (1= 2tH +2K)||ow x ov]l,

Portanto,

Vol) = Vol(U)+ / /Q /:O||(Jt)u><(at)v||dudvds

T
= Vol(U)+/// [lou X ov||dudvds
QJe=0
T
+ /// (—2sH)||ow X oy||dudvds
QJi=0
T
+ /// (s°K)||ow x oy||dudvds
o Ji=0

= Vol(U)+TA(s) — T? //QHdA+1://Q KdA.

(f) Discussao

Ao longo desse capitulo estudamos superficies regulares tanto paramétricas como implicitas, notamos que o teorema da
funcdo implicita é um resultado fundamental para obtermos as propriedades geométricas no caso implicito a partir do caso
paramétrico.

Além disso, para construir uma representacdo discreta da superficie a partir de sinais discreto, vimos que o algoritmo
Marching Cubes é muito util, mas tal algoritmo apresenta casos ambiguos durante a extragdo da malha, de forma que nem
sempre tem a topologia correta e nem a malha converge para a superficie.

Contando que os sinais podem ser ou positivo ou negativo em cada um dois 8 cantos do cubo, temos 28 = 256
configuracdes bdsicas, redutiveis a 15 casos se tirar casos equivalentes por rotacdo ou simetria. Porém, se incluirmos
0s sub-casos para garantir que a triangulacdo corresponda com a topologia da interpolagdo tri-linear, isso gera 33 casos
bases derivados em mais de 730 por simetria [18]]. Esta complexidade tornou a busca por alternativas ao Marching Cubes
original [32].
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As abordagens detalhadas anteriormente ndo t€ém um formalismo tnico: fungdes multilineares permitem criar globalmente
uma superficie discreta, ja para o estudo local para estimar invariantes geralmente usa aproximagao, por exemplo através de
interpolagdo splines. Idealmente, usar-se-ia uma tnica interpolagdo para tudo, abrindo o caminho para estudar categorias de
interpolagdo com as suas respectivas propriedades. Esta tendéncia faz parte da pesquisa atual, mas estd s comecando.

Existem ja alguns elementos simples para desenvolver teorias com este objetivo. A abordagem mais antiga é de
garantir convergéncia das construgdes: se refinarmos infinitamente o reticulado e se o sinal g convergir (localmente ou
uniformemente) para uma funcdo implicita diferencidvel, as curvaturas calculadas por splines convergem para as curvaturas
da superficie implicita diferenciais? A topologia gerada pelo Marching Cubes vai corresponder a topologia da superficie
suave? A resposta € a priori positiva, apesar de requerer por enquanto condi¢des de regularidade sobre g que nao sao
necessarias no caso diferencial [28) 15} [31]].

Um outro problema € a invariancia da superficie gerada. O processo de amostragem ao longo do reticulado ndo € invariante
por movimentos rigidos, pois privilegia as direcdes paralelas aos eixos. Isto dificulta a andlise de invariantes no caso implicito
discreto.

Finalmente, uma abordagem recente e promissora consiste em preservar as relagcdes entre a topologia e a geometria. Por
exemplo, o teorema de Gauss-Bonnet estipula que a integral da curvatura Gaussiana numa superficie sem bordo ¢ igual a
27, onde x € a caracteristica de Euler. Isto é vélido nos complexos celulares definindo a curvatura Gaussiana como o déficit
angular em cada vértice v: 2 — > 3; onde 3; séo os dngulos em v dos tridngulos tendo v na fronteira [2]]. Porém, usando a
estimativa da curvatura por splines e a caracteristica de Euler dada pelo complexo simplicial resultando do Marching Cubes
com interpolacdo trilinear, esta relacdo ndo vale mais. Pode assim servir de critério para construir uma teoria de interpolacao
mais coerente.




36

3.6. Discussdo



4 Geometria Afim: Curvas

Neste capitulo veremos as propriedades geométricas invariantes por transformagdes afins em curvas, a saber os vetores
tangente e normal e a curvatura.

(a) Invariancia Afim

Na geometria Euclidiana, as propriedades geométricas como vetores tangente e normal em curvas sdo covariantes por
isometrias, ou seja, se aplicarmos uma isometria a curva temos que os novos vetores tangente e normal sao dados pela
isometria aplicado a curva inicial, j4 a curvatura da curva € invariante, isto é, ela ndo se altera por isometria. No entanto, tais
propriedades geométricas ndo sio invariantes por transformagdes lineares em geral. Mas, se nos limitarmos as transformacdes
lineares afins, Az, z € R?, que preservam dreas, ou seja, det(A) = 1, obteremos invariantes afins.

Neste sentido, queremos encontrar propriedades geométricas P que sdo invariantes por transformacdes do grupo

z € R? — Az € R?,

onde A é uma matriz satisfazendo det(A4) = 1.

Definicao 4.1.1. A geometria afim de curvas planas € o estudo das propriedades destas curvas invariantes por esse grupo de
transformacgoes.

Definicao 4.1.2. Uma propriedade P ¢é dita invarinante por A se P(A(p)) = P(p), para todo p € C, onde C é uma curva.
Observacao 4.1.3. O conjunto de transformagdes afins forma um grupo com a operagdo de composicéo de fungdes.
Propriedades Basicas de Transformacoes Afins
Transformagdes afins
1. levam retas em retas,
2. levam retas paralelas em retas paralelas,

3. preservam razao de comprimentos ao longo de uma reta dada.

Transformagdes e Invariantes || Euclidiana | Afim |

Transformagdes
Rotacdo ok ok
Translagdo ok ok
Escala uniforme ok
Escala nao-uniforme ok
Cisalhamento ok
Invariantes
Comprimento ok ok
Angulo ok
Paralelismo ok ok

Tabela 4.1: As transformagdes contidas nos grupos Euclidiano e afim, e alguns invariantes sob estes grupos.
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Rotagdo Translagao Escala Escala Cisalhamento
uniforme nao-uniforme

Figura 4.1: Transformagdes afins.

Invariancia das Derivadas

Seja o : I — R? curva regular e seja A : R? — R? transformaco linear afim. Se aplicarmos A em q, isto é, A o o, temos
que o vetor tangente na nova curva € A o o’. Neste caso, a derivada € dita covariante.

Agora se tivermos com uma curva implicita definida pelo conjunto C = {(z,y) € R?; f(z,y) = 0} e aplicarmos a
transformacdo linear afim em C, temos que

flz,y) =0 & {(z,y) €R? f(z,y) =0}
& A{(z,y) €R? f(z,y) = 0}
& {A(z,y) € R? f(z,y) = 0}
& {(u,v) € R% f(A Nz, y)") =0},

daf segue que a diregdo do vetor normal da nova curva é dada por A~1(f,, f,)?, o que implica que a diregdo do vetor
tangente é dada por AT (—f,, f)”. Dizemos portanto que a derivada de f é contra-variante com respeito a aplicagdo A se a
direcdo do vetor tangente da nova curva for AT (—f,,, f.)T.

Conicas

Aqui temos por objetivo ilustrar figuras geométricas que sdo afins congruentes. O préximo conceito nos diz o sentido da
congruéncia que estamos falando.

Definicao 4.1.4. Uma figura f; € afim-congruente com uma figura fs se existe uma transformagao afim, ndo necessariamente
linear, que leva f; em fo.

A relacdo afim-congruente é uma relacdo de equivaléncia, em particular temos que todos os tridngulos sdo afim-
congurentes.

O préximo passo € mostrar que existem curvas que sao afim congruentes, tais curvas sdo as conicas. As quais definiremos
a seguir.
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Definicfio 4.1.5. Uma conica é um conjunto em R? definido pela equagio da forma
Az? + Bay + Cy?> + Fo + Gy + H = 0, 4.1

onde A, B,C, F, G, H sdo niimeros reais e A, B e C nao todos nulos.
As trés formas de conica ndo degeneradas sdo elipses, pardbolas e hipérbolees. Uma conica nao degenerada é uma

— hipérbole se B?> —4AC > 0,
— pardbola se B?> — 4AC = 0,
— elipse se B2 — 4AC < 0.

O nimero A = B? — 4AC é chamado de discriminante da cdnica.
O préximo resultado mostra a grande diferenca entre as geometrias Euclidiana e afim.

Proposicao 4.1.6. Temos as seguintes congruéncias:
1. Qualquer elipse é afim-congruente ao circulo unitdrio centrado na origem e raio dado por z2 + 2 = 1.
2. Qualquer hipérbole é afim-congruente a hipérbole xy = 1.

3. Qualquer pardbola é afim-congruente 2 pardbola y? = x.

~ . ’ . 2 2 . ~
Demonstracido: 1. Qualquer elipse ¢ afim-congruente com a elipse na forma 25 + #; = 1, pois fazendo uma rotagdo e
translagdo obtemos tal forma. Agora consideremos a transformagao afim:

pi(@,y) = (z1, 1),
(5)-(

. e , . , 2 2 . ~ ~
2. Qualquer hipérbole é afim-congruente com a hipérbole na forma 2 — 45 = 1, pois fazendo uma rotagdo e translagdo
obtemos tal forma. Agora consideremos a transformacao afim:

onde

o=
= O
SN—
7N
< 8
N—

daf, 22 + y? = 1.

P11 (%y) — ($1791)7

()= D)0
hn % Y
assim, 27 — y? = 1 = (21 — y1)(21 + y1) = 1. Finalmente, aplicando a transformago afim py : (21, y1) = (72,%2) ,

sendo <ayc§>(} _11>(gzji>

3. Notemos que qualquer pardbola é afim-congruente com a pardbola 32 = azx. Por rotacio e translacio obtemos tal forma.
Agora consideremos a transformagdo afim ¢ : (x,y) — (21, y1), onde

(w)=(s 2)()

onde

o=

o que implica x2ys = 1.

0 que segue Y = 7.
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(b) Modelos de Curvas

Modelo continuo

o Ao
/|12

independentes quando k # 0. Suponhamos, sem perda de generalidade que o’ Ao’ > 0, ou seja, « é localmente estritamente

convexa.

Vimos que a curvatura da curva o : I — R? regular é k = 0 que implica que o e «” sdo linearmente

Definicdo 4.2.1. Uma curva o : I — R? é nfio degenerada se satisfaz o/ A o'’ # 0.

Observacio 4.2.2. Daremos a interpretacdo geométrica da defini¢do, suponhamos que o’ A o/ > 0,V¢ € I. Utilizando o
Teorema de Taylor, para § suficientemente pequeno temos

a(t +6) — alt) = 60’ (t) + %520/'(6),

onde € estd entre ¢ e ¢ + §. Assim,
o) ANa(t—368) —at) = o(t)A <5o/(t) + ;52a”(e))
= %52a’(t) A (e).

Notemos o/ (t) A a”’(e) > 0, devido a continuidade da fung¢do determinante, dai a secante desde a(t) para «(t + 9)
pertence a um mesmo lado da reta tangente. Isto é, a curva « é ndo degenerada, significa que a curva ndo tem pontos de
inflex@o, ou ainda que a curvatura da curva ndo muda de sinal.

A observagdo acima sugere a seguinte defini¢do.

Definicao 4.2.3. [17] Uma curva « é localmente estritamente convexa se ndo possui pontos de inflexdo. Mais geralmente,
« € localmente convexa se sua curvatura ndo muda de sinal, podendo eventualmente se anular em algum ponto. Finalmente,
« € convexa se, para qualquer p € «, « estd inteiramente contida num dos semi-planos fechados determinados pela reta
tangente em p.

Modelo discreto

T3

No caso discreto, pode-se replicar o modelo onde o comprimento estd “concentrado” nas arestas e as curvaturas sao
concentradas nos vértices. Para isso, precisa-se de um modelo onde as arestas tem curvaturas zero, e esse equivalente afim
de linhas retas sfo as pardbolas. Em outras palavras, ¢ uma curva polinomial por parte, onde os polindmios tem grau 2,
descrevendo pardbolas (ver Figura[f.2). A beleza no caso de estudo afim de curvas (que ndo funciona no caso de superficies)
€ que essas pardbolas podem ser unicamente definidas a partir dos vértices da curva e da direcéio da tangente em cada vértice.
Assim, esse modelo de poligono parabdlico [10l [11] contém uma informag¢do de derivada a mais, para estimadores afins
que evolvem mais derivagdes que os equivalentes Euclidianos. Além disso, a direcdo tangente € covariante afim, portanto o
modelo de poligono parabdlico é bem adequado para os estimadores afins.

O modelo de poligono parabdlico é entdo definido por um conjunto de pontos x; = «(t;) = (z;(t;), yi(t;)) e de direcdes
tangentes /; em cada ponto x;. A cada aresta (x;, X;+1) esta associada uma tnica pardbola passando por x; e X;1 e tangente
as direcdes [; e [;4 1. Essa pardbola pode ser definida a partir do ponto de suporte z;, interse¢do das retas tangentes em X; €
X;+1 (ver Figura[d.3)). Essa pardbola pode ser parametrizada por

2

ai(s) = x;+sTi+ %771‘ , ondese[0,1 e 4.2)
2
T = _E(Xi —z;),
2
no= ﬁ(xi +Xip1 —22;) e

Li = 2/A;.

onde L; € a raiz cubica da area do tridingulo de suporte x;z;x;11. Veremos na préxima se¢io que L; é o comprimento afim
da parabola, 7; o vetor tangente afim a pardbola em x; e 7; o vetor normal afim (constante) a parabola.
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Figura 4.2: Pontos e tridngulos de suporte numa pardbola amostrada.

(¢) Curvas Paramétricas

Vamos primeiro considerar o caso em que a curva seja paramétrica e depois com as expressdes de cada propriedade
geométrica obteremos os invariantes afins em curvas implicitas, isto é possivel, pois localmente qualquer curva implicita
regular pode ser vista como um grafico. Por questdo de simplicidade do texto, quando nos referirmos a transformagoes afins,
estamos trabalhando com transformagdes lineares que preservam drea.

Comprimento de Arco Afim

No estudo de curvas na geometria Euclidiana o primeiro ingrediente para encontrar as propriedades geométricas é o
cdlculo do comprimento de arco. Vimos que sempre € possivel reparametrizar uma curva regular de tal forma que o vetor
velocidade da curva seja unitario. Agora, queremos definir o comprimento de arco afim e com isso poder avancar no estudo
das propriedades geométricas que sdo invariantes por transformacdes afins.

Definicao 4.3.1. Seja « uma curva definida no plano e seja A uma transformacéo afim do plano. Uma funcédo escalar g em
« é invariante afim se, para todo ponto p € «, g(A(p)) = g(p) . Analogamente um vetor V' em « é invariante afim se, para
todo p € o, V(A(p)) = V(p) . Esta nota¢o é mais conhecida como invariante equiafim.

O préximo resultado mostra que toda curva o : I C R — R? ndlo degenerada pode ser reparametrizada de tal forma que
/ 1
o' Na =1.

Proposi¢io 4.3.2. Seja o : I — R? uma curva ndo-degenerada, entdo existe um difeomorfismo h : I — J tal que
as N ags =1,Vs € J.
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Figura 4.3: Tridngulo de suporte X;2;X;4 1.

Demonstracao: De fato, suponhamos que exista um difeomorfismo h : I — J tal que as A ags = 1,Vs € J. Consideremos
a reparametrizagdo 3 : J — R?2. Assim, a(t) = B(h(t)) = B3(s). Diferenciando esta dltima equagio temos

ds
ay = ﬁs%a

ds\? d’s
688((#) +O‘57'

Qi

Logo,

ds ds\? d?s
det(ahatt) = det <6Sdt’5ss <dt) +Olth2>

ds\*
= (dt) det(as, i) -

Por outro lado, estamos supondo que det (s, arss) = 1. O que implica,
ds = det(at,att)l/?’ dt.

Fixando ty € I definimos
¢ 1/3
s = h(t) = / det(o! (), " (2)) " d 3)
to

Dessa forma, definindo & como a equagdo (.3)) temos que & € suave e usando o teorema fundamental do calculo mais o fato
que « é ndo degenerada temos que h’(t) = det(a/(t), a” (t))'/® # 0,Vt € I, logo h é um difeomorfismo. O

Observacao 4.3.3. No caso mais geral, isto é, « : I C R — R", é facil mostrar que

h(t) = /det(o/,o//, oo a2/ (D) g
I
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Definiciio 4.3.4. O comprimento de arco afim de uma curva nio degenerada o : I C R — R? medido a partir de ¢y € I, é
definida por

t
E(t):/ det(o/ (z), " () 3dx.
to
Além disso, dizemos que « estd parametrizada pelo comprimento de arco afim quando det(as, as5) = 1,Vs € J = h(I).
Como consequéncia dos resultados anteriores obtemos

Colorario 4.3.5. Seja o : I — R? uma curva ndo degenerada parametrizada pelo comprimento de arco, entdo existe um
difeomorfismo h : J — I tal que «v o h esta parametrizada por comprimento de arco afim.

Em particular, se t = [ for o comprimento de arco, entdo «; = t e oy = n, o que implica h(t) = ftto kY3l

Observacdo 4.3.6. Se o : I — R? é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco afim, entdo a curvatura Euclidiana
€ sempre positiva. Pois, a curvatura Euclidiana é dada por

o/ (s) ANa(s)
o’ (s)]]?
Como « esta parametrizada pelo comprimento de arco afim temos o’ A o” = 1, logo

1
(sl

k(s) =

k(s) > 0.

Exercicio 4.3.7. Verifique que o comprimento afim da pardbola definida pela equagio (@.2)) é de fato L;.

Vetores Tangente e Normal Afins

Vamos definir os vetores tangente e normal afins em curvas regulares. Inicialmente, vamos determind-los no caso
paramétrico e depois usaremos o teorema da fungdo implicita para ver a curva localmente como um gréafico e assim
utilizaremos as defini¢cdes do caso paramétrico para obtermos tais invariantes.

Sejac : I C R — R? uma curva dada por a(t) = (z(t), y(t)). Sejam a, b € R?, denotaremos por a Ab = det(a, b) forma
bilinear anti-simétrica dada pelo determinante. Sabemos da geometria Euclidiana que (t,n) € SO(2,R), onde SO(2,R) é
o grupo das rotacdes do plano e t e n sdo respectivamente os vetores unitirios tangente e normal da curva «.

Queremos agora construir em cada ponto de «v um par de vetores (7,7) tal que 7 A = 1.

a(s) T(s)

Figura 4.4: Interpretacdo geométrica do tangente e normal afins.

Observacao 4.3.8. O significado geométrico da condigdo
(r,m) € SL(2,R) = {A € M(2);det(A) =1}

€ que o paralelogramo orientado determinado pelos vetores 7 e 7 possui drea unitaria.
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Definicao 4.3.9. Dada o uma curva parametrizada pelo comprimento de arco afim, seus vetores tangente e normal afim sdo
definidos, respectivamente por

aS’

= Ogg,

onde s € o parametro de arco afim.

|

Figura 4.5: Invariantes afins na pardbola: tangente e normal, respectivamente.

E interessante termos a expressio dos vetores tangente e normal afins quando a curva o(t) = (z(t),y(t)) ndo estd
parametrizada pelo comprimento de arco afim. Sendo assim, temos que o elemento de comprimento de arco afim é dado por

ds = (2'y" —y'2") 3dt = (o' A /)V3dt.

Dai, segue que os vetores tangente e normal afim sdo

dl _
T = ozS:al%:t/@ 1/3
/ /
_ (x/y//_y/x//)—1/3 [ x/ :| _ (a//\a//)—l/s |: x/ :| 7
Y Y
d dl 1
N = Qg5 = (tﬁs_l/s) = m(tm_lm)% = —§K_5/3I€lt + kY30
_ _ B _:I:/ 31:// a/ /\ a///
= (o/Ad)7V3 =37 na) 5/3[ —y 3y ] [ o Ao ],

onde t, n e k sdo os vetores tangente, normal e a curvatura Euclidiana da curva.

Exemplo 4.3.10. Seja a(t) = (acos(t),bsen(t)),t € R parametrizagdo da elipse. Temos que o comprimento de arco
afim é s = (ab)'/3t. Para reparametrizar a elipse pelo comprimento de arco afim, usamos a nova parametrizagio

als) = (acos(W) 7bsen(W)) .

Portanto, os vetores tangente e normal afins sdo

_ _ 2/3,-1/3 s —1/3;2/3 S
T = Oés(a,/b /SGH(W>,G /b/ 5671(W)>3
_ 1/33—2/3 s —2/3;1/3 S
Oéss—(—a /3p /cos<(ab)1/3>,—a /3pt/ sen((ab)l/3)>.

Em particular, obtemos que « e n sdo paralelos, ou seja, o vetor normal afim da elipse aponta para o centro.

n
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Figura 4.6: Normal afim na elipse.

Exercicio 4.3.11. Calcule os vetores e normais afins das outras curvas conicas.

Exercicio 4.3.12. Verifique que vetor tangente afim e o vetor normal afim em x; da parabola definida pela equagio (#.2) sdo
de fato os coeficientes 7; e n; da expressdao
52
a;(s) = x; + s + - -

Agora daremos uma interpretagdo geométrica do vetor normal afim 7, a qual pode ser obtida em [6]. Sejac : I C R — R?
curva parametrizada ndo degenerada, isto €, sem pontos de inflexdo, ou ainda « (1) é localmente estritamente convexa. Seja
p = a(ty),to € I, como «(I) ndo tem pontos de inflexdo, segue que existe um € > 0 tal que t) — € < ¢ < to + € 0s pontos
a(t) estdo do mesmo lado da reta tangente de a(I) em «(tp).

Considere uma linha tangente em a(tg) e sejam Ly, linhas paralelas a o/(ty) no mesmo lado da reta tangente contendo
um pedaco da curva P := {«(¢);to — € < t < to + €}. Para linhas suficientemente préximas a reta tangente o/ (to) elas
intersectam P em exatamente dois pontos. Para cada linha pegamos o pontos médio do segmento ligando essa intersecao.
Tragamos uma linha que comega em p e passa por estes pontos médios. A reta tangente limitando o lugar dos pontos médios
quando aproximamos a p é exatamente a reta normal afim, ou seja, esta reta contém o vetor normal afim 7 em p. Notemos
que esta construgdo € invariante afim, pois paralelismo e pontos médios sdo invariantes sobre transformacdes afins.

Curvatura Afim

Queremos encontrar a curvatura afim. Primeiro vamos supor que a curva « estd parametrizada pelo comprimento de
arco afim, isto quer dizer, por defini¢do, que « satisfaz a equagdo as A ass = 1, diferenciando esta equagdo, obtemos
as N agss = 0, ou seja, as € (g5 530 colineares. Logo, existe uma fungdo i : I — R, chamada de curvatura afim (ver
Figura[4.7), definida pela equagio

Qoss = — 1015 a.4)
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Defini¢iio 4.3.13. Dada uma curva «(s) parametrizada pelo comprimento de arco afim a curvatura afim p(s) no ponto «(s)
é definida por pu(s) = [oss, Asss] = [17, 7]

—I >7 —I >7
4.67 4.67
2.33 233
\[\/ //
0 0
2.33 233
-4.67 -4.67
_ <-7 _ <-7

Figura 4.7: Curvatura afim de uma lemniscata, antes e depois de uma transformacio afim.

No caso em que a curva ndo estd parametrizada pelo comprimento de arco temos que a curvatura afim é dada por

5 (a/ Aa'")2 1(a/ A a@® +4(a” Ao
pt) = —3 ( / 1 ) + 7( /) //( ) 4.5)
9(a/ ANa)8/3 3 (o/ N a)5/3

Exemplo 4.3.14. Vamos calcular a curvatura afim da elipse. Temos que a 55 = (b_lsen(m) , —a‘%os(W)) .

Logo, a curvatura afim da elipse é ;o = (ab)~2/3. Em particular, quando a = b = R, temos que 1 = R~*/3.

Proposicao 4.3.15. Em termos da curvatura Euclidiana da curva « e de suas derivadas com respeito ao comprimento de arco
usual a curvatura afim é

) 1
p(s) = w3 — ZrT8BR2 4 ST 3y,
9 3
Demonstracgio: Seja s o pardmetro de arco afim. Vimos que a curvatura afim é p(s) = [, ns]. Como n = f%%fw 3kt +
x'/3n, temos

5 . 1 1 1
Ns = §,§78/3/§l2,{*1/3t — 5[{72/4/”1: — gﬂiznltl =+ gl{illﬂn — kit,

logo,
5 _ 1 _
u(s) = w3 — 9" 8/3K2 4 3" k.
U

Observacao 4.3.16. Os vetores tangente e normal afins sdo convariantes e a curvatura afim € invariante por transformacdes
afins. De fato, seja o : I C R — R? curva parametrizada pelo comprimento de arco e seja A uma transformag@o equi-linear,
isto €, que preserva drea, temos que

(Aa)s = Aag = AT,
(Aa)ss = Aags = An.

Dai, a nova curvatura é [Aays, Aas] = [as, ass] = p(s).
O préximo resultado mostra que a curvatura afim € de fato o invariante fundamental na geometria afim.
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Proposicio 4.3.17. Seja p = pu(s) : I € R — R uma fungdo suave. Entdo existe uma curva localmente estritamente
convexa o : I — R? cujo parAmetro comprimento de arco é s e cuja curvatura afim é p. Além disso, se & é outra curva
tendo as mesmas propriedades, entdo existe um dnico movimento afim levando o em &, ou seja, 1 determina o a menos de
transformacdes afins.

Grafico

Um exemplo simples e bastante interessante para o estudo de propriedades geométricas afins de curvas é o gréifico, ou
seja, a curva o é dada por a(t) = (t,y(t)),t € R. Neste caso as equagdes dos vetores tangente e normal e a curvatura
reduzem-se a

y""3(1,y),

<

—~
~

~
|

n(t) = =37Ny B Yy -3y, (4.6)
-5 y///2 1 y(4)
pt) = ?y//8/3 + gy//S/B'

Estimadores a partir do Poligono Parabélico

Podemos considerar o poligono parabdlico como uma aproximagio da curva de forma similar ao caso Euclidiano com
curvas poligonais. De fato, para curvas convexas, o comprimento afim é o infimo dos comprimentos de todas os poligonos
parabdlicos amostrados a partir da curva. Pode-se também estimar a curvatura como a variacdo da normal entre duas
parabolas consecutivas, ponderada pelo comprimento de arco afim de cada pardbola

_ MNi—1 X 15

i $(Lici+ L)

Para exemplificar a no¢do de estimador, podemos colocar aqui a prova da convergéncia de i; quando a distincia entre
duas amostras sucessivas de uma curva a(s) vai para 0 [20]. Podemos parametrizar a curva «.(s) em fungdo do comprimento
de arco afim s e, a menos de uma transformacéo afim, olhar os pontos x;_1 = a(—u), x; = a(0) = (0,0) e x;41 = «a(t)
com tangente horizontal em x;: «(0) = (0,0), &/(0) = (1,0) e &”’(0) = (0, 1). Denotando por 4 a curvatura afim na origem,
e v a derivada da curvatura afim v = 1/(0), podemos expandir cada fungéo coordenada da curva pela férmula de Taylor

z(s) = s— % 83— 214 st +0(s%), 4.7
L LN 6
y(s) = §+ﬂ~s +7@'5 + O(s").

O ponto de suporte z; depende do parAmetro ¢ (definindo x;1 = «(t)), e ele pertence ao eixo horizontal (pois a tangente
em x; € horizontal): z;(t) = (2(),0). O comprimento de arco afim é dado por L(t) = {/4z(t)y(t). Podemos definir uma

transformagdo afim (mas no equi-afim) que fixa («(0), @'(0)) e leva (41, ) para ((t, %), (1,t))

2:(t)  2(x(t) — 22(t))

T - At) B(t) | _ | L(t) L(t)?

| 0 D@ |~ 0 2y(t)

L(t)?

Um célculo direto permite estimar as quantidades acima

2(t) = et+ L4+ Lott+ O@FY),
L(t) = t+ O(t%),
Alt) = 1+ %%-t2+ =t O(t*),
B(t) = —L.t— .-t2+ o),
D(t) = - £-2— .34 O@Y).

Ni—1 X1

O estimador de curvatura fi; =
5(Li—1+Li)

pode ser estimado também por

3
Ayt u) = pi+ 5t —uwr + O(t* +u?) .
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Isso prova a convergéncia do estimador, e ainda mostra que se a amostragem for regular (¢ = w), a convergéncia € mais
rapida ainda. Nesse caso, temos ainda que a assinatura (a derivada da curvatura) pode ser estimada a partir de x; 1, X;, X;+1
e X;1+2 = a(v), por

—_— Hipr — Hy
L4+ 3L — 3L
’L+ 10 1+1 10 1—1

=v;+O0(t+u+v).

Da assinatura € possivel deduzir invariantes de geometria projetiva, o que permite estender o modelo de poligonos parabdlicos
para outras aplicagdes [21} 22].

(d) Curvas Implicitas

Nesta se¢iio encontraremos os invariantes geométricos afins: 7, 7 e p de uma curva implicita f : U C R? — R.
A principal ideia para encontrarmos tais invariantes afins € usarmos o teorema da funcdo implicita, o qual garante que
localmente a curva pode ser vista como um grafico e usar o teorema de Sard o que diz que o conjunto dos pontos onde o
vetor gradiente se anula tem medida nula.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que o vetor gradiente V f = (f5, f,) # 0, logo podemos admitir que f, # 0,
entdo existe um intervalo aberto J C R e uma fun¢do g : J — R tal que a curva localmente é dada como um grafico, ou
seja, {z € J; (x,g(x))}. Suponhamos ainda que a curva seja convexa, isto equivale a ¢” # 0 e podemos ainda admitir que
g’ >0.

Usando a secdo anterior temos as férmulas dos invariantes 7, 7 e u, mas observemos que tais formulas sdo dadas em
fungdo de g, entdo basta encontrar relagdes entre as derivadas de f e g, que é consequéncia direta do teorema da fungdo
implicita.

H Pardbola ‘ Hipérbole ‘ Elipse
2 2
f y— 322 zy=c,c>0 Syt —1
T T 2 T 2 2
¢ 1+az2 (L) Vattc? (x 7_6) Vaty2+a2pt .(a Y, —xb )
1 1 2 1 2 2
n e (—z,1) e .(c,ac ) v -(xb ,a y)
" 1 —2029533 atpt .
(14+22)2 (c24at)2 (aty2+2264)2
1 -1 -1 2 1 2, -4 4,2
T m-(l,x) 273 -(c 3x,—c3x ) (fa3b 3y,a sbsm>
1 _2 /2 1y _2 _2
n = (—z,1) 273 ~(c 3x,c3x ) <—ab 3z, —ab 3y)
2
" 0 —(20)"% (ab)~3

Tabela 4.2: Exemplos fundamentais de estruturas afins.

Exemplos Fundamentais

As formas mais bésicas da geometria Euclidiana sdo as retas, com normal constante e portanto curvatura nula, e o circulo
com curvatura constante. Na geometria afim, as formas equivalentes sdo as pardbolas com normal afim constante, e a elipse
e a hipérbole com curvaturas afins constantes positiva e negativa, respectivamente. Suas estruturas estdo colocadas na tabela

42
Simplificacdo: Transformacao A

Como todas as férmulas sdo encontradas a partir do teorema da fun¢do implicita, muitos termos podem ser simplificados
se o vetor gradiente de f for o vetor constante, por exemplo, (0, 1) depois de uma transformagio afim. Em termos do grau de
liberdade, estamos procurando por uma transformag@o A, a qual é uma matriz 2 x 2. Temos 4 coeficientes a determinar, sob
a restri¢do de transformag@o afim impomos mais uma restricdo detA = 1, o que reduz o grau de liberdade em 1. Fazemos
uma rotacdo R para deixar o vetor tangente vertical, a seguir fazemos um escalonamento nio uniforme S ao longo do eixo
vertical que deixa o gradiente unitério.

A transformagdo completa € definida no seguinte resultado
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vf vt

pR
§ fR(x,y)=0

Figura 4.8: A construcdo da transformagao A.

Teorema 4.4.1. Em cada ponto regular p da curva implicita dada por {p € R?, f(p) = 0}, existe uma transformagio afim
A tal que, em cada ponto p = A(p) da curva implicita

{peR? f(p) = f(A7' () = 0}
transformada o gradiente é o vetor unitario vertical: V f(5) = (0,1).

Demonstracao: Primeiro observemos que
Vip) =Vip).AT

onde o gradiente € escrito em linha. Podemos deduzir as transformacdes com uma simples descri¢do geométrica: decompo-
mos a transformagdo como A = SR (veja Figura , onde R é uma rotacdo em R? e S é um escalonamento nfio uniforme.
A rotagdo R é arotagio que deixa V f(p) vertical, isto €, o novo vetor gradiente é dado por (0, ||V f(p)||). Mais precisamente,

R= e (5.

Denotaremos por f % a fungdo implicita transformada, ou seja, denotamos f(p) = f(R~1(p)). Usando a observagio acima
temos que

(ViR =R TVHT = RVHT = 0,1V f(p) )7

Como estamos trabalhando com transformagdes afins, podemos definir o escalonamento S como a matriz diagonal S =
diag(A,A71),onde A = ||V fE|| = ||V f||. Denotando a fungdo transformada por £ (p) = f#(571(p)) = f((SR)fl(p)) ,
temos

(vr9)" =57 =01
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Formulas Simplificadas

Nesta subse¢@o, vamos considerar uma curva implicita definida por { p € R2 f(p) = O} em uma vizinhanca de p tal
que Vf(p) =(0,1). Do teorema anterior, conhecemos que podemos obter tal situagéo para qualquer ponto regular. Em tal
situagdo, as féormulas simplificadas para as estruturas implicitas sdo dadas por

T o= (—fz/%0
(—1=12.0),
Jove = 3fayfox

n = - . 85/3 fwac 1/3 )
3(_facz)5/3 ( )
M =
9(— fuu)*/?
9(_fmc)8/3

(e) Discussao

Vimos ao longo deste capitulo estruturas geométricas, em curvas, que sdo invariantes por transformagoes afins. Por um
lado, ganhamos a invariancia de propriedades geométricas sob um grupo maior que o grupo das transformagdes rigidas que
€ o grupo maior que o grupo das transformagdes afins. Por outro lado, para determinar tais invariantes, precisamos calcular
invariantes até a quarta ordem o que torna o custo computacional bem mais caro que no caso Euclidiano que precisava apenas
da derivada segunda. Além disso, vimos que a curvatura afim da curva € o invariante fundamental da geometria afim.

Para visualizarmos as propriedades geométricas afins em curvas implicitas (ver Figura Figura utilizamos o
algoritmo Marching Squares e implementamos dentro dele tais propriedades geométricas. Uma das dificuldades naturais
dessa implementacdo € o calculo exato das derivadas de f até a quarta ordem.

Ao verificar a invariancia por meio da comparacio dos estimadores afins antes e depois de uma transformagfo afim,
os vértices gerados pelo algoritmo Marching Squares ndo estdo em posicdes correspondentes e ndo sdo uniformemente
distribuidos. Tentamos reduzir essa disparidade nos experimentos com a fun¢@o implicita analitica adaptando o dominio
transformado em uma caixa delimitadora da imagem do dominio original (ver Figura [4.9), uma medida com invariancia
global ainda € dificil de implementar.

Por um lado, o modelo do poligono parabdlico é mais adequado, para conseguir uma amostragem relativamente regular
no comprimento afim. Por outro lado, os métodos implicitos discretos sdo mais sistematicos a partir dos estimadores
diferenciais. De fato, veremos no préximo capitulo que foi possivel estender o Marching Squares para superficie, enquanto
ainda nao foi proposto um equivalente de poligonos parabdlicos para superficies.
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Figura 4.9: Dominio sem correcdo, depois que aplicamos uma transformacdo afim ( em cima) e dominio com correcao

(embaixo).
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4.5. Discussdo



5 Geometria Afim: Superficies

Neste capitulo, comecamos o nosso estudo de propriedades geométricas em superficies regulares imersas em R3,
invariantes por transformacdes afins. Mostraremos a defini¢do matematica dessas propriedades em superficies paramétricas
e usaremos o teorema da fun¢do implicita juntamente com o desenvolvimento tedrico da parte paramétrica para obter os
invariantes geométricos de uma superficie implicita. Além disso, descrevemos como € possivel obter tais invariantes afins no
computador.

(a) Estrutura Afim

A diferenca basica entre a Geometria Riemanniana e a Geometria Diferencial Afim é que a ideia da primeira € introduzir
uma métrica na variedade e estudar propriedades dessa métrica, ja na outra consideramos formas de volume que estdo
definidas de forma natural. A compatibilidade dessas formas de volume induz uma conexdo que da origem a um unico
campo de vetores transversal. Este campo de vetores juntamente com o plano tangente descreve a geometria da superficie.
Em particular, a geometria Euclidiana apresenta alguns problemas para serem utilizados em computag@o grafica, como por
exemplo o grupo das transformacgdes dessa geometria ndo tem uma algebra natural associada [16]], pois a translagdo nio é
linear e no espaco Euclidiano ndo hd uma distin¢ao entre pontos e vetores.

No que segue consideraremos superficies suaves imersas em R? localmente convexa, o que geometricamente significa
que a curvatura Gaussiana K € ndo-nula.

Queremos encontrar propriedades geométricas P que sdo invariantes por transformacdes do grupo

SA(3,R) = {A € M(3);det(A) =1}.
Uma propriedade P € dita invariante por A se P(A(p)) = P(p), para todo p € S?, onde S? é uma superficie. Para isso, o
primeiro passo € entender o significado de transformacdes afins.
Transformacées Afins

Vamos entender o significado de transformagdes afins para continuarmos o nosso estudo de invariantes afins.

Definiciio 5.1.1. [16] Uma transformacdo 7" : R? — R3 é afim se T preserva combinacio afim de pontos, ou seja,
n n n
> ai=1=TY aP| =Y aT(P),a; €RP R’ (5.1)
i=1 i=1 i=1

Um caso interessante da defini¢do acima € quando n = 3, pois temos o que chamamos de coordenadas baricéntricas. Outro
ponto importante é que transformagdes afins preservam retas, ou seja, sejam a e b pontos em R? e sejar(t) = (1 —t)a+tba
equagdo paramétrica da reta que passa pelos pontos a e b, entdo T'(r(t)) = (1 —t)T (a) + tT'(b). Além disso, transformacdes
afins preservam retas paralelas. Com efeito, duas retas r e s sdo retas paralelas se, e somente se, existem pontos distintos a e
bsobrerecedsobrestaisquea—c=>b—d,dai T(a) —T(c) = T(b) — T'(d) e areta definida por T'(a) e T'(b) é paralela
aquela definida por T'(c) e T'(d).

Agora, se T : R? — R3 é uma transformaco linear, entfio existem a, b, ¢, d, e, f, g, h,i € R tais que

T(z,y,2) = (ax + by + cz,dz + ey + fz,g9x + hy + i2).

Verifica-se facilmente que 7'(1,0,0) = (a,d, g),T(0,1,0) = (b,e, f) e T(0,0,1) = (¢, f, ). Logo existe uma bije¢do entre
as transformagdes lineares de R* em IR? e as matrizes 3 x 3. Dito isso, uma extensdo natural das transformacdes lineares sio
as afins, como mostra o préximo resultado

Proposicio 5.1.2. A transformacido T : R — R? é afim se e s6 se T é da forma T'(u) = L(u) + vg, onde L & linear e
Vo € R3.
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Figura 5.1: Transformag@o afim preserva retas.

Demonstragio: Suponhamos que 7'(u) = L(u) + vg. Vamos mostrar que 7' é afim. Sejam A, B € R3, entdo

TtA+ (1 —t)B) = L({tA+ (1—1t)B)+ v
= tL(A) +tvg + (1 — t)L(B) — tvg + vo
= tT(A)+ (1 -t)T(B).

Reciprocamente, se T' é afim, definamos L(u) = T'(u) — vg, onde vy = T7'(0,0,0) = T(0), logo basta mostrar que L é
linear. Sejam u, v € R3 e a € R, entdo
Lau+v) = T(au+v)—T(0)=T(au+v—a0)—T(0)
= o (u)+T(v)—aT(0)—T(0)
= alL(u)+ L(v).

Ou seja, T € afim se, somente se 7" é da forma

T ax + by + cz + ty ab c T to
Ty |=| de+ey+fz+t;1 |=| de f y |+ t1 |,
z gz + hy + iz + o g h i z to

onde Vo = (to, tl, tg).

Obtemos que as transformacdes rigidas, que € o grupo das transformagdes da geometria Euclidiana, sdo transformacdes
afins. Casos particulares de transformacdes afins: identidade, translag¢@o, escalonamento, rotacio e cisalhamento. Por questao
de simplicidade ao escrever transformacdo afim significard transformag@o equi-afim linear, transformacdes lineares que
preservam volumes.

(b) Superficies Paramétricas

Nesta secdo vamos encontrar as propriedades geométricas invariantes por transformacdes afins em superficies pa-
ramétricas regulares.
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Curvas Assintoticas

Queremos encontrar uma métrica que seja invariante sobre transformacdes afins, a motivagao dessa métrica vem do estudo
de curvas assintéticas em superficies regulares.

Defini¢éio 5.2.1. [6] Uma curva o(t) em uma superficie S € dita assintdtica se em cada ponto da curva seu plano osculador
coincide com o plano tangente da superficie no mesmo ponto.

Seja o : U C R? — R3 parametrizagio da superficie .S, onde U é um aberto € sejay : I — U uma curva, sendo I C R
um intervalo aberto. A curvac o~y : [ — R3 é uma curva assintética se, e somente se,

[Uuaaw(Uo’}/)tt} =0,Vtel.

A equagdo anterior é invariante por transformacao afim.
Utilizando a regra da cadeia temos

du dv
oy = Uua + UVE,
du\? du dv dv\? d*u d?v
Ot = Oy <dt> + 207“,%% + Oyo <dt> + Ju@ + avw.
Assim,
[Ou,0v,(00oY)] = [ Oy Oy, U0y + 200040 4+ 0200y ]
= U [0u,0v,0uy |+ 200 [ 0w, 0y, Ouy |
+ [ 0u, Ov, Oy -
Definindo L = [ 0y, 0v, 0w | s M = [ 0w, 0v,0up | €

N = [0y, 0v,04 ], obtemos
[0, 0v, (0 07) | = Lu? + 2Mun + No?.

Portanto a curva o o y € assintdtica se, € somente se
L2 + 2Mab + No? = 0.
Estes determinantes e a forma diferencial quadrética
[ 0w, 0y, (0074 | dt? = Ldu® + 2M dudv + Ndv? (5.2)

sdo todos invariantes afins sobre um sistema de pardmetros. Vamos estudar a forma diferencial (5.2) quando introduzirmos
novos pardmetros u, v ao invés de u e v. Notando que

~

ou 4 ov ou . ov
4 — Ougz vo- €03% ua,_ va_>
7 7 ou 7 ou 7 7 ov 7 o]
obtemos ~
[O-ﬂao-’ﬁagtt] = [Uua0V7(UO’}/)tt]L‘7 (53)
onde J € o determinante Jacobiano
_Oudv  Oudv

=55~ a- 5=
ouodv  0vou
A forma quadratica em (5.2) é multiplicada por um fator J quando introduzimos os novos pardmetros #, v. Comparando
os termos correspondentes da identidade (5.3) com relagdo a du, dv, temos

(LN — M?) = (LN — M*)3*.

Assim,
Ldu? + 2Mdudv + Ndv? _ [Ou,Ov, 0t ] e
|LN — M?2]1/4 |LN — M2]1/47 7
isto mostra que, exceto a diferenca de sinal, ¢ uma forma diferencial invariante afim. A métrica procurada é a métrica
de Berwald-Blaschke dada por

2 Ldu? + 2Mdudv + Ndv?
B |LN — M2|1/4 ’

onde L = [0y,0v,0uu], M = [0u,0v,0u ] € N = [0u,0v,0u |, a qual serd considerada ndo-degenerada, isto é,
|LN — M?| #0.

ds
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Primeira Forma Fundamental Afim

Definicao 5.2.2. A primeira forma fundamental afim ¢ a aplicacdo definida por

To= Y gididj,

1, =u,v

d _ L _ _ M
on egll—m,glz—gm—me
N
g22 = |LN*M2‘1/4

Observaciao 5.2.3. Podemos relacionar a primeira forma fundamental afim com os coeficientes /;; da segunda forma
fundamental Euclidiana da seguinte maneira

Ou X Oy [O—uao—V70-ij}
l.=(N.g:) = ( 282"V 5 \_ FTwrv7ijl
= W) = (P o) = P
X
sendo N o normal Euclidiano dado por N = Tu*Ov_
llow % ov]|
det(lij)

Dessa forma, temos que o sinal da curvatura Gaussiana Euclidiana K estd relacionada com o de

d= LN — M?. Logo,

EG - F?

1. K<0<«<=d<0,
2. K=0«<=d=0,
3. K>0<«<=d>0.

O ponto onde d < 0,d = 0 oud > 0 é chamado, respectivamente, ponto hiperbdlico, parabdlico ou eliptico. A partir de aqui
vamos desconsiderar pontos parabdlicos.

Vetores Co-normal e Normal Afins

Os vetores co-normais e normais afins sdo propriedades geométricas fundamentais para definirmos as curvaturas
Gaussiana e média afins. Inicialmente, temos que calcular o normal Euclidiano e a curvatura Gaussiana Euclidiana. Em [[7]]
encontramos uma defini¢do para os vetores normais e co-normais afins, a seguir damos outra definicao que é equivalente a
anterior.

Consideremos uma parametrizagdo o : S? — R? suave. O normal Euclidiano N : o(U) — S? C R3 é dado por
N = TuXov_

||‘7u~><UV||. . » » » L. .

Relagdes de ortonormalidade nio sdo preservadas sobre transformagdes afins. Portanto o normal Euclidiano N é um vetor

contravariante (se (N, do) = 0, entdo (A~TN, Ado) = 0). Portanto, podemos definir um vetor contravariante com a mesma

direcdo de N chamado de co-normal afim v que € obtido pelo rescalonamento do vetor normal Euclidiano

v=|K|"V'N, (5.4)
onde K é a curvatura Gaussiana Euclidiana. O co-normal afim satisfaz (v,do) = 0 e a métrica afim satisfaz d'/4 =
+[v, vu, V) [ﬂ Seja U uma vizinhanga de qualquer ponto p € S e para qualquer ¢ # p € U temos que

(v(p),a(q) — o(p)) > 0.

Esta relacgédo faz sentido, pois o(U) é uma superficie convexa tal que o(U(p)) pertence a um dos lados do plano tangente
do(p) em p.

Como d'/* = [v,vy, v ] # 0, entdo as derivadas Vfuw} definem um plano préprio. O vetor normal afim pode ser
obtido através do vetor ortogonal ao plano gerado por {v,,v,}, este seria andlogo ao vetor normal Euclidiano N. Mais
precisamente, o vetor normal afim & é definido localmente pela relacéo

(1,€) = 1, (& V) = 0.

10 sinal 4 depende se o ponto é eliptico ou hiperbélico. Por questio de clareza no texto vamos considerar que estamos trabalhando em pontos elipticos
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O normal afim satisfaz (v, {,.,)) = 0 e d'/* = [0y, 0y, &]. Esta tltima relagio mostra que uma base local em cada
ponto p da superficie pode ser obtida por {oy, oy, £ }. Isto permite definir estruturas a partir da teoria de Cartan dos “moving
frames”. Desde que o normal afim & satisfaz (v,£) =1, ({,v,,) = (£, v,,) = 0, temos que existe uma fungdo A : U — R tal

que
€=My X 1), comA = [v vy, 1] =d- V4

Além disso, utilizando o operador de Laplace-Beltrami Ay, onde g é a métrica de Berwald-Blaschke, é possivel definir
(ver [6]) o normal afim por § = %Aga, sendo o : S — R3 uma parametrizacio de S, temos

_1|LN—M2|1/4{8NJU—MUV+8Lav—Mau}
2 VLN —-—M? |O0u+LN—-M? OvLN—-M?J

Afirmamos que £ ndo pertence ao 7),S. Com efeito,
[0w,0v,6] =|LN — M?|V/* = |EG — F?'/2,

onde E, F e GG sdo os coeficientes da primeira forma fundamental Euclidiana. Como estamos desconsiderando pontos
parabdlicos temos que o determinante acima € diferente de 0.

Na geometria Euclidiana o plano tem vetor normal N constante, em particular as curvaturas sdo nulas e a esfera tem
curvatura constante, por compara¢do com a geometria afim os paraboldides tém normal afim £ constante e curvaturas afins
nulas, ja o elipséide tem curvatura constante.

Existe uma interpretacdo geométrica natural do normal afim em pontos elipticos [6]]. Consideremos uma superficie S e
seja um ponto p € S eliptico. Seja P, uma familia de planos paralelos ao plano tangente Py = 7, 5. A interse¢do de P, com
a superficie, para ¢ suficientemente pequeno, limita um dominio convexo em P;. Cada curva planar convexa tem um centro
de massa, o lugar do centro de massa, ou centro de gravidade, desses dominios define uma curva cuja dire¢do tangente € a
direcdo do normal afim de .S em p.

Curvaturas Afins

No caso de goemetria Euclidiana as curvaturas descrevem a variagéo do normal. Vimos que (v, f{u,v}> = 0, isto é, as
derivadas &y, ,} 80 ortogonais a v, o qual € paralelo a N, em particular §, e £, € T},S. Portanto, podemos definir o operador
forma S : T,,S — T,,S dado por S, (v) = —D,¢.

Definicao 5.2.4. Os autovetores e autovalores do operador forma sdo chamados, respectivamente, direcdes e curvaturas
principais afins.

Como &y} sdo tangentes a superficie temos que existem fungdes (b;;)1<i<2 : U — R tais que

& = biioy+biaoy,
o = briou+bi2oy.

Os coeficientes b;; formam uma matriz B = (bi]‘)lgiég, cujo determinante € o negativo da metade do trago sdo
respectivamente as curvaturas Gaussiana e média afins: K = detB, H = —%trB . Podemos escrevé-los explicitamente
como

—1

b = d /4'[£u70V7£ >
-1

bz = d /[0 &€, (5.5)
—1

b21 = d /4'[£’UaUV7£]7

_ .
by = d '[qugv7£]~
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Grafico

Suponhamos que a superficie S seja um grafico, ou seja, ele é parametrizado por o(z,y) = (z,y,9(z,y)), onde
(r,y) € U CR?, U éumabertoe g : U — R é uma fungio.

Vamos encontrar os invariantes afins dados nas subsecdes anteriores. Os coeficientes da métrica de Berwald-Blaschke sdo
dados por L = gz, M = gy € N = gzy € d = GuaGyy — gf:y, onde as derivadas de g sdo calculadas em (z,y). O vetor
co-normal é dado por

1 71/
v=|K| /4 N:’gam‘gyy_g?yy| 4(_9xa_gy71)a (5.6)
onde K é a curvatura Gaussiana Euclidiana

-2
K = (1 + g; + gi) (gwwgyy - g?gy) .

As coordenadas do normal afim & sdao

1 -7
G = 4 47 ( 9uaGoyGuyy — GzaTyyGayy — GyyJasz — 292y Jayy

+ Sgyygxygzzy) y

1 -7
§o = 4 d /4 ( JyyGzyJaeaa — JrzGyyJazy — gimgyyy - 2g320ygmy

+ 3 92292y Yayy) » (5.7)

& = i d 71 (4, +402,02, — 890uGyy92, + 3 9oy Gy Tuay
+3 Gy GaaYayToyy — JoTayYaze — Jy9eedyyy — 2 JayJayy
29,95 ,Gozy — eJrayyJeyy — JyJoayyJeay + JoTeadeyTyyy
+ 9y9yyJuyYaaz) -
Agora usando as equagdes (5.3 temos as curvaturas Gaussiana e média afins.

(c) Interpretacio Geométrica
da Curvatura Gaussiana Afim

Nesta secdo apresentaremos uma interpretacdo geométrica da curvatura Gaussiana afim. Esse resultado é uma extensao
da interpretacdo geométrica da curvatura Gaussiana Euclidiana (ver [8]]).
Teorema 5.3.1. Seja p um ponto de uma superficie S e seja V' uma vizinhanga conexa de p onde IC(p) > 0. Entdo
!/

= lim =
k) \RI\IEO A’

onde A é a drea de uma regidio B C V, contendo p, A’ é a drea da imagem de B pela imersdo £ : S — R3, que é
correspondente ao vetor normal afim £, R € a regifio do plano uv correspondendo a B, |R| = drea(R) e o limite é tomado
através de uma sequéncia de regides B,, que convergem para p, no sentido em que para toda esfera S centrada em p, existe

N tal que S contém todas B,, paran > N.
A= // [l X z,||dudv,
R

onde o(u,v) é uma parametrizagdo com ¢(0) = p, cuja vizinhanga coordenada contém V e R € a regifo do plano uv

parametrizando B. A drea A’ de £(B) é
A= // [|€u % & l|dudu.
R

gu = axy + bxln
& = CTy +dxy,

Demonstracao: A area de B ¢ dada por

Sabemos que podemos escrever
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sendo a curvatura Gaussiana afim em p igual a ad — bc, obtemos

A = // K|z X xy||dudv. (5.8)
R
Seja | R| a drea da regido R. Passando ao limite quando |R| — 0, temos
A/
lim i/ = lim @
IR|—0 A o |R|—0 i
R

. 1
llm|R|a0® //C||:Bu X Ty||dudv
R

. 1
lzm|R|H0® / [l X @, ||dudv
R

K|y X )]

|| X 20|
- K,

na pendltima igualdade usamos o teorema do valor médio para integrais duplas. O

Vale comentar que usamos a conversdo de que a drea de uma regido contida em uma vizinhanga conexa V e a drea de
sua imagem por &, ver equagdo (5.8)), tém o mesmo sinal se > 0 em V, e sinais opostos se K < 0 em V. Sendo assim, o
resultado acima também € vélido quando K(p) < 0.

Formula de Minkwoski Afim
Nesta subsecao estendemos a conhecida férmula de Minkwoski para dados geométricos afins.

Teorema 5.3.2. [Formula de Minkwoski Afim] Seja €2 um dominio no plano e seja .S uma superficie parametrizada por
o(u,v) compacta e convexa tal que S = o(f2). Consideremos uma varia¢@o dessa superficie ao longo do vetor normal afim,
isto é, o¢(u,v) = o(u,v) + t{(u,v), onde 0 < ¢t < T'. Ento,

Vol(U) = Vol(U) + TA(Q) —T? //Q HAA + T; //Q KdA,

onde U é a regido limitada por o (u,v), A é drea afim da regido 2, dA = d'/*dA é o elemento de 4rea afim e I/ ¢ a regido
limitada por o¢(u, v).

Demonstracao: Por defini¢do temos que
Vol() = Vol(U) +/ 1dV,
(D)

onde D = {(u,v,t)/(u,v) € Q, t € [0,T(p)]}. Usando a férmula de mudanga de varidveis temos que

/MD) 1dV:///D 1|det(Jac(oy))|dtdA,

onde Jac(o;) € a matriz Jacobiana de 0.
Usando a notagéo [, , | para o determinante, obtemos

|:80t aO't aO't:|

det(JaC(O't)) %,%,W

= [Uu +t£7u(7v +t§v7§]
= [xu7xv7£] + t([glux'uag] + [xu7£v7§]) + t2 [é-uagvag]
(1+t(a+d) + 2K)(d /),

(1—2H + 2K)(d"7/*).
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Usamos a equacdo (5.8) na peniltima igualdade.

Logo,
T 1
Vol) = Vol(U)+ // / (1 —2tH + t2K)d /*d Adt
Q Ji=0
T —
= Vol(U) + // / (1 —2tH + t*K)dAdt
Q Jt=0
- - T3 -
= Vol(U)+TA(Q) —T? // HAA + 5 // KdA,
Q Q
onde A(Q) é a drea afim da regido 2 e dA é o elemento de drea afim. O

(d) Cubica Osculadora

Um fato interessante é que ndo existe um paraboléide osculador a superficie que seja invariante por transformacdes afins
(ver [36]). E possivel mostrar a existéncia de ciibicas osculadoras a superficie e além disso existe uma transformacio afim
que leve tais cubicas em outras que sdo mais simples de entender. A classificacdo dessas ctibicas depende do sinal da métrica.
A demonstracio da existéncia das cibicas osculadoras é equivalente a mostrar que o normal afim é vertical £ = (0,0, 1).

E possivel mostrar que se p € S é um ponto hiperbélico ou eliptico, entdo para cada X3 € TpL S, complemento ortogonal
do plano tangente, dadas a fung¢do quadrdtica ¢ : 7,5 — R e a fung¢do cibica ¢ : 7,5 — R olhando para a segunda e
terceira ordem os termos da expansdo da série de Taylor para a fun¢do que descreve .S em termos do sistema de coordenadas
X1, Xo, X3, para qualquer base { X1, X5} de T},S. Entdo existe uma tnica dire¢do para X3 a qual faz ¢ e 1) apolar, ou seja,
isso garanti que o normal afim £ = (0,0, 1) em p.

Definicdo 5.4.1. Dizemos que duas formas ¢ e 1 dadas anteriormente sdo apolar se elas satisfazem a

( a% % — % %)2(@, 1) = 0. A expressio anterior é denominada condi¢io de apolaridade.

Proposicao 5.4.2 (Classificagdo das cubicas osculadoras). Seja G uma ctibica osculadora em um ponto p de uma superficie
S C R3. Se p é um ponto eliptico entdo existe uma transformagdo afim A : R?* — R3 tal que A(G) C R3 € o grifico de

1 C
(u,v) §(u2 +v?) + E(u3 — 3uv?), para algum C.

Se p é um ponto hiperbdlico entdo podemos escolher A tal que A(G) é o grifico de umas das trés fungdes

L

(u,v) +— i(u —v?) + %(u?’ + 3uv?),
(u,v) %(u2 — %) + %(vg + 3vu?),
1 1

(u,v) §(u2 —v%) + g(u—t—v)g.

Demonstracao: A prova completa desse resultado pode ser encontrada em [36] ndo a demonstraremos pois ndo € o objetivo
desse trabalho. A ideia da prova é mostrar que é possivel obter o normal afim £ = (0,0,1), o que equivale a mostrar os
coeficientes da expansao de Taylor de segunda e terceira ordem satisfazem as equacdes de apolaridade. O

(e) Superficies Implicitas

Consideremos a partir daqui superficie descrita implicitamente, isto é, S = {(x,y,2) € R?, f(x,y,2) = 0}, onde f
é de classe C* e 0 € valor regular de f. Dado um ponto p € S que € regular, ou seja, Vf(p) = ( fu, fy, f= ) (p) # 0,
assumiremos, sem perda de generalidade que f,(p) # 0. O teorema da fungdo implicita garante a existéncia de uma fungéo
g : U C R? — R tal que a equagdio z = g(x,y) descreve a superficie S em uma vizinhanga de p. Portanto, S pode ser
parametrizada em volta de p como um grafico G = {(z,y, g(z,y)/(z,y) € U}. Embora, em geral seja dificil de encontrar
g, as derivadas de g no ponto (z,y) sdo facilmente expressas a partir das derivadas de f, usando o fato que

f(z,y,9(z,y)) =0,
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obtemos fal
=(p) fy(p)
9o (T,y) = — e gylz,y)=— : (5.9)
f=(p) Y f=(p)
Notemos que as féormulas encontradas a partir do teorema da func¢do implicita podem conduzir a instabilidades numéricas
quando | f,(p) | tem valor pequeno.
Os vetores tangentes que sdo combinacgdes de

gz = (Lngz) gy = (Oalagy)a

sdo naturalmente covariantes sobre qualquer transformagdo linear A, isto €, g, 3 (A(p)) = Agsy)(p) (isto é uma
consequéncia direta da regra da cadeia).

Meétrica Afim

A métrica afim usual neste plano tangente é a métrica de Berwald-Blaschke, que corresponde a formas elementares de
volumes de uma curva na superficie (ver subsecdo[5.2(a)). Ela pode ser expressa pela forma bilinear

d71/4 L M
M N |’

sendo
[ 8z, 8y Bxx ] = gl’z(l‘7 y) 5

L =

M =88y 8y = guy(z,¥),
N = [gzagyagyy] = gyy(%y),
d = LN —-M* =g.ugyy—92,

Ao longo do desenvolvimento tedrico supomos que a métrica de Berwald-Blaschke é ndo-degenerada d # 0. Geometri-
camente isso significa que a curvatura Gaussiana Euclidiana ndo zera. Se d > 0, entdo a superficie € estritamente convexa.
O elemento de drea afim da superficie ¢ dado por

dA = |d|/+ - dz Ady.

As férmulas para a métrica no caso implicito podem ser obtidas usando a equagdo (3.1), onde as derivadas de g s@o
calculadas em (z,y) e as de f em (z,y, g(x,y)). Em particular,

d= fi ( (foufzz = £3.) 2+ 2 (Fazfoy = faafye) ol +

z

(fz:cfyy - f;c2y) fz2 + 2 (fyzfacz - fzzfxy) f;cfy)

Co-normal Afim e Normal Afim
O vetor covariante normal afim, chamado de co-normal afim v pode ser obtido escalonando o vetor normal Euclidiano [7]]
(ver Figura[5.2)) pela equagio (5.6)
—1 71/
v=|K| " N=|guagyy — 2| " (—g2:-95,1), (5.10)

p . .1 . L. 1
onde K é a curvatura Gaussiana Euclidiana. O vetor co-normal afim satisfaz (v, g, ;3 ) = 0. e amétricad /4 = [V, Vg, vy ]
A férmula geral para o co-normal em uma superficie implicita pode ser encontrada a partir das equagdes (3.1)) e (5.6)

1
VE T (far fys f2)-
Agora descreveremos formulas para o vetor normal afim. Como [ v, v, vy | = d'/s # 0, entdo temos aue v.. e v., definem

% S .
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Figura 5.2: Normal afim & (a esquerda) e co-normal v (a direita) dire¢des no elipsdide, o co-normal é co-linear com o normal
Euclidiano, enquanto que o normal afim aponta em dire¢@o ao centro do elipsdide, enfatizando que um elipséide € a imagem
afim de uma esfera.

Figura 5.3: Os paraboldides eliptico e hiperbdlico tem co-normal afim apontando para o centro de cada superficie.

um plano préprio. O vetor afim pode ser obtido olhando para o vetor ortogonal a este plano e seria equivalente ao normal
Euclidiano (ver Figura[5.2). Mais precisamente, o vetor normal afim & é definido localmente pela relagdo:

<V7§> =1, <§7V{m,y}> =0.

O normal afim satisfaz (v, &, 1) = 0e[ gz, 8y, & | = d/s.

Esta tltima relagdo mostra que uma base local em cada ponto p da superficie pode ser obtida por {g,, g,, £} Isto segue da
defini¢do de estruturas a partir da teoria de “moving frame”de Cartan [33]]. Sabemos que (&,v) =1, (v, &) = (v, &) =
0. Portanto, existe uma fun¢do A : U — R tal que

E=X(vy xvy).comA=[v,u,v,] =d /.

A férmula explicita para o normal afim em fungéo das derivadas de g foi dada nas equagdes (5.7)), para encontramos £ em
funcéio de f basta usar as equagdes (3.1)) e de forma andloga ao cédlculo destas equagdes obtermos as expressdes das derivadas
de terceira e quarta de g em funcédo de f.

Exercicio 5.5.1. Calcule as expressdes dos vetores co-normal e normal afins de uma superficie implicita.
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Figura 5.4: Estruturas afins da superficie blobby dada pela expressdo (3x)* + (3y)* + (32)* — 4522 — 45y — 4522 4+6 =0
(da esquerda para a direita) dire¢do conormal v, dire¢cdo normal &, curvaturas Gaussiana K e média #, coloridas de verde
para azul, a parte central verde correspondente a métrica degenerada.

Curvaturas Afins

Na geometria Euclidiana as curvaturas afins sdo obtidas a partir da variagdo do normal afim (ver Figura [5.4). Visto que
(v,&{a,yy) = 0, entdo temos que as derivadas &, 4 do normal afim sdo ortogonais a  que € paralelo a N. Portanto, £, .3
sdo tangentes a superficie.

Logo existem fungdes (b;;)1<i j<2 R3 — R, tais que

& = b1 8z +bi2gy,
& = bage +bngy
Consequentemente,
bll - d_l/4'[§$7gy7£]a
b12 == d_1/4 . [gxa§$7£]a
by = dil/4 : [fyvgyvé-]a
b22 = d71/4 : [ga:aé-yvg]

Os coeficientes b;; formam uma matriz B = (b;;)1<; j<2 cujo determinante e menos da metade do traco sdo respectiva-
mente as curvaturas Gaussiana e média afins: = det Be H = —% tr B.
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Exemplos Fundamentais

Paraboléide Paraboldide Esfera
Eliptico Hiperbdlico
I Z_%($2+y2) z—%(m2—y2) ZrP 2
1

N | FmmeCovd) | gmmstend | 5@n2)
K| (+22+9)77 | —(1+a22+42)7" r2
d 1 -1 r? 24
v (_.’17, _yyl) (_x7y71) ril/g(xayyz)
3 (0,0,1) (0,0,1) 2 (x,y, 2)
K 0 0 r3
H 0 0 —2r /2

Tabela 5.1: Exemplos fundamentais de estruturas afins.

As formas mais simples da geometria Euclidiana s@o o plano cuja normal é constante e portanto a curvatura é zero e a

esfera cuja curvatura é constante. Na geometria afim as formas equivalentes sdo os paraboléides com normal afim constante
(ver Figura [5.3)), o elipséide e o hiperboldide de uma e duas folhas com curvaturas constantes. Suas estruturas afins estdo

atribuidas na tabela [5.1]

Reducoes Geométricas e
Foérmulas Simplificadas

Figura 5.5: Os paraboldides eliptico e hiperbdlico tem normal afim £ constante, os quais tém o papel do plano Euclidiano na

goemetria afim.

As férmulas para as estruturas afins encontradas sdo uma extensao para o caso de grafico

G:{(:c,y,g(x,y)),(x,y) € U}

e seus tamanhos crescem bastante quando usamos o teorema da fung@o implicita para expressar essas estruturas afins
diretamente em termos da fungdo implicita f. Isso leva a uma significativa instabilidade numérica durante o calculo (ver
Figura[5.10) e prejudica a invariancia afim das quantidades calculadas.
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No entanto, sabemos a maneira como cada quantidade varia sobre uma transformagdo afim: a métrica e as curvaturas sao
invariantes, o co-normal é covariante e o normal é contravariante. Aqui definimos uma transformagao afim A que simplifica
as férmulas acima e melhora (ou isola) as instabilidades numéricas. Na proxima subse¢do, primeiro introduziremos esta
transformag@o, encontraremos as féormulas para a estrutura afim depois da simplificacdo e finalmente mostraremos como
calcular a estrutura afim para a superficie implicita no caso geral usando a simplificagdo.

Simplificacao: Transformacao A

Como todas as férmulas implicitas sdo encontradas a partir do teorema da funcdo implicita, muitos termos podem ser
simplificados se pudermos definir o gradiente de f por um vetor constante por exemplo (0, 0, 1) depois de uma transformagéo
afim A. Por outro lado, alinhar as dire¢6es das curvaturas principais Euclidianas com os eixos x ¢ y reduz ainda mais o
tamanho de nossas férmulas.

Mais precisamente, procuramos por uma transformacao afim A. Neste caso, teremos uma composi¢ao de uma rotagdo R
e um escalonamento S e uma rotagdo Rs, onde S o R; leva o vetor gradiente de f para (0,0,1) e a rotagdo Rs no plano
xy alinha as dire¢des principais aos eixos. Como consequéncia garantimos que f,, = 0, o que simplifica o processo de
obtencdo dos invariantes afins. O efeito desta transformagao sobre as derivadas € descrita no seguinte teorema e a constru¢ao
de A (ver Figura[5.6) ¢ detalhada na sua demonstragdo.

A =R,SR;

fixyz)=0 <& SR,

Figura 5.6: A construcao da transformagao A.

Teorema 5.5.2. Em cada ponto regular p de uma superficie implicita { p €R3, f(p) = O} existe uma transformacao equiafim
A tal que em cada ponto p = A(p) a superficie implicita transformada definida por {;5 eR3 f(p)=f(A"'(D) = 0} tem
as seguintes propriedades

— O vetor gradiente é o vetor unitdrio vertical: V f(5) = (0,0,1).

— A derivada cruzada f;y zera, ou seja, fxy(ﬁ) =0.

Demonstraciio: Primeiro observe que Vf (p) = Vf(p) - A~! (escrevendo o gradiente em linha). Deduzimos as
transformagdes para o primeiro item com a geometria descritiva simples. Decompomos a transformacdo afim como
A = Ry SR, (ver Figura , onde R; é arotagdo em R?, S é um escalonamento ndo-uniforme ao longo de z e do plano xy
e Ry é uma rotagdo no plano zy. A rotagdo R; é uma aplicagdo de rotagdo de V f(p) para o vetor vertical ( 0,0, ||V f(p) || ).
Denotemos por f# a fungio implicita transformada que é dada por ff(p) = f (R:f1 (p)) . Verifica-se que o vetor gradiente
de f1* ¢

(V1) = RIT(VH" = R(VNT = (0,095 )"
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Escalonamos o gradiente obtido. Entretanto, para obter uma transformagdo afim, temos que compensar a escala ao

longo de z no plano xy. Portanto, definimos o escalonamento .S pela matriz diagonal S = diag (n*%,n’%,n), onde
n=[IV£%| = ||V f]|. Denotando 5 (p) = /(S (p)) , obtemos

(V) =5 (v = (0,0,1)7.

Finalmente, rotacionamos a superficie no plano xy para alinhar as dire¢des das curvaturas principais da superficie
transformada dada por {p e R3; f5(p) = 0} com os eixos x e y. Isto é equivalente a diagonalizar a parte tangente da

matriz Hessiana de f5:
s s
T xr
R
vy Jyy

A rotagdo Ry € entdo a rotacdo no plano zy de angulo

1 —2f5
0 = = arctan 57” .
2 zx ~ Jyy

Isto leva 2 fungdo f(p) = f5 (Rz_l(p)) = f(A7(p)). Como o gradiente de f° estd ao longo do eixo z, a rotagdo
planar Rs ndo o altera. Uma vez que a matriz Hessiana H 7 de f € dada pela composi¢do das formas quadriticas:
H; = RQ_THstQ_1 = RoH s R3, obtemos assim fmy =0. O

Observacio 5.5.3. Em termos dos graus de liberdade a transformagio A é uma matriz 3 x 3. Destes 9 coeficientes a restricdo
da transformac@o ser afim, o que implica que det A = 1, reduz um grau de liberdade. A rotacdo R; e o escalonamento 5,
cada um, reduz o grau de liberdade em trés: o dngulo ou o fator de escala e um eixo.

A rotacdo planar R, tem um grau de liberdade: o dngulo. Embora ainda exista um grau de liberdade de reposi¢c@o para
os coeficientes, a segunda derivada tem dependéncia quadratica sobre os coeficientes de A e ndo hd nenhuma garantia de
que uma simplificagdo maior seria vidvel sem decidir o sinal da métrica (ou equivalentemente o sinal da curvatura gaussiana
euclidiana).

Formulas Simplificadas

Consideremos superficies implicitas {p € R?; f(p) = 0} definidas em volta de um ponto p tal que V f(p) = (0,0,1) e
fwy(p) = 0. Notemos que a partir do teorema anterior asseguramos esta condi¢ao para qualquer ponto regular através de uma
transformacdo afim A. Com esta condi¢do, encontramos as férmulas simplificadas para as estruturas afins de uma superficie
implicita

Vetores Tangentes - Como f, = f, = 0, deduzimos da (5.9) que
g:=(1,0,0) e g, =(0,1,0).

Métrica - A métrica se reduz a simples expressio: d = foz fyy.

Co-normal - A partir da métrica e do vetor gradiente, obtemos

-1
v=|faoxfu| ’*(0,0,1).
Normal - O normal afim se reduz a

fmxyfmrfyy - 4f:§mfyyfyz + fg?zfyyy

2 2

1

5277
A foufyy |
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Curvaturas - As expressdes de curvaturas tém uma forma bastante simples, comparada com a expressdo antes da
transformacdo, a saber

(8 2 ; 78]0390 yfzz‘i’gfjxfyyfyzz

11 16f$1; f7/4
+12fmfyyf§wy+2fmfyyfmfxyy+4fmfmyfyyy
+24f;12:x ;3yf$$2_24f11? ynywzf:mz_24f§mfyyfy2fwwy>

1
b21 = W( 5fzzfyyfxzyfzyy*fzzfyyfxzzfyyy

_4f31fyyf:ryyy_24fx2xfyyfyzfryy_4fmf5yfmxy
+7fz2zf:vyyfyyy)

As férmulas para bys e bas 530 obtidas trocando x por y e vice-versa em by € by .

O caso geral a partir das formulas simplificadas

A redugao anterior € responsavel pelo crescimento da estabilidade numérica e pela melhoria das estimativas das estruturas
afins. Comecando da fun¢do implicita original f em p calculamos a transformacdo que é definida a partir das derivadas
primeira e segunda de f em p segue do teorema levando a uma nova fung¢do implicita definida por f ) =f (A*1 (ﬁ))
com p = A(p).

Primeiro calculamos as derivadas de f a partir das derivadas da f e usando a regra da cadeia, obtemos

VIip) = Vip)-A!

Hy(p) = A" -Hsp) A7

Fie®) = Y fare(p) Agi Ay AL, V(i k) € {2y, 2},
(a,b,e)e{z,y,2}3

fi®) = > fabea(p) Ag i A JA VAL, V(i g,k 1) € {x,y, 2}

(abe,d)€{z,y,z}*

onde Aa ; sd0 os coeficientes da matriz inversa A~! de linha a e coluna i. Usando essas derivadas podemos calcular as

estruturas afins 7(p), £(p), K(p) e H(p) da superficie implicita definida por f. A partir das invaridncias dessas estruturas
podemos deduzir as estruturas afins para a superficie original {p eR3 f(p) = O} emp

v(p) = wvip)- A,
) = &p)-AT,
K@) = Kp),
H(p) = H(p)

(f) Mudanca de Contexto

Estudamos ao longo destas tultimas se¢des propriedades geométricas que sdo invariantes em superficies paramétricas.
Ja no caso da superficie ser definida implicitamente utilizamos o teorema da func¢do implicita para reduzir ao caso de
superficies paramétricas, pois localmente a superficie pode ser vista como um grafico e assim utilizando a parte paramétrica
desenvolvida obtemos tais invariantes diferencidveis. No caso implicito discreto utilizamos o algoritmo Marching Cubes [25]]
para obtermos a extracdo de superficies implicitas e a partir das expressdes conhecidas dos invariantes geométricos
implementamos tais fun¢des dentro do Marching Cubes. Um dos pontos fundamentais para obtermos boas estimativas de
invariantes afins é termos boas derivadas de f até a quarta ordem, e isso ndo € uma tarefa simples.

.
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(®)

Figura 5.7: Modelo implicito de uma banana (b) com as curvaturas Gaussianas afim (a esquerda) e média (a direita), cores
escuras indicam maiores curvaturas. Nos itens (a) e (c) aplicamos transformagdes afins p — A - p ao item (b). Notemos que
as caracteristicas das cores se preservaram, ou seja, as curvaturas se mantiveram, comparando com o caso Euclidiano onde
claramente isso nao ocorreria.

(g) Discussao

Representagdes implicitas de modelos geométricos sdo amplamente usados em aplicagdes, como por exemplo para
deformag@o, opera¢des Booleanas e offsets [12]]. O calculo das estruturas geométricas e topoldgicas de tais representa¢des
pode ser delicado, embora ele seja bastante conhecido para representagdes paramétricas [8]. Férmulas de curvaturas para
superficies implicitas ndo tinham sido dadas de diversas maneiras de forma clara até recentemente [[13].

Recentemente, medidas invariantes afins t&ém recebido muita atencdo na comunidade de visdo computacional para
melhorar a correspondéncia e o registro [29, 30, [40]. Na verdade, curvas em um objeto vistas em duas fotos distintas tém
diferentes medidas Euclidianas, distAncia ou curvatura [26]]. No entanto, se a curva estd contida em um plano paralelo ao
plano de projecdo, entdo as medidas afins corresponderiam nas fotos. Para dados 3d a quantificacdo de formas similares tem
tido um grande nimero de aplica¢des em correspondéncia e registro [1} [13} 33] e reconstrugdo [14]]. Embora alguns objetos
sejam claramente similares, eles ndo sdo localmente equivalentes Euclidianos (ver Figura[5.7).

Uma das caracteristicas geométricas desejadas no nosso estudo de propriedades invariantes foi a invaridncia por
transformagdes afins. Sabemos da geometria Euclidiana que as curvaturas sdo invariantes por movimentos rigidos, entre-
tanto ndo sdo invariantes por transformacdes afins quaisquer. Neste sentido, buscamos estudar propriedades geométricas que
fossem invariantes por um grupo maior de transformagdes que as transformagdes rigidas que sdo as transformagdes afins li-
neares que preservam volumes. Vimos que para obter tais invariantes foi necessario pedir que a fung@o que define a superficie
seja de classe C*. Do ponto de vista numérico isso causa mais dificuldade na estimativa dos invariantes.

Utilizamos o algoritmo Marching Cubes [25] para extra¢do de superficies implicitas. O primeiro passo para usarmos este
algoritmo e construirmos o nosso foi o calculo das derivadas até a quarta ordem.

Matrizes  Aplicagdes Foérmulas Total
A AT de (f)  simplificadas
Simplificada 749 7.335 1.783 9.867
Direta 23.690

Tabela 5.2: Niimero de operacOes para um unico ponto. As férmulas simplificadas sdo muito mais concisas e incluem
principalmente operacdes de mapear as derivadas.

Podemos trabalhar diretamente com as férmulas obtidas dos invariantes, o que em particular causa algumas instabilidades
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Figura 5.8: Incorporando os estimadores dentro do Marching Cubes revela o padrdo ndo-invariante do processo de
amostragem. Vista de K (esquerda) e 7 (direita) antes (em cima) e depois (em baixo) da transformacdo afim
[[0.9,0,0.9],]0,2,0],[1.1,0,0.6]]

|

Figura 5.9: Normal afim £ sempre calculado usando z na derivagio implicita (esquerda), o eixo na maioria dos casos alinhado
com o gradiente (meio), ou a nossa redu¢do geométrica (a direita).

numéricas ou utilizar a existéncia de uma transformacdo afim A que simplifica bastante os célculos. As férmulas simpli-
ficadas s@o mais estdveis que o cdlculo direto sem transformacgdo, como confirmado em nossos experimentos. Usamos o
software Maple para otimizar ambas as férmulas diretas e com transformagio, visando reduzir o nimero de operagdes. A
comparacdo do numero de operagdes nas férmulas diretas e simplificadas explica claramente o ganho de estabilidade das
férmulas simplificadas (ver tabela[5.2).

No entanto, a principal ferramenta de derivag@o para obter as férmulas das estruturas afins de superficies implicitas vem
do teorema da fung@o implicita, onde todas as derivadas de g sdo obtidas através de uma divisdo por f,. Portanto, qualquer
implementa¢do numérica pode sofrer quando o gradiente é quase zero. Nas férmulas simplificadas essa instabilidade é
confinada na transformacao A (em especial na escala ndo-uniforme S).

Além disso, a métrica Berwald-Blaschke degenera d = 0 quando a curvatura Gaussiana Euclidiana é zero. Em particular,
as curvaturas afins devem ser infinito em pontos de sela, que s@o delicadas de lidar em um contexto numérico. Um tratamento
independente dos pontos de inflexdo tem sido proposto para as curvas através de uma cuidadosa reamostragem local [11]]
e poderia ser estendido para as superficies em trabalhos futuros. Esta instabilidade permanece no interior da férmulas
simplificadas.
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Figura 5.10: A curvatura afim do paraboléide é K = 0, mas uma estimativa direta leva a instabilidade numérica (a esquerda).
Com férmulas simplificadas a estimativa € mais estavel (a direita).

As defini¢Oes das curvaturas afins requerem o célculo de derivadas até a quarta ordem, dai qualquer estimador serd muito
sensivel a erros numéricos. A redugdo geométrica que apresentamos permite reduzir o erro numérico ligado ao alinhamento
com o eixo do gradiente (ver Figura [5.9) que mostra claramente que a qualidade do estimador direto diminui quando a
direcdo se torna mais obliqua, provocando descontinuidades nas mudangas de eixo ( semelhante ao caso mais simples de
curvatura Euclidiana de curvas paramétricas [19]), defeito que é corrigido pela nossa redugio.

Esta grande redugdo simplifica as férmulas (ver tabela [5.2), o que melhora bastante a estabilidade numérica. Isto é
ilustrado na Figura onde o paraboléide teria curvatura 0 mas o método direto introduz um ruido de ordem 10~° neste
simples caso.

Direto Transformagdo
25 K —H 102
[ 7 7= k) — hean K HG)
P P - — K(Ap) — H(Ap)
2 R
................................ B -
8 3
= <]
9 15 & 3
s 1T I 11 I o
o T 5
f R |
0.5 ' . : : .
40 100 160 220 280 40 100 160 220 280

Tamanho da grade Tamanho da grade

Figura 5.11: Convergéncia sobre o modelo da esfera. Erro absoluto versus tamanho da grade, antes (s6lido) e depois
(tracejada), a transformagdo afim da Figura[5.8|comparando o método direto (a esquerda, em escala linear) com o método de
transformacao (a direita, em escala log). A barra representa o quinto da varidncia do erro absoluto.

Geramos pela primeira vez os histogramas de distribui¢do da curvatura Gaussiana afim /C antes e depois de uma aplicacdo
afim. Podemos comparar os resultados obtidos pelo método direto e com transformacdo em um modelo de toro (ver
Figura [5.12). Mais uma vez o método de transformagéo preserva melhor o significado geométrico das medidas estimadas.
Mesmo em issosuperficies mais complexa, como a retratada nas Figuras[5.7]and [5.13] as curvaturas e as regides degeneradas
sdo claramente mapeadas a partir dos diferentes modelos da mesma classe afim.
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Direto K(p) Direto: K(Ap)
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Figura 5.12: No toro 22 —(\/ x? 4+ y? — 0.5) = 0, a distribuico da curvatura Gaussiana afim XC é melhor preservada sobre a

transformac@o afim ((1.4, —0.2,0), (0.1,0.7,0), (0,0, 1)) se usamos o método com transformagcéo (direita) comparado com
o direto (esquerda).
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Figura 5.13: Mesmo em uma issosuperficie mais complexa, a curvatura Gaussiana afim estimada é preservada depois de
aplicarmos uma transformacao afim.



6 Conclusao

Vimos nesse livro alguns aspectos de invariantes Euclidianos e afins para curvas e superficies. Existem diversas origens
e bases tedricas para esses invariantes, e ainda variagdes e mais invariantes de outras ordens de diferenciacido. Escolhemos
apresentar diretamente o cdlculo desses invariantes no caso diferencial paramétrico, antes de estender para os demais casos,
tornando o livro mais acessivel e dando uma visao dos diversos contextos de modelagem, em particular os contextos discretos
visto a importancia deles nas aplicagdes.

(a) Problemas Discretos

Os problemas discretos se tornaram fundamentais com a emergéncia do computador no auxilio aos cdlculos, em particular
ao célculo geométrico. Porém, vale notar que eles também foram fundamentais a varias defini¢des geométricas, como por
exemplo a no¢do de comprimento de curva por retificacdo. Esse exemplo ilustra bem diversos problemas do mundo discreto.

O comprimento de uma curva C ¢ definido como o limite do comprimento das curvas poligonais amostradas sobre C. As
curvas admissiveis (retificdveis) sdo as curvas para quais o limite é independente do processo de amostragem. A passagem
ao limite gera uma nogéo de derivada da parametriza¢do embutido na forma fundamental ||o||. Finalmente, o limite pode
ser simplificado num supremo no caso convexo. Vamos analisar cada observagao.

A forca da definicdo de curvas admissiveis reside na possibilidade de caracterizd-las a partir da regularidade da
parametrizacdo. Esse processo € muito mais delicado para superficies, mesmo suaves, pois existem processos de amostragem
que ndo garantem propriedades elementares de convergéncia da area, como o lampido de Schwarz. Portanto, a passagem ao
limite tem que ser associada a um certo tipo de amostragem, geralmente triangulacdes de Delaunay, podendo haver variagdes
e assim mais de uma defini¢do, ndo equivalentes, de invariantes discretos.

O problema discreto fica mais complicado ainda na pratica pois, com dados reais, a curva limite C néo é conhecida. Uma
abordagem consiste em interpolar ou aproximar os dados discretos por uma curva suave, e definir os invariantes a partir
das derivadas dessa curva suave. Nesse livro, esse processo foi usado no caso de invariantes afins de superficies implicitas
discretas. Outra abordagem consiste em definir um invariante da curva discreta, e garantir que ele converge para o invariante
da curva limite, sob um processo de amostragem controlado, como foi o caso dos poligonos parabdlicos. Poderia definir o
invariante sem a convergéncia para uma nog¢ao conhecida no caso limite, mas perderia a interpretagcdo do invariante calculado.

Finalmente, os casos convexos, ou estritamente convexos para a geometria afim, geram melhores condi¢cdes para a
estimacdo de invariantes. Em particular no caso afim, os pontos de inflexdo geram problemas numéricos para estimar os
invariantes, pois tem curvatura infinita. Porém, os dados reais vem corrompidos por ruido. Mesmo um circulo, uma vez
perturbado por um ruido pequeno, deixa de ser convexo. A literatura matemadtica relata muitos métodos para remocgao de
ruido, mas para garantir que a medida estimada € invariante, o processo de remog¢ao de ruido também tem que ser invariante.
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(b) Aplicacoes em Computacio Visual

Apesar dessas dificuldades, existem muitos interesses da parte computacional em conseguir definir medidas invariantes
e robustas a ruido e processos de (re-)amostragem. Existem trés tipos de aplicagdes tipicas para o célculo de invariantes:
modelagem e processamento geométricos e reconhecimento de formas.

A modelagem e o processamento geométricos desenvolve técnicas para criar ou editar formas, tipicamente em duas ou trés
dimensdes. Desde a tlltima década essas técnicas se popularizaram e pretendem ser utilizadas de forma “intuitiva”, querendo
que um usudrio mesmo inexperiente consiga prever o efeito de cada ferramenta. Isso é geralmente feito ou por imitagao
da realidade (escultura, artesanato, etc.), ou usando conceitos imediatamente perceptiveis como a suavidade (curvatura) das
superficies desenhadas. No primeiro caso, usa-se modelagem fisica, geralmente baseada em equacdes diferenciais, voltando
em problemas similares aos encontrados nesse livro: definir derivadas em objetos discretos e/ou garantir os invariantes
(volume ou energia) do sistema.

O reconhecimento de formas aparenta com a classificacdo de curvas e superficies. Nesse caso, o objetivo é de identificar
duas formas dentro de um conjunto. Um exemplo cldssico é a OCR (optical character recognition) que consiste em extrair
letras de um texto, e identificar cada letra. Aparecem problemas devidos a variacdo das fontes de caracteres, em particular
para documentos manuscritos, e ao ruido presentes nos documentos escaneados. Além disso, a grande quantidade de letras
num documento necessitam de um processo eficiente, precisando reduzir a curva a um conjunto pequeno de descritores,
contando a topologia e a geometria das curvas de bordo de cada letra. Em trés dimensdes, existem bases de modelos 3d,
comerciais ou académicas, que permitem obter objetos virtuais sem a dificuldade de desenha-los. Em particular isso foi
incorporado no Google Sketch’up, com a base Google 3d Warehouse, porém ainda com semelhanca no texto acompanhando
o modelo, em vez de descricdo geométrica que ainda é um desafio para chegar a aplicagdes industriais.

(¢) Desafios Atuais

Existem desafios tanto tedricos como praticos. Enquanto, dado uma curva desenhada no quadro, é simples descrever
as propriedades Euclidianas da curva (por exemplo deduzir o sinal da curvatura), ¢ muito menos intuitivo no caso das
propriedades afins de uma superficie. O presente livro € um dos primeiros trabalhos a apresentar figuras de curvatura afim
em superficies ndo triviais. Seria talvez um primeiro passo para desenvolver um intuito maior dos invariantes afins, para
considerar esses invariantes uteis para outras dreas da Matemdtica em vez de apenas um fim em si s6. Além disso, um
trabalho similar resta a fazer no caso projetivo, rico em aplicacdes porém pouco estudado do ponto de vista dos invariantes.

Do lado pratico, muitas aplica¢des reais em fotografia e filmagem 3d, usam projecdes dos objetos geométricos para
modela-los. O processo de projecdo é complexo, mas preservam os invariantes afins de objetos planos. Porém, a aquisicao
¢ ruidosa e envolve um processo de amostragem nos pixels da camera, o que dificulta o cdlculo das curvaturas de forma
robusta e invariante. Enquanto existem varios métodos de aproximacéo invariantes Euclidianos, como minimos quadrados
no espaco, ainda poucos foram desenvolvidos no caso afim.

Maria e Thomas,
Rio de Janeiro, 10 de maio de 2011.
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